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第1章 実数

この章では実数の性質について復習する.実数全体のなす集合は

(i) 全順序体であり

(ii) 連続性の公理をみたす.

以下このふたつの性質について述べる.

1.1 全順序体
実数全体のなす集合Rには
加法;

R× R 3 (a, b) 7→ a + b ∈ R
すなわち a, b ∈ Rに対しその和 a + bを対応させるR× RからRへの写像と
乗法;

R× R 3 (a, b) 7→ ab ∈ R
すなわち a, b ∈ Rに対しその積 abを対応させるR× RからRへの写像
の２つの演算が定まっていて以下の条件をみたす.
a, b, c ∈ Rとする.

(i) (結合律, associativity)(a + b) + c = a + (b + c)

(ab)c = a(bc)

(ii) (可換律, commutativity)a + b = b + a

ab = ba

(iii) 加法に関する単位元の存在
a + 0 = aを,任意の a ∈ Rに対してみたす元 0 ∈ Rが存在する.

(iv) 加法に関する逆元の存在
任意の a ∈ Rに対してある元 b ∈ Rが (aに応じて)存在して a + b = 0となる.
bを aの加法に関する逆元といい−aと書く.

(v) (分配律, distributive law)a(b + c) = ab + ac
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(vi) 乗法に関する単位元の存在
a · 1 = aを,任意の a ∈ Rに対してみたす元 1 ∈ Rが存在する.

(vii) 乗法に関する逆元の存在
a 6= 0ならば,ある元 b ∈ Rが (aに応じて)存在して ab = 1となる. bを aの乗
法に関する逆元といい 1/aあるいは a−1と書く.

一般に上の (i)～(vii) をみたす加法,乗法の定義された集合を可換体とよぶ.
Rは可換体である.

Rにおける数の大小関係 (≤)は次の３条件をみたす.
a, b, c ∈ R

(i) (反射律) a ≤ a

(ii) (同値律) a ≤ bかつ b ≤ aならば a = b

(iii) (推移律) a ≤ bかつ b ≤ cならば a ≤ c

一般にこの３つをみたす関係を順序 (order)といい,順序の与えられた集合を
順序集合 (ordered set)という.
さらにRにおける≤は次もみたす.
(iv) 任意の a, b ∈ Rに対し a ≤ bか b ≤ aの少なくとも一方が必ず成立する.
(iv)をみたす順序を全順序 (total order)あるいは線型順序 (linear order)という.
Rは数の大小関係≤により全順序集合である.
Rにおける順序と加法,乗法の間には次の関係 (∗)がある.

(i) a ≤ bならば任意の c ∈ Rに対し a + c ≤ b + c

(ii) a ≥ 0かつ b ≥ 0ならば ab ≥ 0

一般に全順序の入った体が上の (∗)をみたすとき全順序体とよぶ.
Rは全順序体である.
a ≤ bかつ a 6= bのとき a < bと書く.
可換体の性質および上の (∗)から次がわかる.

(i’) a < bならば任意の c ∈ Rに対し a + c < b + c

(ii’) a > 0かつ b > 0ならば ab > 0

体の定義の (i)～(vii) と上の (∗)から (すなわち全順序体においては)次が示せる.

Proposition 1.1.1.a, b, c ∈ Rとする.

(i) a ≤ b ⇔ 0 ≤ b− a
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(ii) a ≤ b ⇔ −a ≥ −b

(iii) a ≥ 0 ⇒ −a ≤ 0

(iv) a ≤ bかつ c ≥ 0 ⇒ ac ≤ bc

(v) a > 0 ⇒ a−1 > 0

(vi) a2 ≥ 0

証明はやさしい.

Proposition 1.1.2.a < bであるような任意の a, b ∈ Rに対し a < c < bをみたす実数
c ∈ Rが無数に存在する.

Proof.

c = a +
b− a

2

とおく.

c− a =

(
a +

b− a

2

)
− a =

b− a

2
> 0.

また

b− c = b− a− b− a

2
= (b− a)

(
1− 1

2

)
=

b− a

2
> 0.

よって a < c < b.
a, cあるいは c, bに対して上の議論を適用すると無数にあることがわかる.

Remark .全順序体において 1 + 1を 2と書くことにすると 2 > 0,特に 2 6= 0であり
上の証明は任意の全順序体で正しい.

Definition 1.1.3. A ⊂ Rを部分集合とする.

M ∈ RがAの最大数である⇔
def

{
(i) M ∈ A

(ii) 任意の x ∈ Aに対し x ≤ M .

このときM = max
x∈A

x = max
A

x = max A等と書く.

m ∈ RがAの最小数である⇔
def

{
(i) m ∈ A

(ii) 任意の x ∈ Aに対しm ≤ x.

このときm = min
x∈A

x = min
A

x = min A等と書く.

exercise 1.min A = −max{−x | x ∈ A}を示せ.
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Definition 1.1.4.実数 aに対し

|a| := max{a,−a}

を aの絶対値という.

exercise 2.次を示せ.

(i) a ≥ 0 ⇒ |a| = a

a ≤ 0 ⇒ |a| = −a

(ii) 任意の a ∈ Rについて |a| ≥ 0であり
|a| = 0となるのは a = 0のときかつこれに限る.

(iii) |ab| = |a| · |b|

(iv) |a + b| ≤ |a|+ |b|

Definition 1.1.5.実数 a, b (a ≤ b)に対し

[a, b] := {x | x ∈ R, a ≤ x ≤ b}

を a, bを端点とする閉区間という.

(a, b) := {x | x ∈ R, a < x < b}

を a, bを端点とする開区間という.

Caution! .開区間の記号 (a, b)はR2 (あるいはもっと一般に直積集合)の元を表す記
号と同じなので注意が必要であるが,通常文脈からどちらの意味かは判断出来る.

exercise 3.max[a, b] = b, min[a, b] = aを示せ.

Example 1.1.6.max(a, b), min(a, b)はともに存在しない.
実際, M ∈ Rが (a, b)の最大数だとする. Def 1.1.3(i) よりM ∈ (a, b)ゆえ a <

M < b. Prop1.1.2よりM < c < bとなるような実数 cが存在する. a < M なので
a < c < bすなわち c ∈ (a, b). Def 1.1.3(ii) より c ≤ M . 従って c ≤ M < cとなり矛
盾.∗ 最小数についても同様.

exercise 4.最小数について示せ.

∗ c ≤ M < c ⇔ c ≤ M かつM < c ⇔ c ≤ M かつM ≤ cかつ c 6= M
⇔ c = M かつ c 6= M . (同様な議論で a ≤ b < cならば a < c等が示せる.)
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Definition 1.1.7. A ⊂ Rとする.

(i) m ∈ RがAの上界 (upper bound)である⇔
def
任意の a ∈ Aに対し a ≤ mが成り

立つ.

(ii) l ∈ Rが Aの下界 (lower bound)である⇔
def
任意の a ∈ Aに対し l ≤ aが成り

立つ.

Caution! .上界,下界とも１つだけというわけではない.

(iii) Aが上界 (下界)をもつときAは上 (下)に有界 (bounded)であるという.

上にも下にも有界であるとき有界であるという.

定義より「Aが有界⇔実数 l,mが存在して,任意の a ∈ Aについて l ≤ a ≤ mと
なる」ことがわかる.

exercise 5.Aが有界⇔ ∃K ∈ R s.t. ∀a ∈ A, |a| ≤ K.

Definition 1.1.8. A ⊂ Rとする.

(i) Aが上に有界であるとする. Aの上界全体の集合に最小数が存在するときそれ
をAの上限 (supremum)とよび

sup
a∈A

aまたは sup A

で表す.

Aが上に有界でないとき sup A = ∞と書く.

(ii) Aが下に有界であるとする. Aの下界全体の集合に最大数が存在するときそれ
をAの下限 (infimum)とよび

inf
a∈A

aまたは inf A

で表す.

Aが下に有界でないとき inf A = −∞と書く.

Remark .実はA ⊂ Rが空集合ではなく上 (下)に有界であれば上限 (下限)が存在す
る.これについては連続性の公理のところで述べる.

Proposition 1.1.9.A ⊂ Rとする.

s = sup A ⇔
{

(i) 任意の a ∈ Aに対し a ≤ s

(ii) b < sならば b < aとなるような a ∈ Aが存在する.
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Proof. 条件 (i)は sがAの上界であることをいっている.
一方対偶を考えると条件 (ii) は「bがAの上界ならば s ≤ b」と同値 (ここでRが
全順序集合であることを用いている).
すなわち (i),(ii) は sがAの上界の最小数であることをいっている.

Proposition 1.1.10.max Aが存在すれば sup A = max A.

Proof. M = max Aとする.
最大数の定義 (ii) より任意の a ∈ Aに対し a ≤ M .従ってM はAの上界である.
また最大数の定義 (i)よりM ∈ A.従って任意のAの上界mに対しM ≤ m.
よってM はAの最小の上界,すなわちAの上限である.

exercise 6.下限についてProp1.1.9, 1.1.10に相当することを示せ.

Example 1.1.11.a, b ∈ R, a < b, A = (a, b) ⊂ Rとすると sup A = b, inf A = aで
ある.

x ∈ Aならば a < x < bであるから bはAの上界, aはAの下界である.
c < bとする. d = max{a, c}とおくと, d < b. よって Prop1.1.2より d < y < bと
なる y ∈ Rが存在する. a ≤ dに注意すると a < y < b,すなわち y ∈ Aである. また
c ≤ dであるから c < y.よって Prop1.1.9より b = sup A.

inf A = aも同様.

exercise 7.inf(a, b) = aを示せ.

exercise -問題集 . 55 (1) (2), 56 (1)～ (4), 57 (1)(2)

1.2 実数列の収束
Definition 1.2.1. a, b ∈ Rに対し aと bの距離d(a, b) ∈ Rを

d(a, b) = |a− b|

で定める.

絶対値の性質 (exercise2)より上で定めた距離は次の (i)～(iii) をみたすことがわ
かる.

(i) d(a, b) ≥ 0であり
d(a, b) = 0となるのは a = bのときかつこれに限る.

(ii) d(a, b) = d(b, a).

(iii) d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c).†

† |a− c| = |(a− b) + (b− c)| ≤ |a− b|+ |b− c|.
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Definition 1.2.2. a ∈ R, ε > 0‡ に対してRの部分集合

Uε(a) = {x | x ∈ R, d(x, a) < ε}
を aの ε近傍という.

定義から Uε(a) = (a− ε, a + ε)であることがわかる.

Definition 1.2.3.自然数全体NからRへの写像

a : N→ R

を (実)数列という.
普通 a(n)を anと書いて,数列を {an}n∈Nとか {an}と表す.

Caution! .数列 {an}と書いたときは記号 {}は集合を表しているのではないことに
注意する. 記号の濫用であるが,通常文脈からどちらの意味であるかはわかる. わか
りにくい場合はどちらであるか明記する.
例えば集合としては {(−1)n} = {1,−1} = {(−1)n−1} であるが数列としては

{(−1)n} 6= {(−1)n−1}である.

Definition 1.2.4.数列 {an}が n →∞のとき a ∈ Rに収束する
⇔
def
任意の ε > 0に対して,ある自然数N が存在して n ≥ N ならば an ∈ Uε(a)と

なる.
このとき

lim
n→∞

an = a

あるいは
an → a (n →∞)

と書く.
aを数列 {an}の極限値という.
数列 {an}がある実数 aに収束するとき収束列という.収束列でないときその数列
は発散するという.

絶対値を使って書きかえると

lim
n→∞

an = a

⇔ ∀ε > 0, ∃N ∈ N s.t. {an}n≥N ⊂ Uε(a)§

⇔『∀ε > 0, ∃N ∈ N s.t. n ≥ N ⇒ d(an, a) < ε』

⇔『∀ε > 0, ∃N ∈ N s.t. n ≥ N ⇒ |an − a| < ε』

となる.
‡以下このように書くときは εが実数であることを特に明示しない.
§ここでは {an}n≥N は集合を表している.
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Definition 1.2.5.数列 {an}は,任意のK ∈ Rに対しある自然数N ∈ Nが存在して
n ≥ Nならば an > Kとなるとき,正の無限大に発散するといって lim

n→∞
an = +∞と

書く.
数列 {an}は,任意のK ∈ Rに対しある自然数N ∈ Nが存在して n ≥ N ならば

an < Kとなるとき,負の無限大に発散するといって lim
n→∞

an = −∞と書く.

exercise 8.数列 {an}が正または負の無限大に発散するとき,この数列は発散する (す
なわち収束列ではない)ことを示せ.

exercise 9.数列 {an}が正の無限大に発散するとき {an}は (集合として)下に有界で
上には有界でない.
また負の無限大に発散するときは,上に有界で下には有界ではない.

Proposition 1.2.6.数列 {an}の極限値は,存在すれば,唯一つである.

Proof. a ∈ Rを {an}の極限値であるとする. b ∈ R, a 6= bとする.
ε = d(a, b)/2とおくと ε > 0.
x ∈ Uε(a) ⇒ d(x, a) < ε ⇒ d(a, b) ≤ d(a, x) + d(x, b) < ε + d(x, b) ⇒
d(x, b) > d(a, b)− ε = ε ⇒ x 6∈ Uε(b)だから

Uε(a) ∩ Uε(b) = ∅.

今 a = lim
n→∞

anであるから,ある自然数N が存在して n ≥ N ならば an ∈ Uε(a)とな

る.従って n ≥ N ならば an 6∈ Uε(b)となり bは {an}の極限値ではない.

Definition 1.2.7.数列 {an}がコーシー (Cauchy)列である
⇔
def
任意の ε > 0に対して,ある自然数Nが存在してm, n ≥ Nならば d(am, an) < ε

となる.
コーシー列のことを基本列ということもある.

Lemma 1.2.8.収束列はコーシー列である.

Proof. {an}を収束列とし, a ∈ Rをその極限値とする.
任意の ε > 0に対しある自然数Nが存在して n ≥ Nならば d(an, a) < ε/2となる.

よってm,n ≥ N ならば

d(am, an) ≤ d(am, a) + d(an, a) <
ε

2
+

ε

2
= ε

となり {an}はコーシー列である.

Remark .実はRにおいてはコーシー列は収束列となっている. このことは次節で述
べる.

Lemma 1.2.9.コーシー列は有界 (すなわち集合として {an}が有界)である.
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Proof. {an}をコーシー列とするとある自然数Nが存在してm,n ≥ Nならばd(am, an) <

1となる. (コーシー列の定義において ε = 1とする.)特にn ≥ Nならばd(an, aN) < 1

すなわち {an}n≥N ⊂ U1(aN)となり {an}n≥N は有界.集合として

{an} = {a1, . . . , aN−1} ∪ {an}n≥N

であり {a1, . . . , aN−1}は有限集合だから有界,よって {an}も有界.
具体的には L = min{a1, . . . , aN−1, aN − 1}, M = max{a1, . . . , aN−1, aN + 1}とす
れば,任意の n ∈ Nについて L ≤ an ≤ M となる.

Corollary 1.2.10.収束列は有界である.

Definition 1.2.11.自然数列 {ik}すなわち写像 i : N → N, i(k) = ikは任意の k ∈ N
に対し ik < ik+1となっているとき狭義単調増加自然数列とよばれる.
{an}を数列とする. aと狭義単調増加自然数列 iとの合成によって得られる数列

a ◦ i : N i→ N a→ R

を {an}の部分列といって {aik}k∈N, {aik}等と表す.

Lemma 1.2.12.収束列の部分列は収束列であり,もとの数列と同じ値に収束する.
またコーシー列の部分列はコーシー列である.

Proof. {ik}が狭義増加自然数列であるとき任意の k ∈ Nについて ik ≥ kであること
が帰納法により容易に示せる.
{an}を収束列, その極限値を a, {aik}を部分列とする. an → aであるから任意
の ε > 0に対しある自然数 N が存在して n ≥ N ならば d(an, a) < εとなる. こ
の N について k ≥ N ならば ik ≥ k ≥ N であるから, d(aik , a) < ε. すなわち
aik → a (k →∞).
コーシー列の方も同様.

exercise 10.コーシー列の場合について示せ.

このセクションのここまでの議論においては距離の性質しか用いていないことに
注意.以下では全順序体の性質も用いる.

Definition 1.2.13.数列 {an}は任意の n ∈ Nについて an ≤ an+1 (an < an+1)となっ
ているとき (狭義)単調増加列とよばれる.
また任意の n ∈ Nについて an ≥ an+1 (an > an+1)となっているとき (狭義)単調減
少列とよばれる.
これらをまとめて単調列という.

Lemma 1.2.14.{an}を単調増加列とする. lim
n→∞

an, sup anのいずれかが存在すれば他

方も存在してそれらは等しい.
単調減少列の極限値と下限についても同様.
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Proof. {an}が収束列でその極限値が aであるとき a = sup anを示す.
ある自然数N について a < aN であるとすると ε = aN − a > 0. n ≥ N ならば

an ≥ aN であるから an − a ≥ aN − a = ε. したがって |an − a| ≥ εとなり aが {an}
の極限値であることに反する. よって任意の n ∈ Nについて a ≥ an,すなわち aは
{an}の上界である.

b < aとすると ε = a − b > 0. an → aだから an ∈ Uε(a)となる n ∈ N がある.
Uε(a) = (b, a + ε)に注意すると, an > b.
よって Proposition1.1.9より a = sup anである.
逆に sup anが存在するとしてそれを aとする.
aは {an}の上界であるから任意の n ∈ Nについて a ≥ anである.
また任意の ε > 0に対し, a−ε < aであるから,ある自然数Nが存在してaN > a−ε

となる (Proposition1.1.9). {an}は単調増加であるから n ≥ N ならば an ≥ aN .
以上をあわせると, n ≥ N ならば a − ε < an ≤ a, 特に an ∈ Uε(a). 従って数列

{an}は aに収束する.

Proposition 1.2.15.二つの数列 {an}, {bn}がともに収束列ならば {an + bn}, {anbn}
も収束列で

(i) lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

(ii) lim
n→∞

(anbn) = ( lim
n→∞

an)( lim
n→∞

bn)

さらに bn 6= 0 (n = 1, 2, . . . )かつ lim
n→∞

bn 6= 0ならば {an/bn}も収束列で

(iii)

lim
n→∞

an

bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn

Proposition 1.2.16.{an}, {bn}を収束列, a = lim
n→∞

an, b = lim
n→∞

bnとする. {cn}を数
列とする.

(i) 任意の自然数N に対して nN ≥ N となる自然数 nN が存在して anN
≤ bnN

と
なるならば a ≤ bである.

(ii) (はさみうち) a = bとする.ある自然数Nが存在してn ≥ Nならばan ≤ cn ≤ bn

であるとすると {cn}も収束して lim
n→∞

cn = aである.

Proof. (i) a > bとすると ε = a − bとおけば ε > 0. 仮定からどんな自然数 N

に対してもある nN ≥ N である自然数 nN が存在して anN
≤ bnN

となる. すなわち
anN

−bnN
≤ 0となりanN

−bnN
6∈ Uε(a−b) = (0, 2a−2b).これは lim

n→∞
(an−bn) = a−b

に矛盾する.
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(ii) lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = aであるから,任意の正の数 εに対してある自然数N0が存

在してn ≥ N0ならば |an−a| < ε, |bn− b| < εとなる.特に a− ε < an, bn < a+ ε.ゆ
えに n ≥ max{N,N0}ならば a− ε < an ≤ cn ≤ bn < a + εすなわち cn ∈ Uε(a).

1.3 連続性の公理
ここまでの議論は全順序体において成立するものであった. 例えば有理数の全体

Qは全順序体であるからこれまでの議論はRをQに,「実数」を「有理数」と置き
換えても成立する.
実数を特徴づけるのが連続性の公理である. 連続性の公理としてよく採用される
ものとしてデデキントによるものとカントールによるものがある.ここではカントー
ルによるものを採用しデデキントの公理にはふれない.
実数は次の性質をみたす.

C. 連続性の公理

(i) (カントール) Rにおいてはコーシー列は収束列である.

(ii) (アルキメデス)任意の正の実数 a, bに対してある自然数 nが存在して na > b

となる.

(i)の性質をRは距離に関して完備 (complete)であるという.数列の収束の定義に
は極限値がふくまれている. すなわち定義からある数列が収束するかどうかを判定
するためには極限値を知らなければならない. しかしそれがコーシー列であるかど
うかは数列のみからわかる. Rは完備であるのでコーシー列は収束する.したがって
コーシー列かどうかで収束性を判定することが出来る.

Remark .(ii) の性質はQにおいてもみたされている.

C(ii)から次が導かれる.

Lemma 1.3.1.任意の正の実数 ε > 0に対してある自然数 nが存在して 1/n < εと
なる.

Proof. C(ii)において a = ε, b = 1とするとある n ∈ Nが存在して nε > 1となること
がわかる. n > 0であるから求める結果をえる.

Corollary 1.3.2.

(i)

lim
n→∞

1

n
= 0.

(ii)
|a| < 1ならば lim

n→∞
an = 0.
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Proof. (i)は Lemma1.3.1よりすぐわかる.
(ii) a = 0のときは明らかなので a 6= 0とする. 1/|a| > 1であるから 1/|a| = 1 + h

とおくと h > 0.

(1 + h)n =
n∑

j=0

nCjh
j ≥ nh > 0

であるから

(1 + h)−n ≤ 1

nh

0 < |a|n = (1 + h)−n ≤ 1

h
· 1

n
→ 0.

Prop.1.2.16より |a|n → 0.

exercise -問題集 . 55 (3)(4)

以下,連続性の公理からみちびかれる性質をいくつかみていく.

Theorem 1.3.3.

(i) Rの空でない部分集合が上に有界ならば上限が存在する.

(ii) Rの空でない部分集合が下に有界ならば下限が存在する.

また (i)と (ii) は同値である.

Proof. (i) A ⊂ Rを上に有界な空でない部分集合とする. a ∈ Aをひとつとる. a ∈ UA

であれば a ∈ A ∩ UAすなわち a = max Aであるので Prop1.1.10より aはAの上限
となる.

a 6∈ UAの場合を考える. UAをAの上界全体, b ∈ UAとする.
２つの数列 {an}, {bn}を帰納的に以下のように定める. a1 = a, b1 = bとする. an,

bnまで決まったとして, an+1, bn+1を

(an+1, bn+1) =

{
(an+bn

2
, bn), an+bn

2
6∈ UA

(an,
an+bn

2
), an+bn

2
∈ UA

で定める. a1 = a < b = b1 と a1 = a 6∈ UA, b1 = b ∈ UA であることに注意
すると帰納的に {an}は単調増加, an 6∈ UA, {bn}は単調減少, bn ∈ UA, an < bn,
bn − an = (b− a)/2n−1であることがわかる.

m ≥ nならば an ≤ am < bm ≤ bnなので

|am − an| = am − an < bn − an =
b− a

2n−1

|bm − bn| = bn − bm < bn − an =
b− a

2n−1
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となりCor. 1.3.2より (b − a)/2n−1 → 0であるから {an}, {bn}はコーシー列である
ことがわかる. (ここでC(ii)を用いている.)
従ってC(i)により {an}, {bn}は収束列であり bn − an → 0であるからその極限値
は等しい.この極限値を αとする. α = sup Aであることを示す.

x ∈ Aとする.任意の n ∈ Nについて bnはAの上界であるから bn ≥ x. bn → αで
あるから Prop.1.2.16より x ≤ α.すなわち αはAの上界である.

sをAの上界とする. 任意の n ∈ N について anはAの上界ではないので an < s

である. (実際 an ≥ sならば明らかに anはAの上界.よって an 6≥ s. Rの順序は全順
序である.) an → αであるから α ≤ s

従って αはAの上界の最小値すなわちAの上限である.
(i)と (ii) が同値であることは次の練習問題からわかる.

exercise 11.inf A = − sup{−x | x ∈ A}を示せ.

Theorem 1.3.4.

(i) 上に有界な単調増加数列は収束列である.

(ii) 下に有界な単調減少列は収束列である.

また (i)と (ii) は同値である.

Proof. (i)と (ii) が成り立つことは Thm. 1.3.3と Lem. 1.2.14より明らか. また (i)と
(ii) が同値であることは数列 {an}と {−an}を考えれば明らか.

Theorem 1.3.5.Rの有界な閉区間 (空でない)の列 I1, I2, . . . があって I1 ⊃ I2 ⊃ · · · ⊃
In ⊃ · · · ならば

∞⋂
n=1

In 6= ∅.

Proof. In = [an, bn]とすると In ⊃ In+1であるから an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bnとなる.
よって数列 {an}は単調増加で, 上界 b1を持つので上に有界, 数列 {bn}は単調減少
で, 下界 a1を持つので下に有界. Thm. 1.3.4より {an}, {bn}はともに収束する. 極
限値をそれぞれ a, bとする. 任意の n ∈ Nについて an ≤ bnであるから a ≤ b,とく
に [a, b] 6= ∅である. また Lem. 1.2.14より a = sup an, b = inf bnであるから任意の
n ∈ Nについて an ≤ a, b ≤ bnすなわち In ⊃ [a, b].従って

∞⋂
n=1

In ⊃ [a, b] 6= ∅.

実はこのとき
∞⋂

n=1

In = [a, b]
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となっていることがわかる. なぜなら任意の n ∈ Nについて an ≤ c ≤ bnならば
a = sup an ≤ c ≤ inf bn = b,よって

∞⋂
n=1

In ⊂ [a, b].

Corollary 1.3.6. 上と同様で bn − an → 0ならば共通部分はただ一点

∞⋂
n=1

In = {a}

であり lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = a.

Proof. lim
n→∞

bn − lim
n→∞

an = lim
n→∞

(bn − an) = 0.

Cor. 1.2.10で収束列は有界であることを示した. もちろん逆は成り立たない, つ
まり有界な数列ならば収束列であるということはいえない. しかし次のことが成立
する.

Theorem 1.3.7 (ボルツァノ・ワイエルシュトラス, Bolzano-Weierstrass).有界な数
列は収束する部分列を含む.

Proof. a : N → Rを有界な数列とすると,ある実数M, mが存在して,任意の n ∈ N
に対しm ≤ an ≤ M となる. I = [m,M ]とおけば a(N) ⊂ I. I を中点で二分してえ
られる閉区間 [m, m+M

2
], [m+M

2
,M ]を考える.

N = a−1(I) = a−1([m,
m + M

2
]) ∪ a−1([

m + M

2
,M ])

であるから a−1([m, m+M
2

]), a−1([m+M
2

,M ])の少なくとも一方は無限集合. 無限集合
である方を I1 = [m1,M1]とする.

I ⊃ I1, M1 −m1 =
M −m

2
.

以下この操作を繰り返して帰納的に閉区間の列 Ik = [mk,Mk]で

Ik ⊃ Ik+1, Mk −mk =
M −m

2k
, ]a−1(Ik) = ∞

となるものがえられる. Mk −mk → 0 (k →∞)であるから (ここでC(ii)を用いてい
ることに注意) Cor. 1.3.6よりある実数 aが存在して

∞⋂

k=1

In = {a}, lim
k→∞

mk = lim
k→∞

Mk = a
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となる.
自然数列 i : N→ Nを帰納的に以下のように定義する.
i(1) = min(a−1(I1))とおく. i(k − 1)まで定義されたとして

i(k) = min(a−1(Ik) \ {i(1), . . . , i(k − 1)})

とおく. a−1(Ik)は無限集合であるから a−1(Ik) \ {i(1), . . . , i(k − 1)} 6= ∅となりこの
最小値は存在する. Ik ⊂ Ik−1であるから

i(k) ∈ a−1(Ik) \ {i(1), . . . , i(k − 1)} ⊂a−1(Ik−1) \ {i(1), . . . , i(k − 1)}
⊂ a−1(Ik−1) \ {i(1), . . . , i(k − 2)}

であり,
i(k − 1) = min(a−1(Ik) \ {i(1), . . . , i(k − 2)})

ゆえ i(k) ≥ i(k − 1)かつ i(k) 6= i(k − 1). すなわち i(k) > i(k − 1). よって iは狭
義単調増加自然数列となり iと aの合成によって {an}の部分列 {ai(k)}がえられる.
i(k) ∈ a−1(Ik)なので ai(k) ∈ Ik すなわちmk ≤ ai(k) ≤ Mk である. mk → a かつ
Mk → aであるから {ai(k)}は収束列である.

参考
ここまでを見直してみるとRが全順序体であるという前提の下でC⇒ Thm.1.3.3

⇒ Thm.1.3.4⇒ Cor.1.3.6.
Cor.1.3.6& C(ii) ⇒ Thm.1.3.7
という流れで証明されている.実は全順序体においてはこれらの条件C, Thm.1.3.3,

Thm.1.3.4, Thm.1.3.7および Cor.1.3.6 & C(ii) は同値となる. これを示すためには
Thm.1.3.4⇒ C(ii)および Thm.1.3.7⇒ Cを示せばよい.以下これを示そう.

Proposition 1.3.8.Thm.1.3.4を仮定するとC(ii)が成り立つ.

Proof. a, b > 0とする. 背理法で示そう. na > bとなる自然数 nが存在しないとす
る. 数列 {na}を考える. 仮定は任意の自然数 nに対し na ≤ bということなので,
{na}は上に有界である. また (n + 1)a − na = a > 0ゆえ単調増加. したがって
Thm.1.3.4からこれは収束列である.極限値を αとする. a > 0であるから,ある自然
数N が存在して n ≥ N ならば na ∈ Ua(α)となる. とくに α − a < Naであるから
α + a < Na + 2a = (N + 2)aとなり, (N + 2)a 6∈ Ua(α)となって矛盾.

Proposition 1.3.9.Thm.1.3.7を仮定するとCが成り立つ.

Proof. C(i) {an}をコーシー列とする. Lem.1.2.9により {an}は有界である. 従って
Thm.1.3.7により{an}は収束する部分列{ank

}を含む.その極限値をaとする.任意の
ε > 0に対しある自然数Kが存在して k ≥ Kならば |ank

− a| < εとなる.また {an}
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はコーシー列であるから,ある自然数N が存在してm, n ≥ N ならば |am − an| < ε

となる. k ≥ Kかつ nk ≥ N となる k ∈ Nをひとつ固定する. n ≥ N ならば

|an − a| ≤ |an − ank
|+ |ank

− a| < ε + ε = 2ε

となる.従って aは {an}の極限値であり {an}は収束列である.
C(ii) na > 0に注意すれば,背理法を用いて Prop.1.3.8と同様に示される.

以上により全順序体においては,これら５つの条件は同値であることがわかった.
この他にも同値な条件はいろいろ知られている. デデキントの切断の公理もこれら
と同値である (cf. [3]).
また連続性の公理をみたす全順序体は本質的にひとつしかない (全て同型である)
ことが知られている (cf. [4]).

1.4 上極限・下極限
Definition 1.4.1. {an}を数列とする.

(i) {an}が上に有界のとき.

このとき任意の n ∈ Nについて {ai|i ≥ n}も上に有界であるから上限 an :=

sup{ai|i ≥ n}が存在する.この数列 {an}の下限を数列 {an}の上極限といい,
lim sup an あるいは lim anと書く.すなわち

lim sup an = inf{an} = inf {sup{ai|i ≥ n} | n ∈ N} .

{an}が上に有界でないとき.

このとき任意の n ∈ Nについて an = sup{ai|i ≥ n} = +∞となる. なぜなら,
ある n ∈ Nに対し an < ∞とすると i ≥ nならば ai ≤ anであるから

{an} = {a1, . . . , an−1} ∪ {ai|i ≥ n}

は上に有界.

このとき lim sup an = +∞と定める.

(ii) {an}が下に有界のとき.

数列 {an}を an := inf{ai|i ≥ n}で定め,この数列の上限を数列 {an}の下極限
といい, lim inf an あるいは lim anと書く.すなわち

lim inf an = sup{an} = sup {inf{ai|i ≥ n} | n ∈ N} .

{an}が下に有界でないとき.

lim inf an = −∞と定める.
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明らかに任意の n ∈ Nについて an ≤ an ≤ anであることに注意する.

Proposition 1.4.2.数列 {an}が上に有界のとき, {an}は単調減少列であり lim
n→∞

an =

lim sup anである.
数列 {an}が下に有界のとき, {an}は単調増加列であり lim

n→∞
an = lim inf anである.

Proof. 任意の自然数 n ∈ Nについて

{ai|i ∈ N} ⊃ {ai|i ≥ n} ⊃ {ai|i ≥ n + 1}

であることに注意すると, {an}が上に有界,すなわちある実数M が存在して任意の
i ∈ Nについて ai ≤ M であれば, M ≥ an ≥ an+1となる.よって {an}は単調減少列
である.
{an}が下に有界であれば Thm 1.3.4により {an}は収束列であり Prop1.2.14によ
りその極限値は inf{an}に等しい.すなわち

lim
n→∞

an = inf{an} = lim sup an.

{an}が下に有界でないとすると任意の K ∈ Rに対しある N ∈ N が存在して
aN < K となる. {an}は単調減少だから n ≥ N ならば an ≤ aN < K となり
lim

n→∞
an = −∞である. {an}は下に有界でないので inf{an} = −∞.したがって

lim
n→∞

an = −∞ = inf{an} = lim sup an.

下極限についても同様.

Remark .{an}が上に有界⇔ lim sup an 6= ∞,下に有界⇔ lim inf an 6= −∞となって
いる.

Proposition 1.4.3. {an}を数列, a ∈ Rまたは a = ±∞とする. このとき次が成り
立つ.

lim
n→∞

an = a ⇔ lim sup an = lim inf an = a.

Proof. a ∈ Rとする.
⇐)

lim sup an = lim inf an = a ∈ Rであるから {an}は有界である. 任意の n ∈ Nに
ついて an ≤ an ≤ an であり, Prop1.4.2より lim

n→∞
an = lim inf an = a = lim sup an =

lim
n→∞

anなので,はさみうちにより lim
n→∞

an = a.

⇒)

lim
n→∞

an = a ∈ R,すなわち {an}は収束列であるから有界である. 任意の n ∈ Nに
ついて an ≤ an ≤ an だから, Prop1.4.2より

sup{an} = lim inf an = lim
n→∞

an ≤ a ≤ lim
n→∞

an = lim sup an = inf{an}
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となる. 任意の ε > 0に対し, lim
n→∞

an = aであるからある自然数 nが存在して i ≥ n

ならば a− ε/2 < ai < a + ε/2となる.したがって

a− ε < a− ε

2
≤ inf{ai|i ≥ n} = an.

すなわち a ≥ sup{an}かつ任意の ε > 0に対し a− ε < anとなる n ∈ Nが存在する.
よって a = sup{a} = lim inf an.同様に a = lim sup an.

a = +∞のとき.
⇐)

lim inf an 6= −∞であるから {an}は下に有界である. したがって先の Propより
lim

n→∞
an = lim inf an = +∞. 任意の n ∈ Nについて an ≤ anであるから lim

n→∞
an =

+∞.
⇒)

lim
n→∞

an = +∞であるから {an}は下に有界であり上に有界ではない. 上に有界で

ないので lim sup an = +∞である.また lim
n→∞

an = +∞であるから,任意のK ∈ Rに
対しあるN ∈ Nが存在して i ≥ N ならば ai > K となる. このとき n ≥ N ならば
an ≥ aN = inf{ai|i ≥ N} ≥ Kであるから lim

n→∞
an = +∞.

a = −∞のときも同様.

exercise -問題集 . 数列が有界の場合のみでよい.
59 (1),(2) 62 (1)～(4),(5)*, 64 (1)～(4), 65 (1)～(4),
プリントミスがあるので注意
66 (1),(2), 67 (1)(2)(ヒント (1)と 56(4)を使う)(3)
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2.1 距離
Definition 2.1.1. Xを集合とする.

X ×X上定義された実数値関数

d : X ×X → R

が次の３つの条件をみたすときX上の距離関数という.

D1 (i) 任意の x, y ∈ Xについて d(x, y) ≥ 0.

(ii) d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

D2 任意の x, y ∈ Xについて d(x, y) = d(y, x).

D3 (三角不等式)任意の x, y, z ∈ Xについて d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z).

Definition 2.1.2.集合Xとその上の距離関数dが与えられたとき,組 (X, d)を距離空間
という.
また x, y ∈ Xに対し実数 d(x, y)を xと yの距離という.

混乱のおそれがないときは dを省略して単に距離空間Xと書くことが多い.

Definition 2.1.3. X を距離空間とする. x ∈ X, ε > 0に対し次で定義されるX の部
分集合

Uε(x) = {y ∈ X | d(x, y) < ε}
をxを中心とする半径 εの開球 (open ball),開円盤 (open disc)あるいはε近傍という.
また

Sε(x) = {y ∈ X | d(x, y) = ε}
を xを中心とする半径 εの球面 (sphere)という.

exercise -問題集 . 68(1)(2), 69(1)(2), 71(1), 76, 80(1)(2)

Example 2.1.4 (n次元ユークリッド空間, n-dimensional Euclidian space). Rの n

個の直積
Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|xi ∈ R}
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の２点 x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)に対し xと yの距離 d(x, y)を

d(x, y) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2

で定めると dはRn上の距離関数である.

Proof. D1明らかに d(x, y) ≥ 0であり, x = yならば d(x, y) = 0である.
d(x, y) = 0とすると,

0 ≤ (xi − yi)
2 ≤

n∑
i=1

(xi − yi)
2 = 0

であるから xi − yi = 0.よって x = y.
D2明らか.
D3Rnの３点x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), z = (z1, . . . , zn)に対しai = xi−yi,

bi = yi − ziとおく. xi − zi = xi − yi + yi − zi = ai + biであるから

d(x, y) =

√√√√
n∑

i=1

a2
i , d(y, z) =

√√√√
n∑

i=1

b2
i , d(x, z) =

√√√√
n∑

i=1

(ai + bi)2

となる.

(d(x, y) + d(y, z))2 − d(x, z)2 =
n∑

i=1

a2
i +

n∑
i=1

b2
i + 2

√√√√
n∑

i=1

a2
i

√√√√
n∑

i=1

b2
i −

n∑
i=1

(ai + bi)
2

= 2




√√√√
n∑

i=1

a2
i

√√√√
n∑

i=1

b2
i −

n∑
i=1

aibi


 ≥ 0.

ここで最後の不等号は次に示すSchwartzの不等式をもちいた. d(x, y), d(y, z)はと
もに非負であるから d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)となる.

Lemma 2.1.5 (Schwartzの不等式). ai, bi (i = 1, . . . , n)を実数とすると次の不等式が
成立する. (

n∑
i=1

aibi

)2

≤
(

n∑
i=1

a2
i

)(
n∑

i=1

b2
i

)

Proof.
∑

b2
i = 0ならば全ての iについて bi = 0であるので両辺ともに 0となり成立

する.∑
b2
i 6= 0とする.任意の実数 tに対して

0 ≤
n∑

i=1

(ai + tbi)
2 =

n∑
i=1

a2
i + 2t

n∑
i=1

aibi + t2(
n∑

i=1

b2
i )
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であり,
∑

b2
i > 0であるから,判別式を考えると

(
n∑

i=1

aibi

)2

−
(

n∑
i=1

a2
i

)(
n∑

i=1

b2
i

)
≤ 0

となる.

この距離をユークリッドの距離といい, Rnにこの距離を与えて得られる距離空間
を n次元ユークリッド空間という.

n = 1のとき
d(x, y) =

√
(x− y)2 = |x− y|

Uε(x) = (x− ε, x + ε)

Sε(x) = {x− ε, x + ε}
n = 2のとき

Uε((x0, y0)) = {(x, y) | (x− x0)
2 + (y − y0)

2 < ε2}

max{|x|,|y|}=1

|x|+|y|=1

x^2+y^2=1

図 2.1: U1((0, 0)), Ex 2.1.7, 2.1.8参照

Example 2.1.6.

R∞ :=

{
(x1, x2, . . . )

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

x2
i < ∞

}

とする.すなわちR∞の元は実数列 {xi}であって級数
∑

x2
i が収束するもの.
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x = (x1, x2, . . . ), y = (y1, y2, . . . ) ∈ R∞に対し

d(x, y) =

√√√√
∞∑
i=1

(xi − yi)2 =

√√√√ lim
n→∞

n∑
i=1

(xi − yi)2

で定まる関数はR∞上の距離関数である.
(R∞を l2と書くことも多い.)

Proof. まず d(x, y)がwell-definedすなわち級数
∑

(xi−yi)
2が収束することを示そう.

sn =
∑n

i=1(xi − yi)
2とおく. {sn}は単調増加である. n次元ユークリッド空間Rn

の３点 (x1, . . . , xn), (0, . . . , 0), (y1, . . . , yn)に対する三角不等式から

0 ≤ sn = (
√

sn)2 ≤



√√√√
n∑

i=1

x2
i +

√√√√
n∑

i=1

y2
i




2

<




√√√√
∞∑
i=1

x2
i +

√√√√
∞∑
i=1

y2
i




2

であるから {sn}は有界である.よって収束する.
これがD1, D2をみたすことはあきらかである.三角不等式をみたすことは上と同

様に n次元ユークリッド空間における三角不等式を考えてその極限をとることで示
すことが出来る.

exercise 12.上の三角不等式を示せ.

Example 2.1.7.Rnにおいて

d(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|

を考えるとRn上の距離関数である.

Proof. D1, D2は明らか.

d(x, y) + d(y, z) = max
i
|xi − yi|+ max

i
|yi − zi|

≥ |xj − yj|+ |yj − zj| ≥ |xj − zj|

が任意の 1 ≤ j ≤ nについて成り立つので

d(x, y) + d(y, z) ≥ max
i
|xi − yi| = d(x, z).

n = 2のときUε((0, 0)) = {(x1, x2)|max |xi| < ε} (図 2.1).
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Example 2.1.8.Rnにおいて

d(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|

は距離関数である.

Proof. D1, D2は明らか.

d(x, y) + d(y, z) =
n∑

i=1

|xi − yi|+
n∑

i=1

|yi − zi|

=
n∑

i=1

(|xi − yi|+ |yi − zi|)

≥
n∑

i=1

|xi − zi| = d(x, z).

n = 2のときUε((0, 0)) = {(x1, x2)||x1|+ |x2| < ε} (図 2.1).

Example 2.1.9.Xを集合とする.関数 d : X ×X → Rを

d(x, y) =

{
1, x 6= y

0, x = y

で定めると dはX上の距離関数になる. (問題集 71(1)参照.)
(X, d)を離散距離空間という.

Uε(x) =

{
{x}, ε ≤ 1

X, ε > 1

Sε(x) =

{
∅, ε 6= 1

X − {x}, ε = 1

Example 2.1.10 (p進距離). pを素数とする. l ∈ Zに対し

vp(l) =

{
max{n | n ∈ Z, pn|l}, l 6= 0

∞, l = 0

とおく. l 6= 0のとき vp(l)は pn|l, pn+1 6 |lとなるような n ∈ Zである. すなわち lを
素因数分解したときの pの重複度.

dp : Z× Z→ Rを
dp(l, m) = exp(−vp(l −m))

で定める. ただし exp(−∞) = 0と約束する. dpは Z上の距離関数である. この距離
を p進距離という.
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Proof. D1, D2は明らか. D3を示そう.まず

vp(l + m) ≥ min{vp(l), vp(m)}
であることに注意する. なぜなら lが pnで, mが pkで割れれば l + mは pmin{n,k}で
割れるから. exp(−x)は xに関して単調減少であることに注意すれば

dp(k, l) + dp(l,m) = exp(−vp(k − l)) + exp(−vp(l −m))

≥ max{exp(−vp(k − l)), exp(−vp(l −m))}(どちらも非負だから)

= exp(−min{vp(k − l), vp(l −m)})
≥ exp(−vp(k − l + l −m)) = dp(k, m).

参考.この距離はQに拡張できる.写像 vp : Q\{0} → Zを以下のように定義する.任
意の 0でない有理数 rは r = pns/t, (n, s, t ∈ Z, s, tは pで割れない)と表せ,この n

は rにより一意に定まる. vp(r) = nとする.また vp(0) = ∞と定める (p進付値).
dp : Q×Q→ Rを

dp(l, m) = exp(−vp(l −m))

で定める. ただし exp(−∞) = 0と約束する. dpはQ上の距離関数である. この距離
を p進距離という.

Proof. D1, D2は明らか. D3を示そう.まず

vp(l + m) ≥ min{vp(l), vp(m)}
であることに注意する.実際 l = pns/t, m = pku/vで s, t, u, v ∈ Zは pで割れないと
する. n ≤ kとして一般性を失わない.

l + m = pn s

t
+ pk u

v

= pn
(s

t
+ pk−n u

v

)

= pn vs + pk−nu

tv

であるが vs + pk−nu ∈ Zなので vs + pk−nu = pewと書ける,ただし e, w ∈ Z, e ≥ 0,
wは pで割れない.したがって l + m = pn+ew/tvとなり, tvは pで割れないことに注
意すれば vp(l + m) = n + e ≥ nであることがわかる.

exp(−x)は xに関して単調減少であることに注意すれば

dp(k, l) + dp(l,m) = exp(−vp(k − l)) + exp(−vp(l −m))

≥ max{exp(−vp(k − l)), exp(−vp(l −m))}(どちらも非負だから)

= exp(−min{vp(k − l), vp(l −m)})
≥ exp(−vp(k − l + l −m)) = dp(k, m).
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Example 2.1.11.(X1, d1), (X2, d2)を距離空間とする. (x1, x2), (x′1, x
′
2) ∈ X1 ×X2に

対して

(i)
√

d1(x1, x′1)2 + d2(x2, x′2)2

(ii) max{d1(x1, x
′
1), d2(x2, x

′
2)}

(iii) d1(x1, x
′
1) + d2(x2, x

′
2)

で定まる関数はいずれもX1 ×X2上の距離関数である.

Example 2.1.12.上の例は有限個の距離空間の直積に拡張出来る. (Xi, di) (i = 1, . . . , n)
を距離空間とすると (x1, . . . , xn), (x′1, . . . , x

′
n) ∈ X1 × · · · ×Xnに対して

(i)
√∑n

i=1(xi − x′i)2

(ii) max{d1(x1, x
′
1), . . . , dn(xn, x′n)}

(iii)
∑n

i=1 di(xi, x
′
i)

で定まる関数はいずれもX1 × · · · ×Xn上の距離関数である.

exercise 13.上の (i)(ii)(iii) が距離関数であることを示せ.

Definition 2.1.13. (X, d)を距離空間, A ⊂ X をその空でない部分集合とする. この
とき

δ(A) := sup{d(x, y) | x, y ∈ A}
をAの直径 (diameter)という.

(空集合については必要なら δ(∅) = −∞と考える.)
δ(A) < +∞であるときAは有界 (bounded)であるという.

Example 2.1.14.ユークリッド空間の点 x = (x1, . . . , xn)を中心とする半径 r(> 0)の
開球Ur(x)の直径は 2rである.

Proof. 任意の２点 y, z ∈ Ur(x)について

0 ≤ d(y, z) ≤ d(y, x) + d(x, z) < r + r = 2r.

したがって 0 ≤ δ(Ur(x)) ≤ 2rである.
任意の正の数 ε ≤ 2rに対しRnの２点

x± = (x1 ± (r − ε

4
), x2, . . . , xn)

を考えると d(x±, x) = r − ε/4だから x± ∈ Ur(x). d(x+, x−) = 2r − ε/2 > 2r − ε.
よって δ(Ur(x)) = 2r.
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Remark .一般の距離空間において δ(Ur(x)) ≤ 2rであることが上の証明の前半より
わかるが,等号は必ずしも成立するとはかぎらない.

exercise 14.上で等号が成立しない,すなわち δ(Ur(x)) < 2rとなる例を挙げよ.

Lemma 2.1.15.(X, d)を距離空間, A ⊂ Xをその空でない部分集合とする.このとき
Aは有界. ⇔任意の点 x ∈ Xに対し,ある r > 0が存在してA ⊂ Ur(x)となる.

Proof. ⇒) δ(A) = s, x ∈ Xとする. a ∈ Aをひとつ固定する. r = s + d(x, a) + 1と
すると,任意の a′ ∈ Aに対し

d(x, a′) ≤ d(x, a) + d(a, a′) ≤ d(x, a) + s < r

だから a′ ∈ Ur(x).よってA ⊂ Ur(x).
⇐) A ⊂ Ur(x)ならば δ(A) ≤ δ(Ur(x)) ≤ 2r.

Definition 2.1.16. (X, d)を距離空間, A, B ⊂ X をその空でない部分集合とする. こ
のとき

d(A,B) := inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}
をAとBの距離という.
特にAが１点 x ∈ Xからなる集合A = {x}であるときは d({x}, B)を d(x,B)と

書いて, ({x}とBの距離といわずに) xとBの距離という.

d(x,B) = inf{d(x, b) | b ∈ B}

である.

あきらかにA ∩B 6= ∅ならば d(A,B) = 0であるが,逆は一般には正しくない.

Example 2.1.17.2次元ユークリッド空間R2の部分集合A, Bを次のように定義する.

A = {(x, 0) | x ∈ R}

B =

{(
x,

1

x

)
| x > 0

}

このとき任意の正の数 xに対し

d(A,B) ≤ d

(
(x, 0),

(
x,

1

x

))
=

1

x

であるから d(A,B) = 0であるが, A ∩B = ∅.

exercise 15.r ∈ Rとする.任意の正の数 εに対し r ≤ εであれば r ≤ 0であることを
示せ.
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2.2 開集合,閉集合,距離の定める位相
Definition 2.2.1. (X, d)を距離空間, O ⊂ Xを部分集合とする.このとき

OがXの開集合 (open set)である⇔
def
任意の x ∈ Oに対し,ある正の数 ε > 0が存

在してUε(x) ⊂ Oとなる.
Xの開集合全体からなるP(X)の部分集合

O = {O | OはXの開集合 }

を考える. Oを距離 dの定める位相 (topology)という.

Theorem 2.2.2.(X, d)を距離空間,Oを距離 dの定める位相とすると次が成り立つ.

O1) X, ∅ ∈ O.

O2) O1, O2 ∈ O ⇒ O1 ∩O2 ∈ O.

O3) {Oλ}λ∈Λ ⊂ O ⇒ ⋃
λ∈Λ

Oλ ∈ O.

Proof. O1) X ∈ Oはあきらか. ∅については x ∈ ∅となる点 xが存在しないので開
集合である.

O2) x ∈ O1 ∩O2とすると, i = 1, 2について, x ∈ Oiで, Oiは開集合だから,ある正
数 εiが存在して Uεi

(x) ⊂ Oiとなる. ε = min{ε1, ε2}とおくと, ε > 0であり
Uε(x) ⊂ Uεi

(x)であるから, Uε(x) ⊂ O1 ∩O2.よってO1 ∩O2は開集合.

O3) x ∈ ⋃
λ∈Λ Oλとすると,ある λ0 ∈ Λが存在して x ∈ Oλ0. Oλ0 は開集合である

から,ある正の数 εが存在して Uε(x) ⊂ Oλ0 となる. Oλ0 ⊂
⋃

λ∈Λ Oλであるか
らUε(x) ⊂ ⋃

λ∈Λ Oλとなり
⋃

λ∈Λ Oλは開集合である.

Remark .上のことから距離空間において「距離の定める位相」は位相であること
がわかる.すなわち距離空間Xにおける開集合の全体はXに位相を定める.

Remark .O2から帰納法により,有限個の開集合の共通部分は開集合となることがわ
かるが,無限個では一般にはそうではない. (次の exercise参照.)

exercise -問題集 . 75(1)

Example 2.2.3.開球Ur(x)は開集合,とくに1次元ユークリッド空間Rの開区間 (a, b)

は開集合.
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Proof. y ∈ Ur(x)とする. d(x, y) < rであるから ε = r − d(x, y)とおくと ε > 0であ
る. Uε(y) ⊂ Ur(x)を示そう.

z ∈ Uε(y)とすると d(y, z) < εであるから

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

< d(x, y) + ε

= d(x, y) + r − d(x, y) = r

となり z ∈ Ur(x)である.よってUε(y) ⊂ Ur(x).したがってUr(x)は開集合.
1次元ユークリッド空間 Rにおいて開区間 (a, b)は (a + b)/2を中心とする半径

(b− a)/2の開球であるから開集合である.

Theorem 2.2.4.Oが開集合⇔ Oは開球の和集合.

Proof. ⇐)上で見たように開球は開集合であるから Thm2.2.2O3よりその和集合は
開集合.
⇒) Oを開集合とすると,任意のx ∈ Oについてある正数 εxが存在してUεx(x) ⊂ O

となる.したがって
O ⊂

⋃
x∈O

Uεx(x) ⊂ O,

よってO =
⋃

Uεx(x).

exercise -問題集 . 71(2)

exercise 16.ユークリッド空間Rnの部分集合

n∏
i=1

(ai, bi) = (a1, b1)× · · · × (an, bn) = {(x1, . . . , xn) | ai < xi < bi (∀i)}

は開集合であることを示せ.これをRnの開区間という.

exercise 17.(X, d)を距離空間, x ∈ Xとする. Er(x) = {y ∈ X | d(x, y) > r}はXの
開集合であることを示せ.

Definition 2.2.5. (X, d)を距離空間, F ⊂ Xを部分集合とする.このとき
F がXの閉集合 (closed set)である⇔

def
F の補集合 F cがXの開集合である.

Theorem 2.2.6.F = {F | F はXの閉集合 }は次をみたす.

F1) X, ∅ ∈ F .

F2) F1, F2 ∈ F ⇒ F1 ∪ F2 ∈ F .

F3) {Fλ}λ∈Λ ⊂ F ⇒ ⋂
λ∈Λ

Fλ ∈ F .
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Proof. Thm2.2.2より

F1) Xc = ∅ ∈ O, ∅c = X ∈ O.

F2) (F1 ∪ F2)
c = F c

1 ∩ F c
2 ∈ O.

F3) (∩Fλ)
c = ∪(F c

λ) ∈ O.

Remark .F2により有限個の閉集合の和集合は閉集合であることがわかるが,無限個
の場合は一般にはそうではない. (開集合のときを参照.)

Example 2.2.7.距離空間において 1点のみからなる集合 {x}は閉集合である. した
がって F2により有限部分集合も閉集合である.

Proof. {x}c = X − {x}が開集合であることをいえばよい.
y ∈ X − {x}とすると x 6= y. よって ε = d(x, y)とおくと ε > 0であり,あきらか
に x 6∈ Uε(y).よってUε(y) ⊂ X − {x}.

Example 2.2.8.Br(x) = {y ∈ X | d(x, y) ≤ r}を点 xを中心とする半径 r の閉球
(closed ball)という. Br(x)c = Er(x)であるから exercise17より,閉球は閉集合であ
る.とくに 1次元ユークリッド空間Rにおいて閉区間は閉集合である.

exercise 18.Sr(x)は閉集合であることを示せ.

exercise 19.ユークリッド空間Rnの部分集合

n∏
i=1

[ai, bi] = [a1, b1]× · · · × [an, bn] = {(x1, . . . , xn) | ai ≤ xi ≤ bi (∀i)}

は閉集合であることを示せ.これをRnの閉区間という.

Remark .X, ∅は開かつ閉集合である. また開集合でも閉集合でもない部分集合も
ある.

exercise 20.1次元ユークリッド空間Rの半開区間 (a, b]は a < bならば開集合でも
閉集合でもない.

exercise -問題集 . 73(1)(2) 74(1)(2)

ひとつの集合上の異なる距離関数が同じ位相を定めることもある.
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Example 2.2.9.Example2.1.4, 2.1.7, 2.1.8で与えられたRn上の距離

d(x, y) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2

d1(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|

d2(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|

を考える. O, O1, O2をそれぞれ d, d1, d2の定める位相とするとO = O1 = O2で
ある.

Proof. O = O1を示そう.
任意の x, y ∈ Rnについて d1(x, y) ≤ d(x, y) ≤ √

nd1(x, y)であることに注意する.
実際任意の iについて

|xi − yi| =
√

(xi − yi)2 ≤
√√√√

n∑
i=1

(xi − yi)2 = d(x, y)

であるから d1(x, y) = max |xi − yi| ≤ d(x, y).また任意の iについて

(xi − yi)
2 ≤ (max |xi − yi|)2 = d1(x, y)2

であるから

d(x, y) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2 ≤
√√√√

n∑
i=1

d1(x, y)2 =
√

nd1(x, y).

距離 d1に関する開球をUε(x)1で表す.
O ∈ Oとする. 任意の x ∈ Oに対しある正数 rが存在して Ur(x) ⊂ Oとなる.

ε = r/
√

nとおくと ε > 0.任意の y ∈ Uε(x)1に対し

d(x, y) ≤ √
nd1(x, y) <

√
nε =

√
nr/

√
n = r

だから y ∈ Ur(x).よってUε(x)1 ⊂ Ur(x) ⊂ OでありO ∈ O1.したがってO ⊂ O1.
逆にO ∈ O1であれば,任意の x ∈ Oに対しある正数 εが存在してUε(x)1 ⊂ Oと
なる. d1(x, y) ≤ d(x, y)であるから Uε(x) ⊂ Uε(x)1となり O ∈ Oである. よって
O1 ⊂ O.以上からO = O1が示せた.
O = O2も d(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ nd(x, y)に注意すれば同様に示せる.

exercise 21.上の不等式 d(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ nd(x, y)を示せ.
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exercise 22.集合X上の２つの距離関数 d1と d2が条件＊「ある正数M, mが存在し
て,任意の x, y ∈ Xについてmd1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ Md1(x, y)が成立する」をみた
すとき d1 ∼ d2と書くことにする.距離 diに関する開球をUε(x)i,距離 diの定める位
相をOiと書く.

(i) 関係∼は同値関係であることを示せ.

(ii) d1と d2が条件＊をみたすとする.このとき任意の x ∈ Xと ε > 0について

Umε(x)2 ⊂ Uε(x)1

U ε
M

(x)1 ⊂ Uε(x)2

であることを示せ.

(iii) d1 ∼ d2であるときこれらの定める位相は等しい,すなわちO1 = O2であるこ
とを示せ.

exercise 23.Example2.1.11におけるX1 × X2上の３つの距離関数の定める位相は
どれも等しいことを示せ. Example2.1.12についてはどうか？
R∞の場合も考えてみよ.

2.3 近傍
Definition 2.3.1. Xを距離空間, U ⊂ Xを部分集合, x ∈ Xとする.

U が x ∈ X の近傍 (neighbourhood)である⇔
def

x ∈ O ⊂ U となる開集合Oが存在

する.
特に点 xを含む開集合は xの近傍である.
xを含む開集合を xの開近傍という.
xの近傍でかつ閉集合であるものを xの閉近傍という.
集合

U(x) = {U | U ⊂ X, U は xの近傍 }
を xの近傍系という.

A ⊂ Xを部分集合とする.
U (⊂ X)がAの近傍である⇔

def
A ⊂ O ⊂ U となる開集合Oが存在する.

Remark .近傍の定義は開集合にもとづいているので,距離関数は異なっていても位
相が一致すれば U(x)は一致する.

exercise 24.U ∈ U(x) ⇔ ∃ε > 0 s.t. Uε(x) ⊂ U を示せ.

Theorem 2.3.2.次が成り立つ.
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U1) U ∈ U(x) ⇒ x ∈ U

U2) U1, U2 ∈ U(x) ⇒ U1 ∩ U2 ∈ U(x)

U3) U1 ∈ U(x), U1 ⊂ U2 ⇒ U2 ∈ U(x)

U4) 任意のU ∈ U(x)に対し,あるV ∈ U(x)が存在して, V ⊂ Uかつ,任意の y ∈ V

について U ∈ U(y),すなわち U ∈ ⋂
y∈V

U(y)となる.

Proof. U1はあきらか.
U2. Ui ∈ U(x)とすると,ある開集合Oiが存在して x ∈ Oi ⊂ Uiとなる. このとき

x ∈ O1 ∩O2 ⊂ U1 ∩ U2であり, O1 ∩O2は開集合であるから U1 ∩ U2 ∈ U(x).
U3. U1 ∈ U(x)とすると, x ∈ O ⊂ U1となる開集合Oがある. U1 ⊂ U2であれば

x ∈ O ⊂ U2であるから U2 ∈ U(x).
U4. U ∈ U(x)とすると, x ∈ O ⊂ U となる開集合Oがある. V := Oとすると,任
意の y ∈ V に対し V は開集合であるから V ∈ U(y).特に V ∈ U(x).

Theorem 2.3.3.O ⊂ Xを部分集合とする.このとき
Oが開集合である. ⇔任意の x ∈ OについてO ∈ U(x).

Proof. ⇒: あきらか. (xを含む開集合は xの近傍である.)
⇐: 任意の x ∈ Oに対しOは xの近傍であるから, x ∈ Ox ⊂ Oとなる開集合Ox

が存在する. Oの各点に対しこのような開集合をとると

O ⊂
⋃
x∈O

Ox ⊂ O

となり, O = ∪OxであるからOは開集合.
(距離空間であるので先の exerciseを使った証明も可.)

Definition 2.3.4. x ∈ XとしU(x)を xの近傍系, U∗(x) ⊂ U(x)をU(x)の部分集合と
する. (すなわち U∗(x)は xの近傍からなる集合.)
U∗(x)が xの基本近傍系である⇔

def
任意の U ∈ U(x)に対し,ある V ∈ U∗(x)が存

在して V ⊂ U となる.

Remark .基本近傍系は一意的ではない. また U∗(x)が基本近傍系であるという性質
は距離ではなく位相に依存している.

Example 2.3.5.Xを距離空間, x ∈ Xとする.

U∗(x) = {Uε(x) | ε > 0}
は基本近傍系である. (exercise24参照.)

U∗∗(x) = {U 1
n
(x)}n∈N

は可算基本開近傍系である.
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Proof. U∗∗(x) ⊂ U(x)はあきらか.
∀U ∈ U(x), ∃ε > 0 s.t. Uε(x) ⊂ U . ∃n ∈ N s.t. 1/n < ε. このとき U1/n(x) ⊂

Uε(x) ⊂ U .

U∗∗∗(x) = {B 1
n
(x)}n∈N

は可算基本閉近傍系である. (B1/2n(x) ⊂ U1/n(x)よりあきらか.)

Example 2.3.6.2次元ユークリッド空間R2において

{(x− ε, x + ε)× (y − ε, y + ε)}ε>0

は点 (x, y)の基本近傍系である.実際 (x− ε, x + ε)× (y − ε, y + ε)はExample2.1.7
で与えた距離に関する (x, y)の ε近傍であり,この距離の定める位相とユークリッド
距離の定める位相は一致する (Example2.2.9).
同様に n次元ユークリッド空間Rnにおいて

{
n∏

i=1

(xi − ε, xi + ε)

}

ε>0

は点 (x1, . . . , xn)の基本近傍系である.

exercise 25.U∗(x)を xの基本近傍系, U∗∗(x)を U(x)の部分集合とする.任意のU ∈
U∗(x)に対し,ある V ∈ U∗∗(x)が存在して V ⊂ U となるならば U∗∗(x)は xの基本
近傍系である.

2.4 内部,外部,境界
Definition 2.4.1. Xを距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする. Aに含まれる開集合全体
の和集合をAの内部 (interior)といい, A◦で表す.

A◦ =
⋃

A⊃O: open

O.

Thm 2.2.2O3により A◦は開集合である. また Aに含まれる (包含関係に関して)
最大の開集合である. (あきらかにA◦ ⊂ Aであり, O ⊂ Aが開集合であればO ⊂ A◦

である.)

Remark .A 6= ∅であってもA◦ = ∅となることもある.

Example 2.4.2.R ⊃ QにおいてQ◦ = ∅である.

Proof. 以降何度か使うので次の事実を証明しておく.
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(i) 任意の実数 x ∈ Rと任意の正数 ε > 0に対して,ある有理数 r ∈ Qが存在して,
x < r < x + εとなる.すなわち (x, x + ε) ∩Q 6= ∅.

(ii) 任意の実数 x ∈ Rと任意の正数 ε > 0に対して,ある無理数 y ∈ Qcが存在し
て, x < y < x + εとなる.すなわち (x, x + ε) ∩Qc 6= ∅.

これらの事実を,有理数および無理数は実数のなかで稠密であるという (§2.7参照).

Proof. (i) ∃N ∈ N s.t.1/N < ε.

n := max

{
l ∈ Z | l

N
≤ x

}

とする.このとき n/N ≤ x < (n + 1)/N .

x + ε− n + 1

N
= x− n

N
+ ε− 1

N
> 0.

よって (n + 1)/N < x + ε.
(ii) 同様に ∃M ∈ N s.t.

√
2/M < ε.

m := max

{
l ∈ Z |

√
2l

M
≤ x

}

とする.このときm
√

2/M ≤ x < (m + 1)
√

2/M .

x + ε− (m + 1)
√

2

M
= x− m

√
2

M
+ ε−

√
2

M
> 0.

よって (m + 1)
√

2/M < x + ε.またあきらかに (m + 1)
√

2/M ∈ Qc.

Qに含まれる, Rの空でない開集合Oがあったとする. (Q ⊃ O 6= ∅.) x ∈ Oとす
る. Oは開集合であるから, ある正数 ε > 0が存在して (x − ε, x + ε) ⊂ Oとなる.
O ⊂ Qなので (x− ε, x + ε) ⊂ Qとくに (x, x + ε) ∩Qc = ∅となるが,これは上の事
実に反する.よってQに含まれる開集合は空集合のみ.ゆえにQ◦ = ∅.

Definition 2.4.3. x ∈ AがAの内点である⇔
def

x ∈ O ⊂ Aとなるような (Xの)開集

合Oが存在する.

あきらかに xがAの内点であることと, Aが xの近傍であることは同値である.
また xがAの内点であることと x ∈ U ∈ Aとなる xの近傍 U が存在することは
同値である.

Theorem 2.4.4.Aの内部A◦はAの内点全体の集合である.

A◦ = {x ∈ A | xはAの内点 }.
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Proof. xがAの内点ならば, x ∈ O ⊂ Aとなる開集合Oが存在する. OはAに含ま
れる開集合であるからO ⊂ A◦.よって x ∈ O ⊂ A◦ゆえ x ∈ A◦.
一方 x ∈ A◦とすると, x ∈ A◦ ⊂ AかつA◦は開集合であるから xはAの内点.

exercise 26.A ⊃ B ⇒ A◦ ⊃ B◦.

exercise 27.A: open⇔ A = A◦.

Theorem 2.4.5.Xを距離空間, A, B ⊂ Xを部分集合とする.このとき次が成り立つ.

I1 A ⊃ A◦.

I2 (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦.

I3 (A◦)◦ = A◦.

I4 X◦ = X, ∅◦ = ∅.

Proof. I1, I4は明らか.
I2. (A ∩ B)◦ ⊂ A ∩ B ⊂ Aかつ (A ∩ B)◦: openより (A ∩ B)◦ ⊂ A◦. 同様に

(A ∩B)◦ ⊂ B◦.よって (A ∩B)◦ ⊂ A◦ ∩B◦.
A◦ ∩ B◦ ⊂ A◦ ⊂ A. 同様にA◦ ∩ B◦ ⊂ B. よってA◦ ∩ B◦ ⊂ A ∩ B. A◦ ∩ B◦は開
集合だからA◦ ∩B◦ ⊂ (A ∩B)◦.

I3. A◦は開集合でありA◦ ⊂ A◦である. あきらかにA◦はA◦に含まれる最大の開
集合であるからA◦ = (A◦)◦.

exercise 28.(A ∪B)◦ ⊃ A◦ ∪B◦が成り立つ.
しかし (A ∪B)◦ = A◦ ∪B◦は一般には成り立たない.

Remark .I2より有限個の部分集合の共通部分の内部は,内部の共通部分
(

n⋂
i=1

Ai

)◦

=
n⋂

i=1

A◦
i

であるが,無限個の場合 ( ∞⋂
i=1

Ai

)◦

⊂
∞⋂
i=1

A◦
i

は成り立つが,等号は一般には成立しない.

exercise 29.上の包含関係を示せ.

Example 2.4.6.x ∈ Rと n ∈ N に対しR ⊃ An = (x− 1
n
, x + 1

n
)とおく.⋂∞

n=1 An = {x}であるから (
⋂∞

n=1 An)◦ = {x}◦ = ∅.
一方Anは開集合であるからA◦

n = An.よって
⋂∞

n=1 A◦
n = {x}.
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Definition 2.4.7. Ae = (Ac)◦ を Aの外部 (exterior)といい, Ae の点を Aの外点と
いう.

Aの外部はAと交わらない最大の開集合である.実際Ae ⊂ AcだからA ∩ Ae = ∅
であり, Acの内部であるから開集合.

O を O ∩ A = ∅である開集合とすると, O ⊂ Ac かつ O は開集合であるから
O ⊂ (Ac)◦ = Ae.

Definition 2.4.8. Af = (A◦ ∪ Ae)cをAの境界 (frontier)という.

A◦, Ae はともに開集合であるから, その補集合である Af は閉集合である. また
A◦∩Ae = ∅であることに注意すると, XはA◦, Af , Aeの disjoint unionになっている.

X = A◦ ∐
Af

∐
Ae.

Theorem 2.4.9.x ∈ Af ⇔ xの任意の近傍 U に対し, U ∩ A 6= ∅, U ∩ Ac 6= ∅.

Proof.

∃U ∈ U(x), U ∩ A = ∅ ⇔ ∃U ∈ U(x), U ⊂ Ac

⇔ x ∈ (Ac)◦ = Ae (Thm 2.4.4.)

∃U ∈ U(x), U ∩ Ac = ∅ ⇔ ∃U ∈ U(x), U ⊂ A

⇔ x ∈ A◦

x ∈ Af ⇔ x 6∈ A◦かつ x 6∈ Ae

Remark .U∗(x)を xの基本近傍系とすると,上の定理の条件は “任意の V ∈ U∗(x)に
対して V ∩ A 6= ∅, V ∩ Ac 6= ∅” と同値である.

Corollary 2.4.10. Af = (Ac)f .

Proof.

x ∈ Af ⇔ ∀U ∈ U(x), U ∩ A 6= ∅, U ∩ Ac 6= ∅
⇔ ∀U ∈ U(x), U ∩ (Ac)c 6= ∅, U ∩ Ac 6= ∅
⇔ x ∈ (Ac)f .

あるいは直接

(Ac)f = ((Ac)◦ ∪ (Ac)e)c = (Ae ∪ ((Ac)c)◦)c = (Ae ∪ A◦)c = Af .
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2.5 閉包
Definition 2.5.1. X を距離空間A ⊂ X を部分集合とする. Aを含む閉集合全体の共
通部分

Aa :=
⋂

A⊂Fα : closed

Fα

をAの閉包 (closure)という. Aと書くこともある.
Aaの点をAの触点 (adherent point)という.

Thm2.2.6F3よりAaは閉集合である.また定義からAを含む (包含関係に関して)
最小の閉集合である.

Theorem 2.5.2.Aa = A◦ ∪ Af = Aec, Aac = Ac◦.

Proof. Aa ⊃ Aゆえ Aac ⊂ Ac. Aacは開集合だから Aac ⊂ Ac◦ = Ae. したがって
Aa ⊃ Aec. 一方 Ae ⊂ Acゆえ Aec ⊃ A. Aecは閉集合であるから Aec ⊃ Aa. よって
Aa = Aec. Ae = Ac◦に注意すると２つ目の等式がわかる.
またX = A◦ ∐

Af
∐

Aeであったから, Aec = A◦ ∪ Af .
(いろいろと別証は考えられる.)

Corollary 2.5.3. A◦ = Acac, A◦c = Aca.

Proof. 上の定理をAcに適用すると (Ac)ac = (Ac)c◦ = A◦.

Theorem 2.5.4.X ⊃ A, x ∈ Xとする.
x ∈ Aa ⇔ xの任意の近傍 U について U ∩ A 6= ∅.

Proof. x ∈ Ae ⇔ xはAcの内点
⇔ xのある近傍 U が存在して, x ∈ U ⊂ Acとなる.
⇔ xのある近傍 U が存在して, U ∩ A = ∅となる.
Aa = Aecであることに注意すると,
x ∈ Aa ⇔ x 6∈ Ae ⇔ xの任意の近傍 U について U ∩ A 6= ∅.

exercise 30.U∗(x)を xの基本近傍系とすると,上の条件は「任意の U ∈ U∗(x)に対
し U ∩ A 6= ∅」と同値.

Example 2.5.5.2次元ユークリッド空間 R2 の開球 U = Uε(x)について U◦ = U ,
Ua = Bε(x), U f = Sε(x).

Example 2.5.6.A = Q ⊂ Rとすると, A◦ = ∅, Af = Aa = R. 実際 Example2.4.2で
示したことと Thm2.4.9から Af = Rがわかる.

exercise 31.A ⊂ B ⇒ Aa ⊂ Ba.
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exercise 32.A closed⇔ A = Aa.

Theorem 2.5.7.A, B ⊂ X.

A1 Aa ⊃ A.

A2 (A ∪B)a = Aa ∪Ba.

A3 Aaa = Aa.

A4 Xa = X, ∅a = ∅.
Proof. Thm2.4.5, 2.5.2を使って

(A ∪B)a = (A ∪B)c◦c = (Ac ∩Bc)◦c = (Ac◦ ∩Bc◦)c = Ac◦c ∪Bc◦c = Aa ∪Ba

等として示せる.

Remark .(A ∩B)a ⊂ Aa ∩Baだが,等号は一般には成立しない.
R ⊃ Q, Qc を考えると, Qcf = Qf = Rであるから Qca = Qa = R. よって

Qc ∩Qca = R.もちろん (Q ∩Qc)a = ∅.
R ⊃ A, BをA = [−1, 0), B = (0, 1]と定めると, Aa = [−1, 0], Ba = [0, 1]である

から, (A ∩B)a = ∅, Aa ∩Ba = {0}.
exercise 33.(A ∩B)a ⊂ Aa ∩Baを示せ.

exercise -問題集 . 78, 79, 83, 100

2.6 集積点,孤立点,導集合
Definition 2.6.1. Xを距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする.

x ∈ X が Aの集積点 (accumulation point)である. ⇔
def

xの任意の近傍 U に対し,

(A− {x}) ∩ U 6= ∅.
Aの集積点の全体をAの導集合 (derivede set)といい, A′で表す.
Aの点 a ∈ AがAの集積点でないとき aをAの孤立点 (isolated point)という.

つまり xのどんな近くにも x以外のAの点があるときに xはAの集積点であると
いう.

Example 2.6.2.R ⊃ Z. Zの点は全て孤立点, Z′ = ∅.
Proof. n ∈ Zとすると, (Z− {n}) ∩ (n− 1/3, n + 1/3) = ∅ゆえ, n 6∈ Z′,すなわち Z
の点は全て孤立点.

x 6∈ Zとする. ε = min{x− [x], [x]+1−x}とおくと, ε > 0で,Z∩(x−ε, x+ε) = ∅.
よって x 6∈ Z′.
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Example 2.6.3.R ⊃ Q. Q′ = R.

Proof. ∀x ∈ R, ∀ε > 0に対しUε(x) ∩ (Q− {x}) ⊃ (x, x + ε) ∩Q 6= ∅.

Proposition 2.6.4.x ∈ A′ ⇔ x ∈ (A− {x})a.

Proof. Thm2.5.4と集積点の定義より x ∈ (A− {x})a ⇔ xの任意の近傍U について
U ∩ (A− {x}) 6= ∅ ⇔ x ∈ A′.

Proposition 2.6.5.Aa = A ∪ A′.

Proof. A ⊂ Aaである.また x ∈ A′ ⇒ x ∈ (A− {x})a ⊂ Aa.よってA ∪ A′ ⊂ Aa.
一方, x ∈ Aaかつ x 6∈ Aとすると, A− {x} = Aであるから x ∈ Aa = (A− {x})a

ゆえ x ∈ A′.したがってAa ⊂ A ∪ A′.

Proposition 2.6.6.x ∈ A′ ⇔ xの任意の ε近傍 Uε(x)が, Aの点を無限に多く含む.
(これは距離空間特有の性質.)

Proof. ⇐はあきらか.
⇒)対偶を示す.ある正の数 εが存在して, Uε(x)∩Aが有限集合だとする. Uε(x)∩

A = {a1, . . . , an}とする. ε′ = min1≤i≤n d(x, ai)とおくと, ε′ > 0で, Uε′(x) ∩ (A −
{x}) = ∅.

exercise 34.R ⊃ A := {1/n | n ∈ N}とするとA′ = {0}であることを示せ.

exercise 35.x ∈ XがXの孤立点⇔ {x}がXの開集合.

exercise 36.A closed⇔ A′ ⊂ A.

exercise 37.x ∈ A′ ⇒ (A− {x})a = Aa. (逆はもちろん正しくない.)

exercise -問題集 . 70(1),(2),(3), 82(1),(2)

2.7 稠密,全疎
Definition 2.7.1. X ⊃ Aとする.

AがXで稠密 (dense)である⇔
def

Aa = X.

Definition 2.7.2. ある可算部分集合が存在してそれが X で稠密であるとき, X を
可分 (separable)という.

Proposition 2.7.3.X ⊃ Aが稠密
⇔任意の x ∈ Xと, xの任意の近傍 U に対し, U ∩ A 6= ∅
⇔空でない任意の開集合O ⊂ Xに対し, O ∩ A 6= ∅.
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Proof. 最初の同値は Thm2.5.4より明らか.２番目については
⇒) X ⊃ O : open 6= ∅とするとOは空でないので x ∈ Oとなる点 xが存在する.

Oは xを含む開集合だから xの近傍.よって仮定よりO ∩ A 6= ∅.
⇐) x ∈ Xとする. U を xの近傍とすると x ∈ O ⊂ U となる開集合Oが存在する.
仮定よりO ∩ A 6= ∅.よって U ∩ A ⊃ O ∩ A 6= ∅.

Example 2.7.4.1次元ユークリッド空間RにおいてQは稠密ゆえRは可分.

Example 2.7.5.X = Rに離散距離をいれる. このときX ⊃ ∀AについてAa = Aで
あるからXは可分ではない.

exercise 38.Xを離散距離空間とする. このときX ⊃ Aについて, A◦, Aa, Ae, Af , A′

を求めよ.

Example 2.7.6.
Rn ⊃ Qn = {(x1, . . . , xn) | xi ∈ Q}

は稠密だからRnは可分.

Proof. 任意の x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn と任意の ε > 0に対し, Example2.4.2より
(xi − ε, xi + ε) ∩Q 6= ∅.よって

(
n∏

i=1

(xi − ε, xi + ε)

)
∩Qn 6= ∅.

よって x ∈ (Qn)a. (cf. Example2.3.6.)

Example 2.7.7.Example2.1.6のR∞の部分集合Aを次で定める.

R∞ ⊃ A = {(x1, x2, . . . , xk, 0, 0, . . . ) | xi ∈ Q, k ∈ N}.

すなわちAの元は,はじめの有限個は有理数,残りは全て 0であるような実数列. こ
のときAは可算集合であり, R∞で稠密である.よってR∞ は可分.

Proof.

A =
∞⋃

k=1

Qk

であるからAは可算集合である.
x = (x1, x2, . . . ) ∈ R∞とする. ∀ε > 0に対し, k ∈ Nを十分大きくとると

∞∑
i=1

x2
i −

k∑
i=1

x2
i < ε2
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となる. Q 3 y1, y2, . . . , yk を |yi − xi| < ε/
√

k となるようにとる. このとき y =

(y1, . . . , yk, 0, . . . ) ∈ Aと xの距離は

d(x, y) =

√√√√
∞∑
i=1

(xi − yi)2 =

√√√√
k∑

i−1

(xi − yi)2 +
∞∑

i=k+1

x2
i <

√
2ε2 =

√
2ε.

よってU√
2ε(x) ∩ A 6= ∅.したがって x ∈ Aa.

Definition 2.7.8. X ⊃ A,Bとする.
AがBにおいて稠密⇔

def
Aa ⊃ B.

Example 2.7.9.R ⊃ Q, Qc. Qa = R ⊃ Qc,Qca = R ⊃ Q.よってQはQcで,QcはQ
でそれぞれ稠密.

Definition 2.7.10. X ⊃ Aとする.
Aが全疎 (nowhere dense)⇔

def
(Aa)◦ = ∅.

Proposition 2.7.11.Aが全疎⇔ AeがXで稠密.

Proof.
∅ = (Aa)◦ = Aacac = Aeac ⇔ X = Aea

Proposition 2.7.12.Aが全疎⇔任意の空でない開集合O ⊂ Xに対し, Oに含まれる
空でない開集合O′ ⊂ Oが存在して, O′ ∩ A = ∅.

Proof. Aが全疎⇔ AeがXで稠密⇔ ∅ 6= ∀O : open,O ∩ Ae 6= ∅ (Prop2.7.3) .
⇒) O′ = O ∩AeとおくとO′は空でない開集合でOに含まれ, O′ ∩A ⊂ Ae ∩A ⊂

Ac ∩ A = ∅だからO′ ∩ A = ∅.
⇐) O 6= ∅を開集合とする. 仮定より ∅ 6= ∃O′ : open⊂ O s.t. O′ ∩ A = ∅. O′は開
集合でO′ ⊂ AcであるからO′ ⊂ Ac◦ = Ae.よってO ∩ Ae ⊃ O′ 6= ∅.

2.8 点列の収束
特に断らない限りXは位相空間とする.

Definition 2.8.1. X を集合とする. 自然数の全体 NからX への写像をX の点列と
いう.
点列 f : N → X は f(n) = xnであるとき, 普通 x1, x2, . . . あるいは {xn}と表さ
れる.
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Definition 2.8.2. X の点列 {xn}が x ∈ X に収束する⇔
def

xの任意の近傍 U に対し,

ある自然数N ∈ Nが存在して, n ≥ N ならば xn ∈ U となる.
このとき xを点列 {xn}の極限点 (limit point)といい lim

n→∞
xn = x あるいは xn →

x (n →∞)とかく.

Remark .Xを距離空間とする.
{Uε(x)}ε>0および {U1/k(x)}k∈Nは xの基本近傍系であるから

lim
n→∞

xn = x

⇔∀ε > 0,∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ xn ∈ Uε(x)

⇔∀k ∈ N, ∃N ∈ N, n ≥ N ⇒ xn ∈ U1/k(x).

特にRの点列 (実数列)の収束については上の定義 2.8.2ともとの定義 1.2.4は同値で
ある.

exercise 39.RN の点列 {xn}, xn = (xn1, xn2, . . . , xnN)が a = (a1, a2, . . . , aN)に収束
するための必要十分条件は,全ての iについて {xni}が aiに収束することであること
を示せ.

Theorem 2.8.3.距離空間X においては {xn}の極限点が存在すれば,唯一点である.
(XはHausdorff空間であればよい.)

Proof. 証明はProp1.2.6と全く同様.

Theorem 2.8.4.X ⊃ Aとする. Aの点からなる点列 {an} (an ∈ A)が x ∈ X に収束
すれば x ∈ Aaである.
距離空間においては逆も正しい.すなわちXを距離空間とすると

x ∈ Aa ⇔ ∃{an}, an ∈ A s.t. lim
n→∞

an = x

⇔ d(x,A) = 0.

Proof. an ∈ A, an → x ∈ Xとする. xの任意の近傍 U に対し,ある自然数N ∈ Nが
存在して n ≥ N ならば an ∈ U である. 特に aN ∈ A ∩ U 6= ∅. したがって Thm 2.5.4
より x ∈ Aa.

Xを距離空間とする. Thm2.5.4と{U1/n(x)}n∈Nがxの基本近傍系であることから,

x ∈ Aa ⇔ ∀n ∈ N, U1/n(x) ∩ A 6= ∅
⇔ ∀n ∈ N,∃an ∈ A s.t. d(x, an) <

1

n
(∗)

この点列 {an}を考えると,あきらかに lim
n→∞

an = x.また

(∗) ⇔ inf
a∈A

d(x, a) = 0 ⇔ d(x,A) = 0.
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Corollary 2.8.5. A : closed⇒ Aの点列 {an}が極限点 x ∈ Xをもてば x ∈ A.
距離空間においては逆も正しい.すなわちXが距離空間のとき
A : closed⇔ Aの点列 {an}が極限点 x ∈ Xをもてば x ∈ A.

Proof. A:closed⇔ A = Aa と上の Thm2.8.4より従う.

exercise 40.Xを距離空間とする.このとき

x ∈ A′ ⇔ x = lim
n→∞

an, an ∈ A, an 6= x.

2.9 部分距離空間
(X, d)を距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする.距離関数 dをAに制限したもの

A× A 3 (a, b) 7→ d(a, b) ∈ R

を考えるとこれはA上の距離関数になり,この距離によりAは距離空間になる.
距離空間 X の部分集合を, このようにして距離空間とみたとき, 距離空間 X の
部分距離空間または単に部分空間という.

Caution! . X ⊃ A ⊃ B.「BがAの開集合」と「BがXの開集合」とは違う.
R ⊃ [0, 1] ⊃ [0, 1]. [0, 1]は [0, 1]の中では openだが, Rでは openではない.

Theorem 2.9.1.Xを距離空間, Aを部分空間, B ⊂ Aを部分集合とする.このとき
BがAの開集合⇔ Xの開集合Oが存在して, B = O ∩ A.
BがAの閉集合⇔ Xの閉集合 F が存在して, B = F ∩ A.
すなわち部分距離空間の位相は相対位相である.

Proof. a ∈ Aに対し aを中心とする半径 rのAにおける開球

Ur(a)A = {x ∈ A | d(a, x) < r}

はaを中心とする半径 rのXにおける開球Ur(a)とAとの共通部分Ur(a)A = Ur(a)∩
Aであることに注意する.

Bが Aの開集合であるとする. 距離空間の開集合は開球の和集合であった (Thm
2.2.4)から

B =
⋃
α

UA,α =
⋃
α

(Uα ∩ A) = (
⋃
α

Uα) ∩ A.

O =
⋃

α Uαとおくとよい.
逆にB = O ∩ A, O:open inXであるとする. x ∈ Bとすると x ∈ Oであるからあ
る正数 εが存在して, x ∈ Uε(x) ⊂ Oとなる. Uε(x)A = Uε(x)∩A ⊂ O ∩A = Bだか
らBはAで open.
閉集合の方は練習問題.
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exercise 41.閉集合の方を示せ.

exercise 42.X ⊃ A ⊃ V 3 xとする.
V がAにおける xの近傍⇔ xのXにおける近傍 U が存在して V = U ∩ A.

Proposition 2.9.2.X ⊃ Aとする.
AがX の開 (閉)集合であるとき, B ⊂ Aが部分空間Aの開 (閉)集合ならばBは

Xでも開 (閉)集合である.

Proof. A:open inX, B:open inAとする. B = O ∩ AとなるXの開集合Oがある. A

はXで開集合だからBもそうである.閉の方も同様.

2.10 距離空間の間の連続写像
Definition 2.10.1. (X, dX), (Y, dY )を距離空間とする.
写像 f : X → Y は,距離の定める位相に関して連続であるとき,連続であるという.
すなわち
写像 f : X → Y が点 a ∈ Xで連続 (continuous)⇔

def
f(a)の任意の近傍 V に対し, a

の近傍 U が存在して f(U) ⊂ V となる.
f : X → Y がXの各点で連続であるとき f を連続写像という.

距離空間においては ε近傍が基本近傍系をなすことに注意すると
f : X → Y が点 a ∈ Xで連続
⇔任意の ε > 0に対し,ある δ > 0が存在して f(Uδ(a)) ⊂ Uε(f(a))

⇔任意の ε > 0に対し,ある δ > 0が存在して d(x, a) < δならば d(f(x), f(a)) < ε

であることがわかる.

Example 2.10.2.f : R→ Rが a ∈ Rで連続⇔任意の ε > 0に対し,ある δ > 0が存
在して |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

Example 2.10.3.f : R→ Rを f(x) = x2で定めると f は連続である.

Proof. a ∈ Rとする. 任意の ε > 0に対し, δ = min{1, ε/(2|a| + 1)}とおくと δ > 0

であり, |x− a| < δならば

|f(x)− f(a)| = |x2 − a2| = |x− a||x + a| = |x− a||2a + x− a|
≤ |x− a|(2|a|+ |x− a|) < δ(2|a|+ 1)

≤ ε

2|a|+ 1
(2|a|+ 1) = ε.
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Example 2.10.4.(X, d)を距離空間とする. x0 ∈ X を固定する. dx0(x) = d(x0, x)で
定まる関数 dx0 : X → Rは連続である.

Proof. 任意の a, x ∈ Xに対し三角不等式から

−d(x, a) ≤ d(x0, x)− d(x0, a) ≤ d(x, a)

がわかる.すなわち |d(x0, x)− d(x0, a)| ≤ d(a, x).
したがって,任意の ε > 0に対し, δ = εとおくと d(x, a) < δならば

|dx0(x)− dx0(a)| = |d(x0, x)− d(x0, a)| ≤ d(x, a) < δ = ε.

Theorem 2.10.5.X, Y を距離空間とする.
f : X → Y が a ∈ Xで連続
⇔ 点 aに収束する任意の点列 {xn}に対し, lim

n→∞
f(xn) = f(a). ( lim

n→∞
f(xn) =

f( lim
n→∞

xn) ).

Remark .⇒は任意の位相空間でよい. ⇐は a ∈ Xが可算基本近傍系をもてばよい.

Proof. ⇒) f が a ∈ X で連続で, xn → aとする. f(a)の任意の近傍 V に対し, aの
ある近傍 U が存在して f(U) ⊂ V となる. この U に対して,あるN ∈ Nが存在して
n ≥ N ならば xn ∈ U となる. したがって n ≥ N ならば f(xn) ∈ f(U) ⊂ V である.
よって f(xn) → f(a).
⇐) 対偶を示す. すなわち f が点 aで連続でないならば xn → aである点列で

f(xn) → f(a)とはならないものが存在することを示す. f が点 aで連続でないとす
ると f(a)の近傍 V で,任意の n ∈ N に対し f(U1/n(a)) 6⊂ V となるものがある.よっ
て各自然数 n ∈ Nに対し点 xn ∈ U1/n(a)で f(xn) 6∈ V となるものがある.点列 {xn}
を考えるとあきらかに xn → aだが, f(xn) → f(a)ではない.

Example 2.10.6.f(x, y) = x + y, g(x, y) = xyで与えられるふたつの写像 f, g : R2 →
Rはともに連続である.

Proof. R2における点列の収束について「 lim
n→∞

(xn, yn) = (x, y) ⇔ lim
n→∞

xn = xかつ

lim
n→∞

yn = y」であることが容易にわかる.よってRの点列の収束の性質 (Prop1.2.15)

と上の Thm2.10.5から連続性がわかる.

exercise 43.f : X → Y , g : Y → Zがともに連続ならば合成 g ◦ f : X → Zも連続で
あることを示せ.

exercise 44.pi : Rn → Rを第 i成分への射影,すなわちpi(x1, . . . , xn) = xiであたえら
れる写像とする.このとき「f : X → Rnが連続⇔すべての iについて pi ◦f : X → R
が連続」を示せ.
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exercise 45.Y ⊃ A を部分空間として i : A → Y を包含写像とする. このとき
「f : X → Aが連続⇔合成 i ◦ f : X → Y が連続」を示せ.

exercise -問題集 . 75(2),89,96

Example 2.10.7.X を位相空間, Y を有界 (δ(Y ) < ∞)な距離空間とする. X から Y

への写像全体を F (X, Y ),連続写像全体をC(X, Y )で表す. f, g ∈ F (X,Y )に対し実
数 d(f, g)を

d(f, g) = sup
x∈X

d(f(x), g(x))

により定める (Y は有界であるのでd(f, g) < ∞)とdはF (X,Y )上の距離関数である.
{fn}n∈NをF (X, Y )の点列すなわちXから Y への写像の列とする. {fn}が上で定

めた距離に関して f ∈ F (X,Y )に収束するとき fnは f に一様収束するという.いい
かえると,任意の ε > 0に対してあるN ∈ Nが存在して, n ≥ Nならば任意の x ∈ X

に対して d(fn(x), f(x)) < εが成り立つ.
連続写像の列{fn}が写像fに一様収束するならばfは連続である.よってCor.2.8.5
より,この距離の定める位相に関してC(X,Y )は F (X,Y )の閉集合である.

Proof. a ∈ Xを任意の点とする. a ∈ Xで fが連続であること,すなわち任意の ε > 0

に対して aのある近傍 U が存在して, x ∈ U ならば d(f(x), f(a)) < εであることを
示せばよい.
{fn}は f に一様収束するので, ある N ∈ Nが存在して, 任意の x ∈ X に対し

d(fN(x), f(x)) < ε/3となる.
fN は連続であるから aのある近傍U が存在して, x ∈ U ならば d(fN(x), fN(a)) <

ε/3となる.
この U について, x ∈ U ならば

d(f(x), f(a)) ≤ d(f(x), fN(x)) + d(fN(x), fN(a)) + d(fN(a), f(a)) < ε.

exercise 46.上の dが F (X, Y )上の距離関数であることを示せ.

exercise 47. lim
n→∞

fn = f ⇔「任意の ε > 0に対してあるN ∈ Nが存在して, n ≥ N

ならば任意の x ∈ Xに対して d(fn(x), f(x)) < εが成り立つ」を示せ.

次に距離空間に特有の一様連続性について述べる.

Definition 2.10.8. f : X → Y が一様連続 (uniformly continuous)
⇔
def
任意の ε > 0に対しある δ > 0が存在して, d(x, y) < δならば d(f(x), f(y)) < ε

となる.

Remark .εに対して δがXの点によらずにとれる.
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あきらかに一様連続ならば連続である.

Example 2.10.9.f(x) = x2で定まる写像 f : R → Rは一様連続ではない (Ex 2.10.3
参照).

Proof. ε > 0とする.任意の δ > 0に対し x = ε/δとすると, |(x+ δ/2)−x| = δ/2 < δ

であるが

|f(x + δ/2)− f(x)| =
(

x +
δ

2

)2

− x2

= δx +
δ2

4

> δx = ε.

Example 2.10.10.X ⊃ A 6= ∅とする. dA(x) = d(x,A)で定まる関数 dA : X → Rは
一様連続である.

Proof. 任意の x, y ∈ Xと任意の a ∈ Aに対し

d(x, y) + d(y, a) ≥ d(x, a) ≥ d(x,A)

すなわち d(x, y) + d(y, a) ≥ d(x,A)であるから

d(x, y) + d(y,A) ≥ d(x,A)

が成り立つ.よってd(x, y) ≥ d(x,A)−d(y,A). xとyを入れ換えてd(x,A)−d(y, A) ≥
−d(x, y).したがって

|dA(x)− dA(y)| = |d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y).

exercise -問題集 . 87,93(1),(2),95

2.11 完備性
(X, d)を距離空間とする.

Definition 2.11.1. Xの点列 {xn}が基本列あるいはコーシー (Cauchy)列である
⇔
def
任意の ε > 0に対して,ある自然数Nが存在してm,n ≥ Nならばd(xm, xn) < ε

が成り立つ.
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実数列の場合 (Lemma1.2.8,1.2.9, Cor.1.2.10)と同様に,距離空間における点列 {xn}
が x ∈ Xに収束するならば {xn}は基本列であること,基本列は有界であること,収
束列は有界であることがわかる.

exercise 48.基本列は有界であることを示せ.

Rにおいては基本列は収束列であったが,一般の距離空間においては必ずしもそう
ではない.

Example 2.11.2.開区間 (0, 1)をRの部分空間として距離空間とみると, {1/n} (n ≥ 2)
は基本列だが収束しない.

Definition 2.11.3.距離空間Xは,すべての基本列が収束するとき,完備 (complete)で
あるという.

Theorem 2.11.4.Xは完備⇔「Xの空でない閉集合の減少列X ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃
Fn ⊃ . . . が lim

n→∞
δ(Fn) = 0をみたせば

⋂
Fn 6= ∅.」

Proof. ⇒)各 nに対し xn ∈ Fnをえらぶ.点列 {xn}は基本列である.
実際, lim

n→∞
δ(Fn) = 0であるから, 任意の ε > 0に対しある N ∈ Nが存在して

n ≥ N ならば δ(Fn) < εとなる. このN に対し, m,n ≥ N ならば xm, xn ∈ FN であ
るから d(xm, xn) ≤ δ(Fn) < ε.

Xは完備であるから {xn}はある点 x ∈ Xに収束する.
任意の k ∈ Nに対し, n ≥ kならば Fn ⊂ Fkであるから xn ∈ Fk. 点列 {xn}n≥kは

xに収束し, Fkは閉集合であるから x ∈ Fk.よって x ∈ ⋂
Fk.

⇐) {xn}を基本列とする. An = {xi}i≥n ⊂ X, Fn = Aa
n とする. あきらかに

Fn ⊃ Fn+1.
{xn}は基本列であるから,任意の ε > 0に対してあるN ∈ Nが存在してm,n ≥ N

ならば d(xm, xn) < εとなる. n ≥ N ならばAn ⊂ AN であるから

δ(Fn) = δ(Aa
n) = δ(An) ≤ δ(AN) = sup

l,m≥N
d(xl, xm) ≤ ε

となり lim
n→∞

δ(Fn) = 0である.

よって仮定から x ∈ ⋂
Fnとなる点 xがある. x, xn ∈ Fnであるから, d(xn, x) ≤

δ(Fn) → 0 (n →∞)となり {xn}は xに収束する.

Remark .教科書 [1]の証明 (p.30)では後半 xが {xn}の集積点であるとしているが,
ある番号から先 xn = xとなるような列の場合そうではない.このような場合を別に
して議論してもよいが上のように直接示したほうが簡単であろう.

exercise -問題集 . 85,90(1),(2),(3),91(2),(3),94(1),(2),(3),101(2)



2.11. 完備性 49

Definition 2.11.5.(位相空間)Xの部分集合Aが第１類集合 (set of the first category, meager set)
である

⇔
def

A =
∞⋃
i=1

Ai, Ai : Xで全疎

Theorem 2.11.6.完備距離空間Xは第１類集合ではない.

Proof. Aを全疎な部分集合, Oを空でない開集合とする. このとき ∅ 6= U ⊂ Ua ⊂
O∩Aeとなる開集合Uが存在する.実際, Aは全疎であるからAの外部は稠密である
(Prop.2.7.11). よってO ∩ Aeは空でない開集合である (Prop.2.7.3). U としてO ∩ Ae

の点の適当な ε近傍をとればよい.
定理を証明するにはA1, A2, . . . を全疎な集合としたとき

⋃
Ai 6= Xであることを

いえばよい.
X ⊃ Oを空でない任意の開集合とする. U0 = Oとする. k ≥ 1に対し,空でない
開集合 Ukを Ua

k ⊂ Uk−1 ∩ Ae
k, δ(Uk) < 1/kとなるようにとる. Xは完備であるから

Thm.2.11.4より
⋂

Ua
k 6= ∅. p ∈ ⋂

Ua
k とする.任意の k ≥ 1に対し p ∈ Ua

k ⊂ Ae
k = Aac

k

であるから p 6∈ Aa
k.よって p 6∈ ⋃

Ak.

この証明においてA =
⋃

Akとおくと, p ∈ Ac. また p ∈ Ua
1 ⊂ U0 = Oであるから

O ∩ Ac 6= ∅.よってProp.2.7.3よりAcはXで稠密.したがって次が証明された.

Theorem 2.11.7 (ベール (Baire)の稠密性定理). 完備距離空間Xにおいて第１類集合
の補集合はXで稠密である.

Theorem 2.11.8.Xを完備距離空間, OkをXで稠密な開集合とするとE =
∞⋂

k=1

Okは

Xで稠密である.

Proof. Ak = Oc
kとおくと, Akは閉集合であるから Ae

k = Aac
k = Ac

k = Okとなり Ak

は全疎である.
E =

⋂
Ok =

⋂
Ac

k = (
⋃

Ak)
cであるから前定理よりEは稠密である.

Definition 2.11.9.部分集合A ⊂ Xが完備⇔
def
部分距離空間Aが完備.

Theorem 2.11.10.A ⊂ Xとする. Aが完備ならばAは閉集合である.

Proof. {an}をAの点列で, an → x ∈ Xとする. {an}は (Xの)収束列であるからAの
基本列である. Aは完備だから {an}の極限点はAの点である.よってCorollary2.8.5
よりAは閉集合.

Corollary 2.11.11. A ( Xが稠密ならばAは完備ではない.

Proof. Aa = X 6= AゆえAは閉集合ではない.

Example 2.11.12.Q ⊂ RとしてQを距離空間とみるとQは完備ではない.
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Theorem 2.11.13.Xが完備でA ⊂ Xが閉集合ならばAは完備である.

Proof. {an}を Aの基本列とする. {an}はX においても基本列であり, X は完備な
ので {an}はXの点 xに収束する. Aは閉集合であるから x ∈ A.よってAは完備で
ある.

Corollary 2.11.14. Xを完備距離空間とすると
A ⊂ Xは閉集合⇔ Aは完備

Example 2.11.15.(Y, dY )が完備距離空間ならばExample2.10.7の距離空間F (X, Y )

も完備である.

Proof. {fn}を F (X, Y )の基本列とする.任意の x ∈ Xに対し,

dY (fm(x), fn(x)) ≤ sup
x∈X

dY (fm(x), fn(x)) = d(fm, fn)

であるから {fn(x)}は Y の基本列である. Y は完備なので {fn(x)}は収束する.写像
f : X → Y を f(x) = lim

n→∞
fn(x) ∈ Y で定める.

{fn}が f に収束することを示そう. {fn}は基本列であるから,任意の ε > 0に対
しあるN ∈ Nが存在して, m, n ≥ N ならば d(fn, fm) < ε/2となる. 任意の x ∈ X

に対し, n ≥ N ならば

dY (fN(x), f(x)) ≤ dY (fN(x), fn(x)) + dY (fn(x), f(x)) <
ε

2
+ dY (fn(x), f(x))

であり, fn(x) → f(x)であるから dY (fN(x), f(x)) ≤ ε/2.したがって d(fN , f) ≤ ε/2.
よって n ≥ N ならば

d(fn, f) ≤ d(fn, fN) + d(fN , f) <
ε

2
+

ε

2
= ε.

cf.本質的に同じであるが後半部分は以下のようにしてもよい.
m ≥ N に対し

d(fm, f) = sup
x∈X

dY (fm(x), f(x)) = sup
x∈X

dY (fm(x), lim
n→∞

fn(x))

= sup
x∈X

lim
n→∞

dY (fm(x), fn(x))

≤ sup
x∈X

sup
n≥N

dY (fm(x), fn(x))

= sup
n≥N

sup
x∈X

dY (fm(x), fn(x))

= sup
n≥N

d(fm(x), fn(x)) ≤ ε.

ただし１行目から２行目へは dY (fm(x),−)の連続性を使った.
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Example 2.11.16.Example2.10.7の距離に関してC(X, Y )は F (X,Y )の閉集合であ
るから完備である.

exercise 49.X, Y を集合, f : X × Y → Rを写像とする.

sup
(x,y)∈X×Y

f(x, y) = sup
x

sup
y

f(x, y) = sup
y

sup
x

f(x, y)

を示せ.

exercise 50.Xを位相空間, Y を (有界とは限らない)距離空間とする. f0 ∈ F (X, Y )

をひとつ固定し,

Ff0(X, Y ) = {f | sup
x∈X

dY (f0(x), f(x)) < ∞}

とする. Ff0(X, Y )は Example2.10.7と同様にして距離空間となることを示せ. また
Y が完備ならば Ff0(X, Y )も完備であることを示せ.

Theorem 2.11.17.Xを距離空間, Y を完備距離空間, A ⊂ Xを部分集合, f : A → Y

を一様連続な写像とする.
このとき f はAaまで一様連続に拡張され,その拡張は一意的である.

Proof. まず一意性を示そう. g, h : Aa → Y をともに連続写像でAの拡張,すなわち
a ∈ Aならば g(a) = f(a) = h(a)となっているとする. x ∈ Aaとすると, Aの点列
{an}で an → xとなるものが存在する. g, hともに連続であるから

g(x) = g( lim
n→∞

an) = lim
n→∞

g(an) = lim
n→∞

h(an) = h( lim
n→∞

an) = h(x).

次に拡張が存在することを示そう. x ∈ Aaとすると, Aの点列 {an}で an → xと
なるものが存在する.このとき {f(an)}は Y の基本列であることを示そう.

f は一様連続であるから,任意の ε > 0に対しある δ > 0が存在して, d(a, b) < δで
ある任意の a, b ∈ Aに対し d(f(a), f(b)) < εとなる. {an}は収束列であるから基本
列である. よってあるN ∈ Nが存在してm,n ≥ N ならば d(am, an) < δとなる. し
たがってm,n ≥ N ならば d(f(am), f(an)) < ε.

Y は完備であるから {f(an)}は収束する. この極限点は, xに収束する A の点列
のとりかたによらない. 実際 {bn}を, Aの点列で xに収束するものとする. 点列
a1, b1, a2, b2, . . . を {cn}であらわす. あきらかに {cn}も xに収束する. よって先の議
論から {f(cn)}は収束する. {f(an)}, {f(bn)}はともに {f(cn)}の部分列であるから
その極限点は一致する (Lemma1.2.12参照).

f̄ : Aa → Y を f̄(x) = lim
n→∞

f(an)で定義する.あきらかに f̄ は f の拡張である.

f̄ は一様連続であることを示そう. f は一様連続であるから,任意の ε > 0に対し
ある δ > 0が存在して, a, b ∈ Aについて d(a, b) < 2δならば d(f(a), f(b)) < ε/2と
なる.
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x, y ∈ Aaで d(x, y) < δとする. {an}, {bn}をAの点列で an → x, bn → yとなるも
のとする.

d(an, bn) ≤ d(an, x) + d(x, y) + d(y, bn)

d(f̄(x), f̄(y)) ≤ d(f̄(x), f(an)) + d(f(an), f(bn)) + d(f(bn), f̄(y))

であることに注意する.
ある自然数Nが存在して n ≥ Nならば d(an, x) < δ/2, d(bn, y) < δ/2となるので,

d(an, bn) < 2δとなる.よって n ≥ N ならば d(f(an), f(bn)) < ε/2である.
f̄(x) = lim

n→∞
f(an), f̄(y) = lim

n→∞
f(bn)であるから,ある自然数N ′ ≥ N が存在して,

n ≥ N ′ならば d(f(an), f̄(x)), d(f(bn), f̄(y)) < ε/4とできる.したがって

d(f̄(x), f̄(y)) ≤ d(f̄(x), f(aN ′)) + d(f(aN ′), f(bN ′)) + d(f(bN ′), f̄(y)) < ε.

同じことであるが, d : Y × Y → Rが連続であることを用いて

d(f̄(x), f̄(y)) = d
(

lim
n→∞

f(an), lim
n→∞

f(bn)
)

= d
(

lim
n→∞

(f(an), f(bn))
)

= lim
n→∞

d(f(an), f(bn)) ≤ ε/2 < ε.

としてもよい.

exercise 51.X, Y を距離空間とし, X × Y を Example2.1.11のいずれかの距離を与
えた距離空間とする.このときX × Y の点列 {(xn, yn)}について

lim
n→∞

(xn, yn) = ( lim
n→∞

xn, lim
n→∞

yn)

であることを示せ. (exercise23よりいずれの距離も同じ位相を定めることに注意.)

exercise 52.(X, d)を距離空間とする. X ×XにExample2.1.11の距離を与えて距離
空間とする. d : X ×X → Rは連続であることを示せ.

dは一様連続か？

Theorem 2.11.18.X を完備距離空間, f : X → X を縮小写像, すなわち, ある 0 ≤
k < 1が存在して, 任意の x, y ∈ X に対し d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y)であるとする.
このとき f はただひとつの不動点(f(a) = f )を持つ. さらに,任意の x ∈ X に対し
lim

n→∞
fn(x) = aである.

Proof. x ∈ Xに対し xn = fn(x)とおくと {xn}は基本列であることを示そう.

d(xn, xn+1) = d(f(xn−1), f(xn)) ≤ kd(xn−1, xn)



2.12. 完備化 53

であるから d(xn, xn+1) ≤ knd(x, x1)である. k < 1であるから任意の ε > 0に対しN

を十分大きくとれば kNd(x, x1)/(1− k) < εとできる. n > m ≥ N ならば

d(xm, xn) ≤
n−1∑
i=m

d(xi, xi+1)

≤
n−1∑
i=m

kid(x, x1)

=
km − kn

1− k
d(x, x1)

≤ kN

1− k
d(x, x1) < ε

となり {xn}は基本列である.
Xは完備であるから {xn}は収束する. a ∈ Xをその極限点とする.
f は連続であるから

f(a) = f( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = a

であるから aは f の不動点である.
あるいは任意の ε > 0に対しあるN ∈ N が存在して, n ≥ N ならば d(a, xn) < ε

となるから,

d(a, f(a)) ≤ d(a, xN+1) + d(xN+1, f(a))

≤ d(a, xN+1) + kd(xN , a)

< ε + kε = (1 + k)ε,

よって d(a, f(a)) = 0,すなわち f(a) = aであり, aは f の不動点である.
b ∈ Xについて f(b) = bとすると,

0 ≤ d(a, b) = d(f(a), f(b)) ≤ kd(a, b)

より k < 1に注意して d(a, b) = 0をえる.よって a = b.

2.12 完備化
Definition 2.12.1. (X, dX), (Y, dY )を距離空間とする. 写像 f : X → Y は, 任意の
x, x′ ∈ Xに対し dY (f(x), f(x′)) = dX(x, x′)であるとき,距離を保つという.

f が全単射で距離を保つとき等距離写像という.
距離を保つ写像 f : X → Y , g : Y → Xで, g ◦ f = 1X , f ◦ g = 1Y となるものが存
在するとき, Xと Y は距離空間として同型であるという.
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exercise 53.距離を保つ写像は一様連続であることを示せ.また距離空間として同型
ならば同相であることを示せ.

exercise 54.f : X → Y が距離を保つ写像であれば, Xと f(X)は距離空間として同
型であることを示せ.

Definition 2.12.2.Xを距離空間とする.完備距離空間 X̂と,距離を保つ写像 f : X →
X̂で, f(X)が X̂で稠密であるものの組 (X̂, f)を距離空間Xの完備化 (completion)
という.

Theorem 2.12.3.任意の距離空間Xに対しその完備化 (X̂, f)が存在する.
さらに完備化は次の意味で一意的である.
(X̂ ′, f ′)を別の完備化とすると,等距離写像 g : X̂ → X̂ ′で, g ◦ f = f ′となるもの

が存在する.

X̂
g // X̂ ′

X

f

__@@@@@@@ f ′

>>}}}}}}}

exercise 55.Theorem2.12.3における X̂ と X̂ ′は距離空間として同型であることを
示せ.

Proof of Theorem2.12.3一意性. まず完備化の一意性を示そう. (X̂, f), (X̂ ′, f ′)をX

の完備化とする. g′ : f(X) → X̂ ′を g′ = f ′ ◦ f−1で定義する.

X̂
g // X̂ ′

f(X)
g′ //

?�

f ′(X)
?�

X

f

bbDDDDDDDD f ′

<<yyyyyyyy

f , f ′がともに距離を保つ写像であるから, g′も距離を保つ,特に g′は一様連続であ
る. Theorem2.11.17により g′は f(X)a = X̂上の連続写像 g : X̂ → X̂ ′に拡張される.
g′が距離を保つので gも距離を保つ.また g ◦ f = g′ ◦ f = f ′である.

exercise 56.X, Y を距離空間, A ⊂ X とする. f : Aa → Y を連続写像で f |Aが距離
を保つとする.このとき f も距離を保つことを示せ.

以下完備化の存在証明をふたとおりあたえる.どちらもRの完備性を用いる.

Proof of Theorem2.12.3その１. X から Rへの写像の全体 F (X,R)を考える. 写像
δ : X → F (X,R)を δ(x) = dxで定める. ただし dx : X → Rは Example2.10.4で与
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えた連続写像である. x0 ∈ Xをひとつ固定して d0 := dx0とおく. exercise50で与え
た完備距離空間 Fd0(X,R)を考える.任意の x, y ∈ Xについて

|d0(y)− dx(y)| = |d(x0, y)− d(x, y)| ≤ d(x0, x)

であり, |d0(x)− dx(x)| = d(x0, x)であるから

sup
y∈X

|d0(y)− dx(y)| = d(x0, x)

となる. よって dx ∈ Fd0(X,R)であり, δはXから Fd0(X,R)への距離を保つ写像を
定める. X̂ = δ(X)aとすると, X̂ は,完備距離空間の閉集合であるから完備であり,
あきらかに δ(X)は X̂で稠密である.

exercise 57.Xを位相空間, A ⊂ B ⊂ Xを部分集合とする. このときAがB で稠密
であることと, Aが部分空間Bで稠密であることは同値であることを示せ. (すなわ
ち, AのXにおける閉包をAa, Bにおける閉包を ĀとするとAa ⊃ B ⇔ Ā = B.)

Proof of Theorem2.12.3その２. 第二の証明は基本列そのものをその列の収束先とみ
なすというものである. この証明は難しくはないが確かめることが多いという欠点
があるが, Xがベクトル空間等の構造を持っている場合に X̂に自然にその構造を拡
張できるという利点がある. また同じ考え方により有理数体から実数体を構成する
ことができる.

Xの基本列の全体

X =
{
{xn} | {xn}はXの基本列

}

における関係∼を {xn}, {yn} ∈ Xは lim
n→∞

d(xn, yn) = 0であるとき {xn} ∼ {yn}で
あると定めると,∼は同値関係である.この同値関係による商集合X/∼を X̂とかく.
点列 {xn}のあらわす同値類を [xn]とかく.
{xn}, {yn} ∈ Xに対し,問題集 80(2)より

|d(xm, ym)− d(xn, yn)| ≤ d(xm, xn) + d(ym, yn)

であるから実数列 {d(xn, yn)}は基本列である.よって収束列である.

d′({xn}, {yn}) = lim
n→∞

d(xn, yn)

と定める. {xn} ∼ {x′n}, {yn} ∼ {y′n}ならば d′({xn}, {yn}) = d′({x′n}, {y′n})である
ことが容易に確かめられる.よって [xn], [yn] ∈ X̂に対し実数 d̂([xn], [yn])を

d̂([xn], [yn]) = d′({xn}, {yn})

により定めることができる.このようにして定めた

d̂ : X̂ × X̂ → R
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は X̂上の距離関数となる.
f : X → X̂を x ∈ Xを xn = xという定点列に移す写像とすると,あきらかに f は

距離を保つ.
{xn}を基本列とする.任意の ε > 0に対しあるN ∈ Nが存在して, m ≥ N ならば

d(xm, xN) < ε/2となる.したがって

d̂([xn], f(xN)) = lim
n→∞

d(xn, xN) < ε

である.すなわち f(xN) ∈ Uε([xn])だから [xn] ∈ f(X)a.よって f(X)は X̂において
稠密.
{[x]n}n∈Nを X̂の基本列, {xn

k}k∈Nを [x]nをあらわすXの基本列とする.上でみた
ように各 n ∈ Nに対し, xn ∈ X で d̂([x]n, f(xn)) < 1/nとなるものをえらぶことが
できる. この点列 {xn}はX の基本列である: {[x]n}は基本列であったから,自然数
N ≥ 3/εをえらんで, m,n ≥ N ならば d̂([x]m, [x]n) < ε/3とできる.

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm
k ) + d(xm

k , xn
k) + d(xn

k , xn)

であるからm,n ≥ N ならば

d(xm, xn) ≤ lim
k→∞

{d(xm, xm
k ) + d(xm

k , xn
k) + d(xn

k , xn)}
= d̂(f(xm), [x]m) + d̂([x]m, [x]n) + d̂([x]n, f(xn))

<
1

m
+ d̂([x]m, [x]n) +

1

n
< ε.

この基本列{xk}のあらわす点 [xk] ∈ X̂を考えると, xnのえらびかたから lim
n→∞

d̂([x]n, f(xn)) =

0であり,さきの議論から lim
n→∞

d̂(f(xn), [xk]) = 0であるから

lim
n→∞

d̂([x]n, [xk]) ≤ lim
n→∞

{d̂([x]n, f(xn)) + d̂(f(xn), [xk])} = 0.

すなわち {[x]n}は [xk]に収束する.よって X̂は完備である.
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