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凡例
• N：自然数全体
Z：整数全体
Q：有理数全体
R：実数全体
C：複素数全体
これらには, 必要ならば, 特にことわらないかぎり, 通常の加法, 乗法, 距
離および（Cを除いては）順序を与えるものとする.

• Rnの距離あるいは位相は, 特にことわらないかぎり, ユークリッド距離
により定まるものとする.

• A⇔
def

Bは, 左辺Aを右辺Bで定義することを意味する.
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第1章

集合と写像



1.1 集合
【定義 1.1.1】 数や物の集まりを集合といい, 集合を構成している各々の
数や物を要素または元（げん）という.

aが集合Aの要素であることを記号でa ∈ A（またはA ∋ a）と表し, a

は A に属する という. aがAの要素でないときはa ̸∈ A （またはA ̸∋ a）
と表す.



【定義 1.1.2】 A,Bを集合とする. Bの要素がすべてAの要素であるとき
B は A に含まれる , あるいは A は B を含む といって, A ⊃ Bまたは
B ⊂ Aと表す. このときBはAの部分集合であるという.

つまり
B ⊂ A⇔

def
∀x(x ∈ B → x ∈ A).



【定義 1.1.3】 A ⊃ BかつB ⊃ AのときA = Bと定める.



【定義 1.1.4】 要素をひとつも持たない集合を空集合といって, 記号∅で
表す.



【定義 1.1.5】 集合を要素とする集合を集合族とよぶ.

Iを集合とし, Iの各要素iに対して, ひとつの集合Aiが対応しているとす
る. このとき全てのAiからなる集合族{Ai i ∈ I}をIで添字付けられた
集合族 といい*1, Iをこの集合族の添字集合という. この集合族を{Ai}i∈I

などと表す.

*1 この定義は正確でない. 正確な定義には写像の概念が必要であるので, 写像の概念を導
入したあとに与える（定義 1.3.10）.



1.2 集合の演算
【定義 1.2.1】 1. A, Bを集合としたとき, A, Bの少なくとも一方に属す
る要素を全部集めたものをAとBの合併集合（または和, 結び）といっ
て, A ∪Bで表す.

つまり
A ∪B =

{
x x ∈ Aまたはx ∈ B

}
.

2. AとBの両方に属する要素を全部集めたものをAとBの共通集合（また
は積, 交わり）といって, A ∩Bで表す.

つまり
A ∩B =

{
x x ∈ Aかつx ∈ B

}
.

A ∩B = ∅のとき, AとBは互いに素という.

3. AとBが互いに素であるとき, 和集合A ∪BをA⨿Bと書き, AとBの非
交和ということがある.

4. Aに属して, Bに属さない要素の全体をAからBを引いた差集合といっ
て, A−BまたはA \Bで表す.



つまり
A−B =

{
x x ∈ Aかつx ̸∈ B

}
.

5. ある集合Xを固定して, Xの部分集合についてのみ考えるとき, X −A

を Aの（Xに関する）補集合といって Ac であらわす. このときXを全
体集合という.

6. A = {Ai i ∈ I}を集合Iで添字付けられた集合族とする. このとき少な
くともどれかひとつのAiに属する要素全部を集めたものをAの合併集合
（または和集合）といって ∪

i∈I
Aiまたは∪{Ai i ∈ I}あるいは∪A等と

表す.

つまり ⋃
i∈I

Ai = {x ∃i ∈ I(x ∈ Ai)} .

また, 全てのAiに属する要素を全部集めたものを{Ai i ∈ I}の共通集
合といって ∩

i∈I
Ai または∩{Ai i ∈ I}あるいは∩A等と表す.



つまり ⋂
i∈I

Ai = {x ∀i ∈ I(x ∈ Ai)} .

特にI = Nのとき, ∪
i∈N

Aiを
∞
∪
i=1

Ai, ∩
i∈N

Aiを
∞
∩
i=1

Aiとも書く.

7. Xを集合としたとき, Xの部分集合の全てを要素として持つ集合をXの
巾（べき）集合といってP(X)で表す.

つまり
P(X) = {A A ⊂ X} .

8. X, Y を集合とするとき, 集合

X × Y =
{
(x, y) x ∈ X かつ y ∈ Y

}
をXとY の直積という.



問題
1. 任意の集合Aについて, ∅ ⊂ AおよびA ⊂ Aが成り立つことを説明せよ.



2. A, B, Cを集合とする. A ⊃ BかつB ⊃ CならばA ⊃ Cを示せ.



3. 集合A, B, Cに対し次を示せ.

(1) A ⊂ CかつB ⊂ C ⇒ A ∪B ⊂ C

(2) A ⊃ CかつB ⊃ C ⇒ A ∩B ⊃ C



4. Xを全体集合, A, Bをその部分集合とする. 次を示せ.

(1) A−B = A ∩Bc

(2) (Ac)c = A



5. Xを全体集合, A, Bをその部分集合とする. 次を示せ.

(1) (A ∩B)c = Ac ∪Bc

(2) (A ∪B)c = Ac ∩Bc



6. A, B, C, Dを集合とする. 次の等式を示せ.

(A ∩B) ∪ (C ∩D) = (A ∪ C) ∩ (A ∪D) ∩ (B ∪ C) ∩ (B ∪D)



7. Xを集合とする. Xの部分集合A, Bに対して演算 ·と⊕を次のように定
義する.

A ·B = A ∩B, A⊕B = (A ∪B)− (A ∩B)

このとき,

(1) 演算 ·および⊕は交換法則, 結合法則をみたすことを示せ.

(2) 演算 ·に関する単位元は存在するかどうか調べよ. 存在するときは, 各
元の逆元があるかどうか調べよ.

(3) 演算⊕についても(2)と同じことを調べよ.

(4) 分配法則(A⊕B) · C = A · C ⊕B · Cが成り立つかどうか調べよ.



8. 次のことを示せ. ただし各Aiはある全体集合Xの部分集合.

(1) (⋂
i∈I

Ai

)c

=
⋃
i∈I

Ac
i

(2) (⋃
i∈I

Ai

)c

=
⋂
i∈I

Ac
i



9. 次のことを示せ.

(1)

A ∪

(⋂
i∈I

Bi

)
=
⋂
i∈I

(A ∪Bi)

(2)

A ∩

(⋃
i∈I

Bi

)
=
⋃
i∈I

(A ∩Bi)



10. Rの部分集合An (n ∈ N)が次で与えられるとき, それぞれについて
∞
∪

n=1
Anと

∞
∩

n=1
Anを求めよ.

(1) An =
(
0, 1

n

)
(2) An =

[
0, 1

n

)
(3) An =

[
0, 1

n

]
(4) An =

(
1
n , 1
]

(5) An =
[
1
n , 1
]

(6) An = (−n, n)

(7) An = [n,∞)



11. x ∈ Rに対し, Rの部分集合AxをAx = [0, x)により定める. このとき
∩

x>1
Axを求めよ.



12. 集合A1, A2, . . .に対して

lim
n

An =
∞⋂

n=1

( ∞⋃
k=n

Ak

)

lim
n

An =
∞⋃

n=1

( ∞⋂
k=n

Ak

)
とするとき, 次の問に答えよ.

(1) limAn ⊂ limAnを示せ.

(2) A1 ⊃ A2 ⊃ · · ·のとき limAn = limAn =
∞
∩

n=1
An であることを示せ.

(3) A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·のとき(2)のようなことがいえるかどうか調べよ.

(4)

An =

{
{n, n+ 1, n+ 2, . . . } n : 偶数
{1, 2, . . . , n} n : 奇数

であるとき limAn, limAnを求めよ.



13. (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D)を示せ.



14. X, Y を集合, A ⊂ X, B ⊂ Y を部分集合とする. このときX × Y におい
て(A×B)

c
= (Ac × Y ) ∪ (X ×Bc) であることを示せ.



1.3 写像
【定義 1.3.1】 X, Y を集合とする. Xの各要素x ∈ Xに対してY の要素y

がただひとつ対応するような対応をXからY への写像という. 対応fがX

からY への写像であるときf : X → Y と表す.

より形式的には, XからY への写像fとは, 直積X × Y の部分集合であっ
て, 任意のx ∈ Xに対し(x, y) ∈ fとなるy ∈ Y がただひとつ存在するもの
である. (1.5節参照)



【定義 1.3.2】 f : X → Y を写像とする.

1. fによりx ∈ Xがy ∈ Y に対応しているときyをf(x)で表し, x の f に
よる像 という.

2. Xの部分集合Aに対して, Y の部分集合

{f(x) x ∈ A} ⊂ Y

を, 集合 A の f による像 といってf(A)で表す.

3. Xをfの定義域, f(X)をfの値域あるいは像という.

4. Y の部分集合Bに対して, f(x) ∈ Bとなるx ∈ Xの全体を, f によ
る B の逆像 といい, f−1(B)で表す.

つまり
f−1(B) = {x f(x) ∈ B} ⊂ X.



【定義 1.3.3】 f : X → Y を写像とする.

1. f(X) = Y であるとき, fはXからY への上への写像または全射であると
いう.

つまり
∀y ∈ Y, ∃x ∈ X, f(x) = y.

2. x1 ̸= x2 ⇒ f(x1) ̸= f(x2)が成り立つとき, fは1 対 1 または単射であ
るという.

3. 1 対 1 かつ上への写像であるとき, 全単射であるという.



【定義 1.3.4】 写像f : X → Y が単射のとき, 各y ∈ f(X)に対して
f(x) = yとなるx ∈ Xがただひとつ存在する. このxをf−1(y)と書くと
f−1 はf(X)からXへの写像となる. これをfの逆写像という. 特にfが全
単射であれば, f−1はY からXへの写像になる.



【定義 1.3.5】 f : X → Y , g : Y → Zを写像とする. このときx ∈ Xに対
してg(f(x)) ∈ Zを対応させる写像を f と g の合成 といって, g ◦ fで
表す.

つまり

g ◦ f : X → Z,

(g ◦ f)(x) = g(f(x)).



【定義 1.3.6】 集合Xの各要素をそれ自身にうつすXからXへの写像を
Xの恒等写像という. 恒等写像を idXや1Xといった記号で表すことが
多い.

つまり

idX : X → X,

idX(x) = x.



【定義 1.3.7】 Xを集合, A ⊂ Xを部分集合とする. Aの要素a ∈ AをX

の要素a ∈ Xと見ることにより得られるAからXへの写像を包含写像と
いう.

つまりi : A → Xを包含写像とするとi(a) = a.

また, i : A → Xが包含写像であるとき, i : A ↪→ Xと書くこともある.



【定義 1.3.8】 集合X, Y に対し, XからY への写像全体のなす集合をY X

と表す.

つまり
Y X =

{
f f はXからY への写像 f : X → Y

}
.



【定義 1.3.9】 Xを集合とする.

1. A ⊂ XをXの部分集合とする. 次で定義される写像χA : X → {0, 1}を
Aの（X上の）特性関数という.

χA(x) =

{
1 (x ∈ A)

0 (x ̸∈ A).

2. Xから{0, 1}への写像全体のなす集合を2Xで表す({0, 1}という集合を2

と書いている).



【定義 1.3.10】 Iを集合とする. Iからある集合族への写像のことをIで
添字付けられた集合族 といい*2, Iをこの集合族の添字集合, Iの元を添
字という.

AをIで添字づけられた集合族とする. 普通, 集合A(i)をAi等と書いて, こ
の集合族を{Ai}i∈Iなどと表す.

*2 定義 1.1.5参照.



問題
15. n ∈ Nに対してnの正の約数の個数d(n)を対応させる写像d : N → Nに
ついて次の問に答えよ.

(1) d−1({2})はどんな集合か.

(2) d−1({3})はどんな集合か.

(3) d−1({4})はどんな集合か.

(4) dは1対1か. また上への写像か.



16. X, Y を集合, f : X → Y を写像とする. A1, A2をXの, B1, B2をY の
部分集合とするとき次を示せ.

(1) A1 ⊂ A2 ⇒ f(A1) ⊂ f(A2).

(2) B1 ⊂ B2 ⇒ f−1(B1) ⊂ f−1(B2).

また次の等式が成り立つかどうかを調べ, 成り立つときには証明し, 成り
立たないときには反例を挙げよ.

(3) f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2).

(4) f(A1 ∩A2) = f(A1) ∩ f(A2).

(5) f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2).

(6) f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

(7) fが単射のときの(3)～(6).

(8) fが全射のときの(3)～(6).



17. X, Y を集合, f : X → Y を写像, AをXの, BをY の部分集合とすると
き次の等式が成り立つかどうか調べよ. 等式が成り立たない場合, いずれ
かの包含関係が成り立つならばそれを示せ.

(1) A = f−1(f(A)).

(2) B = f(f−1(B)).



18. X, Y , Zを集合, f : X → Y , g : Y → Zを写像とする. このとき次を
示せ.

(1) f , gがともに全単射ならばg ◦ fも全単射であり,

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1である.

(2) g ◦ fが全射ならばgも全射である.

このときさらにgが単射であればfは全射である.

(3) g ◦ fが単射ならばfも単射である.

このときさらにfが全射であればgは単射である.



19. R≥0 = {x ∈ R x ≥ 0}, R≤0 = {x ∈ R x ≤ 0}とする. x ∈ Rに対し
てf(x) = x2という対応を考える. fを以下のような写像と考えたとき,

それぞれ（イ）単射かどうか, （ロ）全射かどうか, を答えよ. また単射
の場合は逆写像を求めよ.

(1) f : R → R.
(2) f : R → R≥0.

(3) f : R≥0 → R.
(4) f : R≤0 → R≥0.



20. n ∈ Nとする. X = {1, 2, . . . , n}のときP(X)の個数および2Xの個数を
求めよ.



21. Xを集合とする. 写像χ : P(X) → 2Xをχ(A) = χAで定める. χは全単
射であることを示せ. また, χの逆写像はどのようなものか.



22. Xを全体集合とする. 部分集合A,B ⊂ Xの特性関数をa, bとするとき,

次のことを示せ.

(1) A ⊂ B ⇔ a(x) ≤ b(x) ∀x ∈ X.

(2) A ∩Bの特性関数をcとすると, c(x) = min {a(x), b(x)} = a(x)b(x).

(3) A ∪BおよびAcの特性関数をa, bで表せ.

(4) A△Bの特性関数をa, bで表せ.

ただしA△Bは

A△B = (A−B) ∪ (B −A)

により与えられる集合でAとBの対称差と呼ばれる.



23. n ∈ Nとする. X = {1, 2, . . . , n}のとき次のものを求めよ.

(1) XからXへの写像の個数.

(2) XからXへの単射の個数.

(3) XからXへの全射の個数.



24. X = {1, 2, 3}, Y = {1, 2, 3, 4, 5}とするとき, 次のものの個数を求めよ.

(1) XからY への写像.

(2) XからY への全射.

(3) XからY への単射.

(4) Y からXへの写像.

(5) Y からXへの全射.

(6) Y からXへの単射.



25. 写像π : R× R → Rをπ(x, y) = xにより定める. このときπ−1 ([0, 1])を
図示せよ.



26. 関数f : R → Rをf(x) = sinxにより定める. このときf−1
([
0, 1

2

])を求
めよ.



27. Nから集合{0, 1}への写像全体F = {0, 1}Nを考える. 各n ∈ Nと
i ∈ {0, 1}に対し, Fの部分集合C(n, i)をC(n, i) = {f ∈ F f(n) = i}
により定める. またFの部分集合からなる集合Eを

E =

{
A ⊂ F

Aは有限個のC(n1, ii), . . . , C(nk, ik)の積
集合として表せる.

}
により定める. このとき次のことは成り立つか.

(1) A,B ∈ E ⇒ A ∩B ∈ E .
(2) A ∈ E ⇒ Ac ∈ E .
(3) A,B ∈ E ⇒ A ∪B ∈ E .
(4) A1, A2, · · · ∈ E ⇒

∞
∪

n=1
An ∈ E .

(5) A1, A2, · · · ∈ E ⇒
∞
∩

n=1
An ∈ E .



1.4 直積,直和
【定義 1.4.1】 {Xi i ∈ I}をIで添字付けられた集合族とする. Iから⋃

i∈I Xiへの写像fであって∀i ∈ I(f(i) ∈ Xi)となるものの全体を
{Xi i ∈ I}の直積といい,

∏
i∈I Xiと書く. 直積の元fを(xi : i ∈ I)とい

う記号で表す. ただしxi = f(i)である.

つまり

∏
i∈I

Xi =

f ∈

(⋃
i∈I

Xi

)I

∀i ∈ I(f(i) ∈ Xi)


= {(xi : i ∈ I) ∀i ∈ I(xi ∈ Xi)} .

特にI = {1, 2, . . . , n}やI = Nのとき,
∏

i∈I Xiを
∏n

i=1 Xiや
∏∞

i=1 Xiと
も書く.



【定義 1.4.2】 集合族{Xi i ∈ I}に対し, 直積I ×
⋃

i∈I Xiの部分集合∐
i∈I Xiを以下で定め, 集合族{Xi i ∈ I}の直和または非交和という.

つまり ∐
i∈I

Xi = {(i, x) i ∈ I, x ∈ Xi} ⊂ I ×
⋃
i∈I

Xi.



問題
28. 直積∏2

i=1 XiからX1 ×X2(定義 1.2.1 8)への写像
ϕ :
∏2

i=1 Xi → X1 ×X2 をϕ(f) = (f(1), f(2))で定める. ϕは全単射で
あることを示せ.



29. 集合族{Xi i ∈ I}に対し, 直和∐i∈I Xiから和集合
⋃

i∈I Xiへの写像
π :
∐

i∈I Xi →
⋃

i∈I Xi をπ(i, x) = xで定める. πは全射であることを
示せ.

さらに, 任意のi, j ∈ I (i ̸= j)に対しXi ∩Xj = ∅であれば, πは全単射
であることを示せ.



1.5 関係
【定義 1.5.1】 X, Y を集合とする. 直積集合X × Y の部分集合をXとY

の間の関係またはXからY への対応という.

特にX = Y であるとき X 上の関係 という.

RをXとY の間の関係, すなわちR ⊂ X × Y とする. Xの要素x ∈ XとY

の要素y ∈ Y について, (x, y) ∈ RであるときxRy と書く.



1.6 同値関係
【定義 1.6.1】 集合X上の関係∼（つまり∼⊂ X ×X）が次の3つの条件:

(i)（反射律） x ∼ x,

(ii)（対称律） x ∼ y ⇒ y ∼ x,

(iii)（推移律） x ∼ yかつy ∼ z ⇒ x ∼ z

をみたすとき, 関係∼は集合X上の同値関係 であるという.



【定義 1.6.2】 関係∼を集合X上の同値関係とする. Xの要素a ∈ Xに対
し, aと同値な要素全体のなすXの部分集合

Ca = {x x ∈ X, x ∼ a} ⊂ X

をaの同値類という. 同値類は次の性質を持つ（問題30参照）:

(i) a ∈ Ca,

(ii) a ∼ b ⇒ Ca = Cb,

(iii) a ̸∼ b ⇒ Ca ∩ Cb = ∅.

したがって, 同値類の全体のなす集合{Ca a ∈ X} はXを互いに素な部分
集合に, 余すところなく分割する. この分割を同値関係∼によるXの類
別という.

同値類の全体{Ca a ∈ X}をX/∼と書き, 同値関係∼によるXの商集
合という.



またa ∈ XをCa ∈ X/∼にうつす写像

X // X/∼

a

∈ � // Ca

∈

を自然な写像 あるいは商写像, 自然な射影などという.



問題
30. 集合X上の同値関係∼によるa ∈ Xの同値類をCaで表すとき, 次のこと
が成り立つことを示せ.

(1) a ∈ Ca

(2) a ∼ b ⇒ Ca = Cb

(3) a ̸∼ b ⇒ Ca ∩ Cb = ∅



31. n ∈ Nとする. a, b ∈ Zに対し, a− bがnで割り切れるときa ≡ b

(mod n)と記す. この関係≡はZ上の同値関係であることを示せ. また,

この関係によるZの商集合はどのような集合か.



32. 平面上の図形に関する次の各関係は同値関係であることを示せ.

(1) ふたつの三角形が合同（≡）である.

(2) ふたつの三角形が相似（∝）である.

(3) ふたつの三角形の面積が等しい（=）.

(4) ふたつの直線が平行（//）である（ただし二直線が一致する場合も平行
であるとみなす）.



33. Rにおいて, x ∼ y⇔
def

x− y ∈ Zにより関係∼を定めると, これは同値関
係であることを示せ.



34. N× Nにおいて, (l,m) ∼ (p, q)⇔
def

l + q = m+ pにより関係∼を定める
と, これは同値関係であることを示せ. また, N× N/∼はどのような集
合か.



35. X, Y を集合, f : X → Y を写像とする. Xにおける関係∼を
x ∼ y⇔

def
f(x) = f(y)により定めると, これは同値関係であることを

示せ.

Xのこの関係∼による商集合をXとする： X = X/∼. π : X → Xを自
然な写像, すなわちx ∈ Xに, xを含む同値類Cx ∈ Xを対応させる写像
とする. このとき, πは全射であることを示せ. また, 単射f : X → Y が
存在して, f = f ◦ πと表されることを示せ.

X
f //

π

��

Y

X

∃f

??



36. Xを平面上の三角形全体の集合とする. 問題32 (1)の記号で, X/≡はど
のような集合か.



37. Xを平面上の三角形全体の集合とする. 問題32 (2)の記号で, X/∝はど
のような集合か.



38. Xを平面上の三角形全体の集合とする. 問題32 (3)の記号で, X/=はど
のような集合か.



39. Y を平面上の直線全体の集合とする. 問題32 (4)の記号で, Y/ //はどの
ような集合か.



40. 問題33で定めたR上の同値関係∼を考えると, 各実数xは区間 [0, 1)内の
ひとつの実数と同値であり, また, [0, 1)内の相異なるふたつの実数は同
値でない. さらに0 ∼ 1であるから, R/∼は, 周の長さが1の円周とみな
すことができる.

このことにならって, R×Rにおける次の同値関係による商集合はどう考
えればよいかを調べよ.

(1) (x, y) ∼ (z, w)⇔
def

x− z ∈ Z かつ y = w

(2) (x, y) ≃ (z, w)⇔
def

x− z ∈ Z かつ y − w ∈ Z



41. Eを集合とする. Eの巾集合P(E)における関係∼を, A ∼ B⇔
def

A△B

が有限集合, により定める. ここでA△BはAとBの対称差（問題
22 (4)参照）である. また, 空集合∅は有限集合である（定義 1.8.2参
照）. このとき, 次の問に答えよ.

(1) ∼は同値関係であることを示せ.

(2) 空集合∅と同値な集合は何か.



42. N2 = N× Nにおいて, 関係∼を(m,n) ∼ (p, q)⇔
def

mq = npにより定め
る. このとき, 次の問に答えよ.

(1) 関係∼は同値関係であることを示せ.

(2) この関係∼による商集合をE = N2/∼とし, π : N2 → Eを商写像とす
るとき, π(m,n)⊖ π(p, q) = π(mp, nq)によって, Eにおける演算（す
なわち, 写像E × E → E）が定められることを示せ.

注このためには, ⊖がwelldefinedであることを示す必要がある. すなわ
ち, π(m,n) = π(m′, n′), π(p, q) = π(p′, q′)のとき
π(mp, nq) = π(m′p′, n′q′)であることを示さなくてはならない.



(3) 写像f : N → Eを, f(n) = π(n, 1)によって定めると, fは単射であり,

f(mn) = f(m)⊖ f(n)であることを示せ.

(4) (m,n), (p, q) ∈ N2とする. 等式π(m,n)⊖ x = π(p, q) をみたすよう
な元x ∈ Eを求めよ.



43. Xを集合とし, SをX上の関係, すなわち部分集合S ⊂ X ×Xとする.

(1) R0 = X ×XをX上の関係とみると, これは同値関係であることを示
せ. また, x, y ∈ XがxR0yであるのはどのようなときか.

(2) X上の関係RSを
RS =

⋂
S⊂R⊂X×X
Rは同値関係

R

により定める. このときRSはX上の同値関係であることを示せ. この
同値関係を S の生成する同値関係という.

(3) 関係∼をX上の同値関係で, 任意のx, y ∈ XについてxSy ⇒ x ∼ yで
あるものとする. このとき, x ∈ Xの∼による同値類をC∼

x , RSによる
同値類をCS

x とすると, CS
x ⊂ C∼

x であることを示せ.



44. Xを集合, A ⊂ Xを空でない部分集合とし, A×A ⊂ X ×Xの生成する
X上の同値関係を∼とする. このとき, x ∼ y ⇔ 「x = yまたは
x, y ∈ A」であることを示せ. また, この同値関係による商集合はどのよ
うなものか.



45. Xを集合, Gを群とする. 写像

µ : G×X → X

が次の条件をみたすとき, 群Gが集合Xに左から（µにより）作用すると
いう:

(i) µ(g, µ(k, x)) = µ(gk, x)

(ii) µ(e, x) = x

ただしe ∈ GはGの単位元. しばしばµ(g, x) ∈ Xをg · xと書く. この書
き方を用いると, 上の条件は

(i) g · (k · x) = (gk) · x
(ii) e · x = x

となる.

X上の関係∼をx ∼ y⇔
def

∃g ∈ G : y = g · xにより定める. ∼は同値関係
であることを示せ.



46. X,Y を集合, ≃,≈をそれぞれX,Y 上の同値関係とする.

(1) X × Y における関係∼を,

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔
def

x ≃ x′ かつ y ≈ y′

と定めると, ∼はX × Y 上の同値関係であることを示せ.

(2) X × Y/∼と(X/≃)× (Y/≈)の間の全単射をひとつつくれ.



1.7 順序関係
【定義 1.7.1】 集合X上の関係≤が次の3つの条件:

(i)（反射律） x ≤ x,

(ii)（反対称律） x ≤ yかつy ≤ x ⇒ x = y,

(iii)（推移律） x ≤ yかつy ≤ z ⇒ x ≤ z

をみたすとき, 関係≤は集合X上の順序関係 または半順序関係であるとい
う. またこのときXを順序集合または半順序集合という.

順序集合Xのふたつの要素x, yがx ≤ yかy ≤ xの少なくとも一方をみた
しているとき, xとyは比較可能であるという. Xの任意のふたつの要素が
比較可能であるとき, この順序を全順序 または線形順序 といい, Xを全順
序集合という.



【定義 1.7.2】 Xを順序集合, A ⊂ Xを部分集合とする.

1. Xの要素x ∈ XがAの上界である⇔
def
任意のa ∈ Aに対しa ≤ xである.

2. Xの要素x ∈ XがAの下界である⇔
def
任意のa ∈ Aに対しx ≤ aである.

3. Aが上界を持つとき, Aは上に有界 であるという.

Aが下界を持つとき, Aは下に有界 であるという.

4. Aの要素Mで, Aの上界であるものが存在するとき, MをAの最大元と
いう. 最大元は存在すればただひとつであるので, それをmaxAと書く.

5. Aの要素mで, Aの下界であるものが存在するとき, mをAの最小元とい
う. 最小元は存在すればただひとつであるので, それをminAと書く.

6. Aの上界全体のなす集合に最小元が存在するとき, それをA の上限また
は最小上界といってsupAで表す.

7. Aの下界全体のなす集合に最大元が存在するとき, それをA の下限また
は最大下界といって inf Aで表す.

8. M ∈ Aとする. M ≤ aかつM ̸= aとなるAの要素a ∈ Aが存在しない
とき, （つまり, Mより大きい要素がAの中にないとき）MをAの極大



元という.

9. m ∈ Aとする. a ≤ mかつm ̸= aとなるAの要素a ∈ Aが存在しないと
き, （つまり, mより小さい要素がAの中にないとき）mをAの極小元と
いう.



【定義 1.7.3】 X, Y を順序集合とする. 写像f : X → Y は, 任意の
x, x′ ∈ Xに対し, x ≤ x′ならばf(x) ≤ f(x′)となるとき, 順序を保つと
いう.



問題
47. Nにおいて, mがnの約数であることをm|nで表すとき, この関係 |は順
序であることを示せ.



48. Xを集合とする. 巾集合P(X)において, 包含関係⊂は順序であるが, 線
形順序ではないことを示せ.



49. X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}とする. a, b ∈ Xに対し, a ≤ b⇔
def

aがbの
約数と定義したとき, この順序に関して, 次のものを求めよ.

(1) Xの最大元と最小元
(2) Xの極大元と極小元
(3) supXと infX

(4) A = {1, 2, 3} ⊂ Xのとき, supAと inf A

(5) A = {6, 7, 8} ⊂ Xのとき, supAと inf A



50. Xを空でない集合とする. F ⊂ P(X)が次の3つの条件をみたしている
とする.

(i) ∅ ̸∈ F , X ∈ F
(ii) A ∈ FかつA ⊂ B ⇒ B ∈ F
(iii) A,B ∈ F ⇒ A ∩B ∈ F
（このときFはX上のフィルターであるという.）
XからRへの写像全体のなす集合RXにおける関係∼

F
を以下のように定

める.
f ∼

F
g⇔

def
{x ∈ X f(x) = g(x)} ∈ F

(1) ∼
F
は同値関係であることを示せ.

RXを同値関係∼
F
で類別し, f ∈ RXの同値類をCfで表す. Cf , Cgの間

に関係≤を以下のように定める.

Cf ≤ Cg ⇔
def

{x ∈ X f(x) ≤ g(x)} ∈ F



(2) この関係≤がwelldefinedであることを示せ.

(3) この関係≤はRX/∼
F
上の順序関係であることを示せ.

(4) この順序≤が線形順序かどうかを調べよ.



51. Xを集合, Y を順序集合とする. f, g ∈ Y Xに対し
f ≤ g⇔

def
∀x ∈ X : f(x) ≤ g(x)と定義したとき, 関係≤はY X上の順序

関係であることを示せ.



52. 集合{0, 1}に普通の, つまり0 < 1という順序をいれる. Xを集合とし,

2Xに, 問題51の順序をいれる. このとき問題21の写像χ : P(X) → 2X

は順序を保つことを示せ. ただしP(X)には包含関係で順序をいれる(問
題48).



53. Pを順序集合, X ⊂ Pとする. 任意のx ∈ Xと, 任意のy ∈ P (y ≥ x)に
対し, y ∈ Xとなるとき, Xを upper set という. また, 任意のx ∈ Xと,

任意のy ∈ P (y ≤ x)に対し, y ∈ Xとなるとき, Xを lower set という.

Xが upper set ならばXcは lower set か？



54. Pを有限順序集合とする. 単射f : P → Pが, 任意のx ∈ Pに対し,

x ≤ f(x)をみたせば, fは恒等写像である.



1.8 集合の濃度
【定義 1.8.1】 ふたつの集合AとBの間に全単射が存在するとき, AとB

は対等であるといい, A ∼ Bで表す. このときAとBは同じ濃度あるいは
同じ基数を持つという. Aの濃度*3を]Aや |A|で表す.

*3 ここでは, 「同じ濃度を持つ」ことは定義したが, 「濃度」は定義していない. 濃度の定
義には少し準備が必要なので集合論の本を参照せよ.



【定義 1.8.2】 nを自然数とする. 集合{1, 2, . . . , n}と対等な集合の濃度
はnと定義する. また空集合∅の濃度は0と定める. 濃度がnまたは0 であ
る集合を有限集合という. 有限集合でない集合を無限集合という.



【定義 1.8.3】 自然数全体の集合Nと対等な集合を可算集合という. 可算
集合の濃度を ℵ0（アレフゼロ）で表す. 有限集合と可算集合を総称してた
かだか可算な集合という.

実数全体の集合Rは可算ではない. Rの濃度を連続体の濃度 という.



【定義 1.8.4】 αとβを与えられた濃度とする. A, Bを |A| = α, |B| = β

であるような集合とすると, 集合A
∐

B, A×B, ABの濃度はA, Bの選び
方によらずα, βのみにより定まる. そこでαとβの和α+ β, 積αβ, 巾αβ

を次のように定義する.

1. α+ β = |A
∐

B|
2. αβ = |A×B|
3. αβ = |AB |



【定義 1.8.5】 A, Bを集合とする. AがBのある部分集合と対等であると
き, |A| ≤ |B|と書く. |A| ≤ |B|かつ |A| ̸= |B|であるとき, |A| < |B|とか
いて, |A|は |B|より小さいあるいは |B|は |A|より大きいという.



【Cantorの定理】 |X| < P(X)（あるいは |X| < 2|X|）



【Bernsteinの定理】 |X| ≤ |Y |かつ |Y | ≤ |X|ならば |X| = |Y |



【濃度比較可能定理】 任意の濃度α, βに対して, α < β, α = β, α > βの
いずれかひとつが成立する.



問題
55. Cantorの定理を以下のように証明せよ.

Xを与えられた集合とする.

(1) |X| ≤ |P(X)|を示せ.

次に, |X| = |P(X)|と仮定すると, 定義から, 全単射f : X → P(X)が存
在する. このfを用いて

A = {x ∈ X x ̸∈ f(x)}

とおく.

(2) 集合Aを用いて矛盾を導け.



56. 次を示せ.

(1) ℵ0 + ℵ0 = ℵ0

(2) ℵ0 · ℵ0 = ℵ0

(3) ℵn
0 = ℵ0

(4) ℵℵ0
0 ̸= ℵ0



57. 集合の濃度に関しての不等式 |A| ≤ |B|は順序関係の条件をみたすことを
示せ.



58. 可算個の可算集合A1, A2, . . . ,の和
∞
∪

n=1
Anは可算であることを示せ.



59.(1) N× NとNの濃度は等しいことを示せ.

(2) Q×QとQの濃度は等しいことを示せ.

(3) R× RとRの濃度は等しいことを示せ.



60.(1) Rから{0, 1}への写像全体の濃度はRの濃度より大きいことを示せ.

(2) RからRへの関数全体の濃度はRの濃度より大きいことを示せ.



61. R上の互いに交わらない区間（ただし1点でも空でもないとする）は, ど
ううまくとっても高々可算個しかとれないことを示せ.



62. Xを平面上の円盤全体の集合とする.

(1) Xの濃度はRの濃度と等しいことを示せ.

(2) Y をXの部分集合で, 任意のD1, D2 ∈ Y に対し,

D1 ̸= D2 ⇒ D1 ∩D2 = ∅となっているものとする. このとき, Y の濃
度は高々可算であることを示せ.



63. NからRへの関数全体の濃度はRの濃度と等しいことを示せ.



64. RからRへの連続関数全体の濃度はRの濃度と等しいことを示せ.



1.9 選択公理, Zornの補題, 整列可能定理
【選択公理】 {Xi}i∈Iを集合Iで添字付けられた集合族で, 任意のi ∈ Iに
ついてXi ̸= ∅とする. このとき, 各i ∈ Iに対しXiの要素を選んで対応さ
せる写像が存在する. つまり, 写像ϕ : I → ∪

i∈I
Xiで, 任意のi ∈ Iに対し

ϕ(i) ∈ Xiとなるものが存在する. このことは∏i∈I Xi ̸= ∅とも表せる.



【定義 1.9.1】 Xを順序集合とする. Xの任意の全順序部分集合（すなわ
ちXの部分集合で全順序部分集合になっているもの）が上界を持つとき,

Xを帰納的順序集合という



【Zornの補題】 帰納的順序集合は少なくともひとつの極大元を持つ.



【定義 1.9.2】 集合Xが整列集合であるとは, Xが全順序集合であり, X

の空でない任意の部分集合が最小限を持つことである.



【整列可能定理】 任意の集合は, うまく順序を定義してやることで整列集
合にすることができる.



【定理 1.9.3】 選択公理, Zornの補題および整列可能定理は互いに同値で
ある.



問題
65. Xを無限集合とする. このとき次のことを示せ.

(1) a ∈ Xを固定する. Fa = {A A ⊂ X, a ∈ X}とおくと, FaはX上
の極大なフィルターであることを示せ. ただしフィルターの間の順序
は, F1 ≤ F2 ⇔

def
F1 ⊂ F2により定める. また, フィルターの定義は問題

50参照.

(2) F0 =
{
A A ⊂ X, Acは有限集合}とおくと, F0はフィルターである

ことを示せ. また, 極大フィルターではないことを示せ. （ヒント： B

もBcもF0に属さない集合を考えて, G = {A A ⊂ X, B ∪A ∈ F0}
を考える.）

(3) F0を含む極大フィルターが存在することをZornの補題により証明
せよ.



66. Rの部分集合Hで, 次の条件をみたすものが存在することを示せ.

条件： 任意のr ∈ Rは, 有限個のh1, . . . hn ∈ Hと, 有限個の
q1, . . . , qn ∈ Qを用いて,

r = q1h1 + · · ·+ qnhn

とただひととおりに表せる.

（ヒント：Rの部分集合で, Q上一次独立な集合の全体を考え, Zornの補
題を使う. ここに, A ⊂ RがQ上一次独立とは, 有限個のa1, . . . , an ∈ A

を任意にとるとこれらがQ上一次独立である, すなわち,

q1a1 + · · ·+ qnan = 0となるq1, . . . , qn ∈ Q はq1 = · · · = qn = 0しかな
いことをいう.）



1.10 実数の上限, 下限, 上極限, 下極限
【Weierstrassの定理】 実数全体の集合Rに数の大小関係による順序を与
えて順序集合とみる. このとき, Rの空でない任意の部分集合は, 上に（下
に）有界ならば, その上限（下限）が存在する.



【定理 1.10.1】 集合Rを, Rに2点{+∞,−∞}をつけ加えた集合とする.

任意のx ∈ Rに対し−∞ < x < +∞と定めると, Rの順序とあわせて, Rは
順序集合になる.

Rにおいては, Weierstrassの定理が, 空集合や有界でない集合に対しても成
り立つ. つまり, A ⊂ Rが上に有界でなければsupA = +∞といった具合
である.



【定義 1.10.2】 {an}を実数列とする.

数列{an}をan = sup {ai i ≥ n}により定める. この数列の下限
inf {an n ∈ N}を, もとの数列{an}の上極限 といい, lim sup anで表す.

つまり,

lim sup an = inf {an n ∈ N} = inf
n

(
sup
i≥n

ai

)
同様に数列{an}をan = inf {ai i ≥ n}により定める. この数列の上限
sup {an n ∈ N}を, もとの数列{an}の下極限 といい, lim inf anで表す.

つまり,

lim inf an = sup {an n ∈ N} = sup
n

(
inf
i≥n

ai

)



問題
67. A ⊂ Rが次の集合のとき, supA, inf A, maxA, minAを求めよ.

(1) A = (0, 1)

(2) A = [0, 1)

(3) A =
{

n+1
n n = 1, 2, . . .

}
(4) A =

{
1
n n = 1, 2, . . .

}
∪ {n n = 1, 2, . . . }

(5) A = {sinn n = 1, 2, . . . }



68. A ⊂ Rとする. 次を示せ.

(1) supA ≤ b ⇔ ∀a ∈ A, b ≥ a

(2) supA ≥ b ⇔ ∀ε > 0, ∃a ∈ A, b− ε < a

(3) inf A ≥ b ⇔ ∀a ∈ A, b ≤ a

(4) inf A ≤ b ⇔ ∀ε > 0, ∃a ∈ A, b+ ε > a



69. A,Bを上に有界な実数の集合とし, A+B = {a+ b a ∈ A, b ∈ B}と
する. このとき次のことを示せ.

(1) sup(A ∪B) = max {supA, supB}
(2) sup(A+B) = supA+ supB



70. 有界な実数列{an}∞n=1に対して, an = sup {ai i ≥ n},
an = inf {ai i ≥ n}とおくと, 数列{an}は単調増加, {an}は単調減少
となることを示せ.



71. 実数列{an}について次の問に答えよ. ただしb ∈ Rとする.

(1) 次を示せ.

lim sup an = b

⇔ 任意のε > 0に対し次の i, iiが成り立つ.

i. ある番号n0から先のiではai < b+ εである
ii. 無限個の番号iに対してai > b− εである

(2) 次の□の中を埋めて正しい命題にせよ.

lim inf an = b

⇔ 任意のε > 0に対し次の i, iiが成り立つ.

i. ある番号n0から先のiでは である
ii. 無限個の番号iに対して である



72. 実数列{an}について, lim inf an ≤ lim sup anを示せ.



73. 実数列{an}について,

lim
n→∞

anが存在する⇔ lim inf an = lim sup an

であることを示せ. またこのとき,

lim
n→∞

an = lim inf an = lim sup an

であることを示せ.



74. 次で与えられる数列{an}の上極限と下極限を求めよ.

(1) an = (−1)n

(2) an =
(
1 + 1

n

)
· (−1)n

(3) an = sin n
3π

(4) an =
(
1
2 + (−1)n

)n
(5) an = sinn



75. 実数列{an}について, lim inf an = lim
n→∞

an, lim sup an = lim
n→∞

anを示
せ. ただしan, anは問題70で定めたものである.



76. 実数列{an}, {bn}およびp ∈ Rについて以下のことを示せ.

(1) lim sup(−an) = − lim inf an
(2) ∀n, an ≤ bn ⇒ lim sup an ≤ lim sup bnかつ lim inf an ≤ lim inf bn
(3) p > 0ならば, lim sup pan = p lim sup anかつ

lim inf pan = p lim inf an
(4) p < 0ならば, lim sup pan = p lim inf anかつ

lim inf pan = p lim sup an



77. 実数列{an}, {bn}について以下の不等式を示せ. また, 等号が成立しな
い例を挙げよ.

(1) lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn
(2) lim inf(an + bn) ≥ lim inf an + lim inf bn
以下an > 0, bn > 0とする.

(3) lim sup(anbn) ≤ (lim sup an) (lim sup bn)

(4) lim inf(anbn) ≥ (lim inf an) (lim inf bn)



78. 実数列{an}, {bn}について, {an}が収束列であるとき次の等式を示せ.

(1) lim sup(an + bn) = lim sup an + lim sup bn
(2) an > 0, bn > 0のとき,

lim sup(anbn) =
(
lim
n→∞

an

)
lim sup bn



79. an > 0である実数列{an}とα ∈ Rについて, 次を示せ.

(1) lim sup an

an−1
< αとすると, ある番号n0があって, n > n0に対し

an < αn−n0an0
となる.

(2) lim sup n
√
an ≤ lim sup an

an−1

(3) lim inf an

an−1
≤ lim inf n

√
an



1.11 追加
問題

80. X, Y を集合, f : X → Y を写像とする.

(1) fは全単射⇔ ∃g : Y → X, g ◦ f = 1X , f ◦ g = 1Y .

(2) fは単射
⇔

∀Z, ∀u, v : Z → X (f ◦ u = f ◦ v ⇒ u = v);

Z
u //
v

// X
f // Y .

(3) fは全射
⇔



∀Z, ∀u, v : Y → Z (u ◦ f = v ◦ f ⇒ u = v);

X
f //Y

u //
v

//Z .



81. {Xi i ∈ I}を集合Iで添字付けられた集合族とする.

(1) 各j ∈ Iに対し, 写像pj :
∏

i∈I Xi → Xjをp((xi)) = xjにより定める.

（これを標準的射影という.）Aを集合とし, 各i ∈ Iに対し写像
fi : A → Xiが与えられているとする. このとき, 写像
f : A →

∏
i∈I Xiで, 全てのi ∈ Iに対しpi ◦ f = fiをみたすものがた

だひとつ存在することを示せ.

(2) 各j ∈ Iに対し, 写像ιj : Xj →
∐

i∈I Xiをιj(x) = (j, x)により定め
る. （これを標準的包含という.）Aを集合とし, 各i ∈ Iに対し写像
fi : Xi → Aが与えられているとする. このとき, 写像
f :
∐

i∈I Xi → Aで, 全てのi ∈ Iに対しιi ◦ f = fiをみたすものがた
だひとつ存在することを示せ.



A

fi

��

f //
∏
i∈I

Xi

pi

��

A
∐
i∈I

Xi
foo

Xi Xi

fi

\\

ιi

??



82. X, Y , Zを集合, f : X → Z, g : Y → Zを写像とする. 以下で定義され
るX × Y の部分集合

X ×Z Y = {(x, y) f(x) = g(y)} ⊂ X × Y

をXとY のZ上のファイバー積という. 写像g′ : X ×Z Y → X,

f ′ : X ×Z Y → Y をそれぞれg′(x, y) = x, f ′(x, y) = yにより定める.

次の問に答えよ.

(1) f ◦ g′ = g ◦ f ′を示せ.

(2) Aを集合, u : A → X, v : A → Y を写像でf ◦ u = g ◦ vをみたすもの
とする. このとき, 写像h : A → X ×Z Y でu = g′ ◦ h, v = f ′ ◦ hをみ
たすものがただひとつ存在することを示せ.

(3) fが単射ならば, f ′も単射であることを示せ.

(4) fが上への写像ならば, f ′もそうであることを示せ.

(5) Y がZの部分集合で, g : Y ↪→ Zが包含写像であるとする. このとき,

全単射h : f−1(Y ) → X ×Z Y でg′ ◦ h : f−1(Y ) → Xが包含写像,

f ′ ◦ h : f−1(Y ) → Y がfのf−1(Y )への制限となっているものがただ



ひとつ存在することを示せ.

A
u

&&
v

  

h ##
X ×Z Y

g′
//

f ′

��

X

f

��
Y

g
// Z.



83. X, Y , Zを集合, f : Z → X, g : Z → Y を写像とする. 標準的包含によ
りX, Y をX

∐
Y の部分集合とみなす. X

∐
Y における関係

R = {(f(z), g(z)) z ∈ Z}

の生成する同値関係を考え, これによるX
∐

Y の商集合をX
∐

Z Y で表
し, XとY のZによる融合和という. 写像g′ : X → X

∐
Z Y ,

f ′ : Y → X
∐

Z Y を標準的包含と自然な射影の合成とする. 次の問に答
えよ.

(1) g′ ◦ f = f ′ ◦ gを示せ.

(2) Aを集合, u : X → A, v : Y → Aを写像でu ◦ f = v ◦ gをみたすもの
とする. このとき, 写像h : X

∐
Z Y → Aで, u = h ◦ g′, v = h ◦ f ′を

みたすものがただひとつ存在することを示せ.

(3) Eを集合とする. X,Y ⊂ E, Z = X ∩ Y で, f : Z → X, g : Z → Y が
包含写像であるとき, X

∐
Z Y は自然にX ∪ Y と同一視できることを

示せ.

「自然に」とはどういうことだろうか.



A

X
∐

Z
Y

h

bb

X
g′

oo

u

ll

Y

f ′

OO
v

UU

Z

f

OO

g
oo



84. X, Y を集合, f, g : X → Y を写像とする.

(1) Xの部分集合Kを

K = {x f(x) = g(x)} ⊂ X

により定め, k : K ↪→ Xを包含写像とする.

Aを集合, u : A → Xを写像で, f ◦ u = g ◦ uをみたすものとする. こ
のとき, 写像h : A → Kでu = k ◦ hをみたすものがただひとつ存在す
ることを示せ.

(2) Y × Y の部分集合

{(f(x), g(x)) x ∈ X} ⊂ Y × Y

の生成する同値関係によるY の商集合をCとし, q : Y → Cを商写像
とする.

Aを集合, u : Y → Aを写像で, u ◦ f = u ◦ gをみたすものとする. こ
のとき, 写像h : C → Aでu = h ◦ qをみたすものがただひとつ存在す
ることを示せ.



K
k // X

f //
g

// Y X
f //
g

// Y
q //

u

��

C

h��
A

u

OO

h

``

A



第2章

距離空間



2.1 距離空間
【定義 2.1.1】 Xを集合とする. X ×X上定義された実数値関数

d : X ×X → R

が次の３つの条件をみたすときX上の距離関数という.

(i) 1. 任意のx, y ∈ Xについてd(x, y) ≥ 0

2. d(x, y) = 0 ⇔ x = y

(ii) 任意のx, y ∈ Xについてd(x, y) = d(y, x)

(iii) (三角不等式) 任意のx, y, z ∈ Xについてd(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

集合Xとその上の距離関数dが与えられたとき, 組(X, d)を距離空間とい
う. またx, y ∈ Xに対し実数d(x, y)をxとyの距離という.



【定義 2.1.2】 (X, d)を距離空間とする.

1. 点x ∈ Xとε ∈ Rに対し, 集合U(x, ε) = {y ∈ X d(x, y) < ε} ⊂ Xを
点xのε近傍 という.

2. O ⊂ XがXの開集合⇔
def

∀x ∈ O に対し∃ε > 0, U(x, ε) ⊂ O

3. F ⊂ XがXの閉集合⇔
def

F cがXの開集合.

4. U ⊂ Xが点xの近傍⇔
def

x ∈ O ⊂ Uとなる開集合Oが存在する.

5. 点x ∈ Xの近傍全体のなす集合をxの近傍系といいU(x)と書く.

U(x)の部分集合U∗(x)がxの基本近傍系である⇔
def

∀U ∈ U(x), ∃V ∈ U∗(x), V ⊂ U

6. A ⊂ Xに対し, Aに含まれるXの開集合全体の和集合をAoで表し, Aの
内部または開核という.

Aoの点をAの内点という.

7. A ⊂ Xに対し, (Ac)oをAの外部といい, Aeで表す.

Aeの点をAの外点という.



8. A ⊂ Xに対し, Aの内部および外部を除くXの点全体をAの境界といい,

Afで表す.

9. A ⊂ Xに対し, Aを含むXの閉集合全体の共通集合をAで表し, Aの閉
包という.

Aの点をAの触点という.



【定義 2.1.3】 距離空間(X, d)の点列{xn}∞n=1が点a ∈ Xに収束する⇔
def

aの任意の近傍Uに対し, ある番号n0が存在して, n ≥ n0 ならばxn ∈ Uと
なる.

このときaを点列{xn}の極限点といい, lim
n→∞

xn = aあるいは
xn → a (n → ∞)と表す.



【定義 2.1.4】 (X, d)を距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする.

1. x ∈ XがAの集積点である⇔
def

xの任意の近傍Uに対し,

(A− {x}) ∩ U ̸= ∅
2. Aの集積点全体をAの導集合といい, A′で表す.

3. Aの点a ∈ AがAの孤立点である⇔
def

aがAの集積点でない.



【定義 2.1.5】 (X, d)を距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする.

1. AがXで稠密（dense）である⇔
def

A = X

2. (X, d)が可分⇔
def
ある可算部分集合が存在して, これがXで稠密である.

3. Aが全疎である⇔
def

(
A
)o

= ∅



【定義 2.1.6】 1. 距離空間(X, d)の点列{xn}が基本列である⇔
def

∀ε > 0

に対し, ある番号n0が存在して, m,n ≥ n0ならばd(xm, xn) < εとなる.

2. 距離空間(X, d)が完備⇔
def

Xの任意の基本列が収束する.



【定義 2.1.7】 距離空間(X, d)がコンパクト⇔
def

Xの任意の無限部分集合
は少なくともひとつ集積点を持つ.



【定義 2.1.8】 (X, d)を距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする.

δ(A) = sup {d(x, y) x, y ∈ A}をAの直径という.



【定義 2.1.9】 距離空間(X, d)が全有界である⇔
def
任意のε > 0に対し, あ

る自然数nと, Xの部分集合Ui, (i = 1, 2, . . . , n)でδ(Ui) < εであるもの
が存在して, X =

n
∪
i=1

Uiとなる.



【定義 2.1.10】 (X, dX), (Y, dY )を距離空間, f : X → Y を写像とする.

1. fが点a ∈ Xで連続である
⇔
def

f(a)の任意の近傍V に対し, aのある近傍Uが存在して, f(U) ⊂ V と
なる.

⇔ 任意のε > 0に対し, あるδ > 0が存在して,

dX(x, a) < δ ⇒ dY (f(x), f(a)) < εとなる.

2. fがXの各点で連続であるときfを連続写像 という.



【定義 2.1.11】 (X, dX), (Y, dY )を距離空間とする.

写像f : X → Y が一様連続 である
⇔
def
任意のε > 0に対し, あるδ > 0が存在して,

dX(x, y) < δ ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε となる.



問題
85. 次の関数はR上の距離関数になるか.

(1) f(x, y) = ||x| − |y||
(2) f(x, y) = |x3 − y3|



86. dをX上の距離関数としたとき, 次の関数はX上の距離関数になること
を示せ.

(1) d′(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
（ヒント：a ≥ 0, b ≥ 0であるとき a+b

1+a+b ≤ a
1+a + b

1+bを示せ.）
(2) d′(x, y) = min {1, d(x, y)}



87. Aが以下で与えられるとき, Ao, Ae, Af , A,A′を求めよ.

(1) A =

{
1

n
n ∈ N

}
⊂ R

(2) A =

{
m+

1

n
m,n ∈ N

}
⊂ R

(3) A =
{
(x, y) ∈ R2 y > x2

}
⊂ R2

(4) A ={
(x, y) ∈ R2 tについての方程式 t2 + xt+ y = 0が実根を持つ} ⊂

R2

(5) A =
{
(x, y) ∈ R2 x ∈ Q, y ∈ Q

}
⊂ R2



88. 集合Xにおいて
d(x, y) =

{
1, x ̸= y

0, x = y

と定義する.

(1) dはX上の距離関数になることを示せ.

(2) 距離空間(X, d)の開集合はどのようなものか.



89. 距離空間(X, d)において, 基本列の集積点は高々一点であり, 存在すれば
それに収束することを示せ.



90. (X, d)を距離空間とする. Xの部分集合A,Bに対し,

d(A,B) = inf
a∈A,b∈B

d(a, b)とおく.

(1) d(A,B) > 0ならばA ∩B = ∅であることを示せ.

(2) Aが一点からなる集合A = {a}, Bが閉集合であるとき, A ∩B = ∅な
らばd(A,B) > 0であることを示せ.

(3) 任意の部分集合Bについて, ρB(x) = d(x,B)で与えられる関数はX

上の連続関数であることを示せ.

(4) Aがコンパクト, Bが閉集合であるとき, A ∩B = ∅ならば
d(A,B) > 0であることを示せ.



91. R2の部分集合A,Bを

A = {(x, 0) x ∈ R}
B = {(x, y) y = ex}

により定める.

(1) AもBも閉集合であることを示せ.

(2) d(A,B)を求めよ.



92. 次の命題は一般には成立しない. 反例を挙げよ.

(1) Rの開集合の可算無限族{On n ∈ N}に対して ∞
∩

n=1
Onも開集合で

ある.

(2) F ⊂ Rが閉集合, f : R → Rが連続ならばf(F )は閉集合である.



93. Xを集合, F (X)をX上の実数値有界関数全体のなす集合とする.

f, g ∈ F (X)に対し

d(f, g) = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|

と定めると, dはF (X)上の距離関数になることを示せ.



94. Xを集合, (Y, dY )を距離空間, F (X,Y )をXからY への写像全体のなす
集合とする.

(1) B(X,Y ) ⊂ F (X,Y )を有界な写像（すなわちδY (f(X)) < ∞である
ような写像）全体のなす部分集合とする. f, g ∈ B(X,Y )に対し

d(f, g) = sup
x∈X

dY (f(x), g(x))

と定めると, dはB(X,Y )上の距離関数になることを示せ.

(2) f0 ∈ F (X,Y )をひとつ固定し,

Ff0(X,Y ) =

{
f sup

x∈X
dY (f(x), f0(x)) < ∞

}
とおく. このときf, g ∈ Ff0(X,Y )に対しd(f, g)を上と同様に定める
とdはFf0(X,Y )上の距離関数になることを示せ.

(3) f0が有界ならば, Ff0(X,Y ) = B(X,Y )であることを示せ.



95. 距離空間(X1, d1), (X2, d2)に対し, 直積集合(X1 ×X2)× (X1 ×X2)上
の関数dを, (x1, x2), (y1, y2) ∈ X1 ×X2に対し

d ((x1, x2), (y1, y2)) =
√

d1(x1, y1)2 + d2(x2, y2)2

により定める.

(1) dはX1 ×X2上の距離関数であることを示せ.

(2) (X1, d1), (X2, d2)がともにコンパクトであるならば, (X1 ×X2, d)も
コンパクトであることを示せ.



96. (X, d)を距離空間, A ⊂ Xを部分集合とするとき, δ(A) = δ(A)であるこ
とを示せ.



97. (X, d)を距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする. x ∈ Xについて次の4条件
は同値であることを示せ.

(i) x ∈ A

(ii) 任意のε > 0に対し, U(x, ε) ∩A ̸= ∅
(iii) d(x,A) = 0

(iv) Aの点からなる点列{an}でxに収束するものが存在する.



98. (X, d)を距離空間とする. 次を示せ.

(1) x, y, z ∈ Xのとき,

|d(x, y)− d(x, z)| ≤ d(y, z)

(2) w, x, y, z ∈ Xのとき,

|d(w, x)− d(y, z)| ≤ d(w, y) + d(x, z)



99. R2において, x = (x1, x2), y = (y1, y2)に対し,

d1(x, y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|

d2(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

とおく.

(1) d1, d2はR2上の距離関数であることを示せ.

(2) これらにより定まる開集合族は一致することを示せ.



100. A =
{
(x, y) ∈ R2 x ∈ Q, y ∈ Q

}
⊂ R2とする. A = R2を示せ.



101. 開区間(0, 1) ⊂ Rはコンパクトではないことを示せ.



102. Aを距離空間(X, d)の稠密な部分集合とする. Aの点からなる任意の
コーシー列がXの点に収束すれば, Xは完備であることを示せ.



103. (X, d)を距離空間, {xn}をXの互いに相異なる点からなる点列で, ただ
ひとつの集積点を持つものとする. このとき{xn}は収束するか?



104. 半開区間(0, 1]上の関数f(x) = sin 1
xは, 連続であるが一様連続ではない

ことを示せ.



105. 距離空間(X, d)のふたつの部分集合A, Bがともにコンパクトならば
A ∪Bもコンパクトであることを示せ.



106. R2上の実数値関数fを

f(x) =


xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

で定めると, fは原点以外では連続であり, 原点では連続ではないことを
示せ.



107. C[0, 1]を閉区間 [0, 1]上の連続関数全体のなす集合とする.

(1) f, g ∈ C[0, 1]に対し

d(f, g) =

(∫ 1

0

|f(x)− g(x)|dx
) 1

2

と定めると, dはC[0, 1]上の距離関数になることを示せ.

(2) n ∈ Nに対し, [0, 1]上の関数fnを

fn(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 1

2

(n+ 2)x− n+ 2

2
, 1

2 ≤ x ≤ 1
2 + 1

n+2

1, 1
2 + 1

n+2 ≤ x ≤ 1

により定めると, fn ∈ C[0, 1]であり, 点列{fn}は上で定めた距離に関
してコーシー列であることを示せ.

(3) C[0, 1]はこの距離に関して完備か?



108. C[0, 1]を問題107で定めた集合とする.

(1) f, g ∈ C[0, 1]に対し,

d∞(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|

と定めると, d∞はC[0, 1]上の距離関数になることを示せ.

(2) 問題107 (2)の{fn}はd∞でコーシー列になるか?

(3) C[0, 1]はこの距離に関して完備か?



109. 可分な距離空間(X, d)において, 離散集合は可算であることを示せ. ただ
し離散集合とは孤立点ばかりからなる集合をいう.



110.(1) f(x) = sinxはR上一様連続であることを示せ.

(2) g(x) = x sinxはR上一様連続か?



111. 実数列からなる集合Sを

S =
{
{xn} xn ∈ R, 有限個のnを除いてxn = 0

}
で定める. x = {xn}, y = {yn} ∈ Sに対し

d(x, y) = max
n∈N

|xn − yn|

とおく.

(1) dはS上の距離関数になることを示せ.

(2) m ∈ Nとする. 実数列a(m) = {a(m)
n }n ∈ Sを

a(m)
n =


1

n
, n ≤ m

0, n > m

により定める. このときSの点列{a(m)}mはコーシー列であることを
示せ.



(3) 距離空間(S, d)は完備か?



112. Aを, 閉区間 [0, 1]の稠密な部分集合とする. A上で一様連続な関数は,

[0, 1]上の連続関数に一意的に拡張できることを示せ.



113. 距離空間(X, d)からRへの写像fが, 点x0 ∈ Xで連続であるとする. f

がx0の任意のε-近傍で定符号でないならば, f(x0) = 0となることを
示せ.



114. (X, d)を距離空間, E ⊂ Xを空でない部分集合とする. x ∈ Xに対し, 実
数ρE(x)を

ρE(x) = inf
y∈E

d(x, y)

により定める.

(1) ρE(x) = 0であるための必要十分条件はx ∈ Eであることを示せ.

(2) ρE : X → Rは一様連続であることを示せ.

(3) A, BをXの部分集合でA ∩B = ∅とする. Aがコンパクトで, Bが閉
集合ならば, あるδ > 0が存在して, すべてのa ∈ Aとb ∈ Bに対し
d(x, y) > δとなることを示せ.



115. Σ2 = {(s0, s1, . . . ) si ∈ {0, 1} , ∀i} とする.

S = (s0, s1, . . . ), T = (t0, t1, . . . ) ∈ Σ2に対し

d(S, T ) =
∞∑
i=0

|si − ti|
2i

とおく.

(1) dはΣ2上の距離関数になることを示せ.

(2) 写像σ : Σ2 → Σ2を

σ(s0, s1, . . . ) = (s1, s2, . . . )

で定義する. σは連続写像であることを示せ.

(3) n ∈ Nに対し
Pern(σ) = {S ∈ Σ2 σn(S) = S}

とおく. Pern(σ)の元の個数は2nであることを示せ.



(4)
∞
∪

n=1
Pern(σ)はΣ2で稠密であることを示せ.

(5) {σn(S0) n ∈ N}がΣ2で稠密になるような元S0 ∈ Σ2が存在するこ
とを示せ.



116. A =
{
m+ n

√
5 m,n ∈ Z

}はRの中で稠密であることを示せ.



117. Rの開集合A, Bで,

A ∩B, A ∩B, A ∩B, A ∩B

がすべて異なるようなものを挙げよ.



118. (X, d)を完備な距離空間とする.

(1) {Fn}を, Xの空でない閉集合の減少列

F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ . . .

で, lim
n→∞

δ(Fn) = 0であるようなものとする. このとき ∞
∩

n=1
Fnはちょ

うど一点であることを示せ.

(2) (1)で「Fnが閉集合」という条件がないとき,
∞
∩

n=1
Fn = ∅となる例を挙

げよ.

(3) (1)で「 lim
n→∞

δ(Fn) = 0」という条件がないとき,
∞
∩

n=1
Fn = ∅となる例

を挙げよ.



119. (X, d)を完備な距離空間, f : X → Xを縮小写像 とする. ただし, 縮小写
像とは, ある実数0 ≤ r < 1が存在して, すべてのx, y ∈ Xに対し
d (f(x), f(y)) ≤ rd(x, y)をみたすものである.

(1) x0 ∈ Xとする. xn = fn(x0)により与えられるXの点列{xn}はコー
シー列であることを示せ.

(2) fは不動点, すなわちf(x) = xとなる点, を持つことを示せ.



120. pを素数, Cを0 < C < 1なる実数とする. r ∈ Qに対し

|r|p =

{
Ck

(
r = pk

m

l
̸= 0, k, l,m ∈ Z, l,mはpと互いに素

)
0 (r = 0)

とおく（ p 進付値）.

(1) q, r ∈ Qに対し

|qr|p = |q|p|r|p
|q + r|p ≤ max (|q|p, |r|p)

が成り立つことを示せ.

(2) q, r ∈ Qに対し
d(q, r) = |q − r|p

とおくと, dはQ上の距離関数であることを示せ.



121. (X, d)を距離空間, E ⊂ Xを閉集合とする.

(1)

Gn =

{
x ∈ X ρE(x) <

1

n

}
は開集合であることを示せ. （ρEについては問題114を見よ.）

(2)
∞
∩

n=1
Gn = Eであることを示せ.



122. コンパクト距離空間は可分であることを示せ.



123. EをRの部分集合, f : E → Rを写像とする. 集合

Γf = {(x, y) x ∈ E, y = f(x)} ⊂ R2

がコンパクトならば, fは連続であることを示せ.



124. Rの部分集合EnおよびCを以下のように定める.

E0 = [0, 1]

E1 = E0 −
(
1

3
,
2

3

)
E2 = E1 −

(
1

9
,
2

9

)
−
(
7

9
,
8

9

)
以下帰納的に, En−1の各閉区間を3等分し中央1/3の長さの開区間を取
り除いて得られる長さ1/3nの閉区間の和集合をEnとし,

C =
∞
∩

n=1
En ⊂ R

とする. Cはカントール集合とよばれる.

(1) Cは閉集合であることを示せ.

(2) Cは全疎であることを示せ.

(3) Cは完全集合, すなわちC ′ = Cであることを示せ.



(4) 半開区間 [0, 1)の点xに対し, その2進展開を0, t1, t2, . . .とし, bi = 2ti
とおく.

f(x) = 0, b1, b2, . . . (3進展開)

とするとfは [0, 1)からCへの単射写像であることを示せ.



125. 距離空間において次を示せ.

(1) 収束する点列はコーシー列である.

(2) コーシー列は有界である.

(3) コーシー列が集積点をもてば, その集積点に収束する.



126. Rは完備であることを示せ.



第3章

位相空間



3.1 位相空間の定義
【定義 3.1.1】 集合Xの部分集合の族Oが次の3つの条件をみたすとき,

OはXに位相を定めるといい, 組(X,O)を位相空間という. また, しばし
ば, OのことをXの位相とよぶ.

(i) ∅ ∈ O, X ∈ O.

(ii) O1, O2 ∈ OならばO1 ∩O2 ∈ O.

(iii) Oλ ∈ O (λ ∈ Λ)ならば ∪
λ∈Λ

Oλ ∈ O.

Oの元をXの開集合という.



【定義 3.1.2】 Xを集合とし, Xの部分集合族O1, O2がそれぞれ位相T1,

T2を定めるとする. O1 ⊂ O2であるとき, 位相T2は位相T1より強い, また
は, 位相T1は位相T2より弱いといって, T1 ≤ T2とあらわす.



問題
127. 定義 3.1.1の(ii)は次の(ii’)と同値であることを示せ.

• [(ii’)] 有限個（1個以上）の開集合の共通部分は開集合である.



128. (X, d)を距離空間とする. Xの（定義 2.1.22の意味の）開集合全体O, す
なわち,

O =

{
O ⊂ X

任意のx ∈ Oに対して, あるε > 0が存在して,
U(x, ε) ⊂ Oとなる

}
はXに位相を定めることを示せ.

この位相を距離の定める位相という. 特にことわらないかぎり, 距離空間
を位相空間とみるときは距離の定める位相を考える.



129. Xを集合とする. 巾集合P(X)はXに位相を定めることを示せ.

この位相をXの離散位相という.



130. Xを集合とする. O = {∅, X}はXに位相を定めることを示せ.

この位相を密着位相という.



131. 離散距離空間（問題88で与えられた距離空間）においては, 距離の定め
る位相は離散位相と一致することを示せ.



132. RにおいてO =
{
A ⊂ R Ac は有限集合} ∪ {∅} とすると, OはRに位

相を定めることを示せ.

この位相をRのザリスキー位相という.



133. 集合{0, 1}のすべての位相を挙げよ.



134. 位相の強弱≤は順序の公理（定義 1.7.1）をみたすことを示せ.



135. 集合Xの任意の位相は, 密着位相より強く, 離散位相より弱いことを
示せ.



136. Rの以下の位相の強弱を調べよ. 密着位相, ザリスキー位相, ユークリッ
ド距離の定める位相, 離散位相.



3.2 閉集合
【定義 3.2.1】 Xを位相空間とする.

F ⊂ XがXの閉集合⇔
def

F cがXの開集合.



問題
137. Xを位相空間とする.

F =
{
F FはXの閉集合}

とするとき, 次が成り立つことを示せ.

(1) ∅ ∈ F , X ∈ F .

(2) F1, F2 ∈ FならばF1 ∪ F2 ∈ F .

(3) Fλ ∈ O (λ ∈ Λ)ならば ∩
λ∈Λ

Fλ ∈ O.



138. 集合Xに密着位相および離散位相を与えたとき, 閉集合はそれぞれどの
ようなものか.



139. Rにザリスキー位相を与えたとき, 閉集合はどのようなものか.



140. Rにユークリッド距離の定める位相を与えたとき, [a, b], [a,∞)は閉集合
であることを示せ.



141. Fn (n ∈ N) は閉集合であるが,
∞
∪

n=1
Fnは閉集合ではない例を挙げよ.



142. 距離空間においては, 一点からなる集合は閉集合であることを示せ.



3.3 近傍系
【定義 3.3.1】 (X,O)を位相空間とする.

1. 部分集合U ⊂ Xが点x ∈ Xの近傍である⇔
def

x ∈ O ⊂ UとなるXの開集
合Oが存在する.

2. 集合族Ux(O) =
{
U Uはxの近傍}をxの近傍系という.

3. という.

U(O) = {Ux(O)}x∈XをXの近傍系という.



【定義 3.3.2】 (X,O)を位相空間とし, U(O) = {Ux}x∈XをXの近傍系と
する. 各点x ∈ Xに対し, Xの部分集合の族Vxが与えられ以下の条件をみ
たすとき, 族V = {Vx}x∈XをXの基本近傍系という.

(i) Vx ⊂ Ux (∀x ∈ X).

(ii) ∀U ∈ Uxに対し, V ⊂ UとなるV ∈ Vxが存在する.



【定義 3.3.3】 Xを集合とする. 各点x ∈ Xに対し, Xの部分集合の空で
ない族*1 Uxが与えられ以下の条件(これを近傍系の公理という)をみたすと
き, 族U = {Ux}x∈Xは集合Xの近傍系であるという.

(i) U ∈ Uxならばx ∈ U .

(ii) U, V ∈ UxならばU ∩ V ∈ Ux.

(iii) U ∈ Ux, U ⊂ V ならばV ∈ Ux

(iv) 任意のU ∈ Uxに対し, あるV ∈ Uxが存在し, V ⊂ Uかつ, 任意のy ∈ V

に対しU ∈ Uyとなる.

*1 Uxが部分集合の空でない族であるとはUx ̸= ∅ということである. 「空でない部分集
合」の族, すなわち∅ ̸∈ Uxということではない. (今の場合は(i)から∅ ̸∈ Uxとなるが.)



訂正� �
次の基本近傍系の公理を修正したついでに, 近傍系の公理(iv)もスタン
ダードなもの（ブルバキ流）に変更した. 元は
∀U ∈ Uxに対し, x ∈ V ⊂ UとなるV であって, ∀y ∈ V について
V ∈ Uyとなるようなものが存在する.

であった. こちらは, 間違いというわけではなく, 全体(i)～(iv)を考え
ると, 変更したものと同値である.� �



【定義 3.3.4】 Xを集合とする. 各点x ∈ Xに対し, Xの部分集合の空で
ない族Vxが与えられ以下の条件(これを基本近傍系の公理という)をみたす
とき, 族V = {Vx}x∈Xは集合Xの基本近傍系であるという.

(i) U ∈ Vxならばx ∈ U .

(ii) U, V ∈ VxならばW ⊂ U ∩ V となるようなW ∈ Vxが存在する.

(iii) 任意のU ∈ Vxに対し, あるV ∈ Vxが存在し, V ⊂ Uかつ, 任意のy ∈ V

に対し, あるW ∈ Vyが存在し, W ⊂ Uとなるようなものが存在する.



訂正� �
基本近傍系の公理(iii)が, 長い間
∀U ∈ Vxに対し, x ∈ V ⊂ UとなるV であって, ∀y ∈ V について
V ∈ Vyとなるようなものが存在する.

となっていた. これは間違い!!

例えば, 距離空間のε近傍全体は, あきらかにこの条件をみたさない.� �



問題
143. 位相空間(X,O)の近傍系U(O)は近傍系の公理(定義 3.3.3)をみたすこ

とを示せ.



144. Xを位相空間, OをXの開集合とする. このとき, 任意のx ∈ Oに対し
て, Oはxの近傍であることを示せ.



145. Vが位相空間(X,O)の基本近傍系であれば, Vは基本近傍系の公理(定
義 3.3.4)をみたすことを示せ.



146. Xを集合とし, V = {Vx}x∈XはXの基本近傍系(定義 3.3.4)であるとす
る. Xの部分集合の族O(V)を

O(V) = {O O ⊂ X, ∀x ∈ O, ∃U ∈ Vx s.t. U ⊂ O}

と定める. ことのきO(V)はXの位相であることを示せ.



147. Xを集合とし, V = {Vx}x∈X , V ′ = {V ′
x}x∈XはXの基本近傍系である

とする. 任意のx ∈ XについてVx ⊂ V ′
xであれば, O(V) ⊂ O(V ′), すな

わち位相O(V)の方が位相O(V ′)より弱いことを示せ.



148. Xを集合とし, V = {Vx}x∈XはXの基本近傍系であるとする. このとき
Vは位相空間(X,O(V))の基本近傍系であることを示せ.



149. Vが位相空間(X,O)の基本近傍系であれば, 問題146で定まる位相O(V)
はもとの位相Oと等しい, すなわちO(V) = Oであることを示せ.

とくにO(U(O)) = Oである.



150. 上の問題148において, 等号V = U(O(V))は必ずしも成立しない, すな
わちVは必ずしも(X,O(V))の近傍系とはならない. VとU(O(V))との
関係について考察せよ.



151. Xを距離空間とする. x ∈ Xのε近傍全体をUx,
1
n近傍全体をU ′

xとする.

すなわち

Ux = {U(x, ε) ε > 0} , U ′
x = {U(x, 1/n) n ∈ N} .

このときU = {Ux}x∈XおよびU ′ = {U ′
x}x∈X は基本近傍系の公理をみ

たすことを示せ. またこれらの定める位相は等しいことを示せ.



152. x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2に対し実数d(x, y), d′(x, y)を

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

d′(x, y) = max {|x1 − y1|, |x2 − y2}

で定める.

(1) d, d′はR2上の距離関数となることを示し, それぞれに対するε近傍を
図示せよ.

(2) このふたつの距離の定める位相は等しいことを示せ.



153. Rに密着, 離散, ザリスキー位相をいれたとき, それぞれに対するUx(O)

を求めよ.



154. Xを集合とし, V = {Vx}x∈XはXの基本近傍系であるとする. Vが条件
「∀U ∈ Vxと∀y ∈ UについてU ∈ Vyである」をみたすとき, 任意の
U ∈ Vxは位相空間(X,O(V))の開集合であること, すなわち
Vx ⊂ O(V) (∀x ∈ X) であることを示せ.



155. 実数a ∈ Rに対し実数の部分集合の族UaをUa = {[a, b) b > a}で定め
ると, U = {Ua}a∈Rは集合Rの基本近傍系であることを示せ. Rにこの基
本近傍系から定まる位相をいれた位相空間(R,O(U))をソルゲンフリー
直線という. ソルゲンフリー直線においては任意の区間 [a, b)は開集合か
つ閉集合であることを示せ.



156. ソルゲンフリー直線の位相とユークリッド距離から定まる位相はどちら
が強いか.



157. Xを集合, (Y, dY )を距離空間, F (X,Y )をXからY への写像全体のなす
集合とする. f0 ∈ F (X,Y )と, ε > 0に対し,

U(f0, ε) =

{
f ∈ F (X,Y ) sup

x∈X
dY (f(x), f0(x)) < ε

}
とおく. 各f0 ∈ F (X,Y )に対し, F (X,Y )の部分集合の族Vf0を
Vf0 = {U(f0, ε) ε > 0}と定めると, 族V = {Vf0}は基本近傍系の公理
をみたすことを示せ.



3.4 内部, 外部, 閉包
Xを位相空間, AをXの部分集合とする.

【定義 3.4.1】 Aに含まれるXの開集合全体のなす族をUとする.

U =
{
O O ⊂ A, OはXの開集合}

このときAo = ∪UをAの内部あるいは内核という.



【定義 3.4.2】 Aの補集合Acの内部をAの外部といいAeと書く. すなわ
ちAe = (Ac)

o.



【定義 3.4.3】 Aの内部にも外部にもはいらない点をAの境界点という.

境界点の全体をAの境界といい, Afと書く. すなわちAf = (Ao ∪Ae)
c.



【定義 3.4.4】 x ∈ Aとする. x ∈ U ⊂ Aとなるようなxの近傍Uが存在
するとき, xはAの内点であるという. Aの補集合Acの内点をAの外点と
いう.



【定義 3.4.5】 Aを含むXの閉集合全体のなす族をFとする.

F =
{
F F ⊂ A, FはXの閉集合}

このときA = ∩FをAの閉包という. Aの閉包をAaと書くこともある.



【定義 3.4.6】 BをXの部分集合とする. A ⊃ BであるときAはBで稠
密であるという. とくにA = XとなるときAは稠密であるという.



【定義 3.4.7】 (Aa)
o
= ∅であるときAは全疎であるという.



問題
158. Aの内部はAの内点全体の集合であること, Aの外部はAの外点全体の集

合であることを示せ.



159. Aの内部はAに含まれる開集合のうち, 包含関係に関して最大のものであ
ることを示せ.



160. Aの閉包はAを含む閉集合のうち, 包含関係に関して最小のものであるこ
とを示せ.



161. x ∈ XがAの外点⇔ U ∩A = ∅となるxの近傍Uが存在する.



162. x ∈ XがAの境界点⇔ xの任意の近傍Uについて, U ∩A ̸= ∅かつ
U ∩Ac ̸= ∅.



163. x ∈ A ⇔ xはAの内点または境界点⇔ xの任意の近傍Uについて
U ∩A ̸= ∅.



164. Rに, 密着, ザリスキー, ユークリッド, ソルゲンフリー直線, 離散位相を
いれるとき, それぞれについて以下の部分集合の内部および閉包を求
めよ.

{0} , (0, 1), (0, 1], [0, 1), [0, 1], Q, R



165. 次が正しければ証明し, 正しくなければ反例を挙げよ.

(1) A ⊂ B ⇒ Ao ⊂ Bo

(2) (A ∩B)
o
= Ao ∩Bo

(3) (∪Aλ)
o
= ∪Ao

λ

(4) (Ao)
o
= Ao



166. (∩∞
n=1An)

o
= ∩∞

n=1A
o
nは正しいか?



167. 次が正しければ証明し, 正しくなければ反例を挙げよ.

(1) A ⊂ B ⇒ Aa ⊂ Ba

(2) (A ∪B)
a
= Aa ∪Ba

(3) (∩Aλ)
a
= ∩Aa

λ

(4) (Aa)
a
= Aa



168. (∪∞
n=1An)

a
= ∪∞

n=1A
a
nは正しいか?



169. A,B,Cを位相空間Xの部分集合とする. A ⊂ B ⊂ Cであって, AはB

で, BはCで稠密であるならば, AはCで稠密であることを示せ.



170. 2次元ユークリッド空間R2において, 以下の各部分集合の内部および閉
包を求めよ.

(1)
{
(x1, x2) tの二次方程式t2 + x1t+ x2 = 0が実根を持つ}

(2)
{
(x1, x2) tの二次方程式t2 + x1t+ x2 = 0が虚根を持つ}

(3) {(x1, x2) x1, x2 ∈ Q}
(4) {(x1, x2) 0 ≤ x1 = x2 < 1}
(5)

{
(x1, x2) x1 = a+ b, x2 = a2 + b2 (∃a > 0, ∃b > 0)

}



171. Sを非可算集合とする. Sの部分集合Aに対しAの閉包を

A =

{
A Aが高々可算集合
S Aが非可算集合

と定めることでSに位相をいれることができる. これを示せ. また, この
位相空間Sにおいては, 可算個の開集合の共通部分は開集合であることを
示せ.



172. Nの部分集合Aに対しAの閉包を

A =

{
{n n ∈ N, n ≤ maxA} Aが有限集合
N Aが無限集合

と定めることでNに位相をいれることができる. この空間の開集合およ
び閉集合を全て求めよ.



173. Nに上の問題172の位相をいれる. Nの閉集合の列A1, A2, . . .が減少列,

すなわちA1 ⊃ A2 ⊃ . . .をみたしていれば, ある番号nがあって
An = An+1 = . . .となっていることを示せ. 増加列A1 ⊂ A2 ⊂ . . .の場
合はどうか?



174. 上の問題173と同様なことを問題171の空間およびRにザリスキー位相
をいれた空間について考えよ.



3.5 点列の収束
【定義 3.5.1】 Xを位相空間とする. Xの点列{xn}が点x ∈ Xに収束す
る⇔

def
xの任意の近傍Uに対し, ある自然数N ∈ Nが存在し, n ≥ Nならば

xn ∈ Uとなる.

このとき点xを点列{xn}の極限点といい lim
n→∞

xn = xあるいは
xn → x (n → ∞)と書く.



問題
175. Vを位相空間Xの基本近傍系とする. このとき次は同値であることを

示せ.

(1) lim
n→∞

xn = x

(2) ∀V ∈ Vxに対し, ある自然数N ∈ Nが存在し, n ≥ Nならばxn ∈ V と
なる.



176. 密着位相の場合, どのような点列が収束するか. 離散位相の場合はど
うか.



177.(1) Rの部分集合Aが高々可算個の有理数からなる集合であるときにAは
閉集合であるとすることでRに位相を定めることができることを示せ.

(2) Rに上の位相をいれたとき, 次の点列の極限点を求めよ.

i. xn = xn−2+xn−1

2 , x1 = 0, x2 = a ∈ R
ii. xn = 1 + 1

xn−1
, x1 = 1



3.6 フィルターの収束



3.7 連続写像と相対位相
【定義 3.7.1】 (X,O)を位相空間, A ⊂ Xを部分集合とする. Aの部分集
合族OAを

OA = {A ∩O O ∈ O}

と定めると, OAはAの位相となる. この位相をXによるAの相対位相と
いう.

位相空間の部分集合に相対位相をいれて位相空間とみたとき, 部分空間と
いう.



【定義 3.7.2】 X,Y を位相空間とする.

写像f : X → Y が点x ∈ Xで連続である ⇔
def

f(x) ∈ Y の任意の近傍V に対
して, xの近傍Uが存在してf(U) ⊂ V となる.

Xの全ての点で連続であるときfは連続である, あるいはfは連続写像 で
あるという.



【定義 3.7.3】 位相空間の間の写像f : X → Y は次の2つの条件をみたす
とき同相写像
または同位相写像であるという.

(i) fは全単射
(ii) f , f−1はともに連続
位相空間X,Y の間に同相写像が存在するときXとY は同相である, または
同位相であるという.



問題
178. 定義 3.7.1のOAが位相であることを示せ.



179. X,Y を位相空間, U ,VをそれぞれX,Y の基本近傍系とし, f : X → Y を
写像とする. 次の2条件は同値であることを示せ.

(1) fが点x ∈ Xで連続
(2) ∀V ∈ Vf(x)に対し, あるU ∈ Ux が存在してf(U) ⊂ V となる



180. 集合Xに位相T1, T2をいれた位相空間をそれぞれX1, X2とする. この
とき恒等写像 id : X1 → X2が連続となる条件を考察せよ.



181. Xを位相空間, A ⊂ Xを部分集合とする. Aの相対位相は, 包含写像
i : A → Xが連続となるような最弱位相であることを示せ.



182. f : X → Y を連続写像とする. 次が正しければ証明し, 正しくなければ反
例を挙げよ.

(1) O ⊂ Xが開集合ならばf(O) ⊂ Y も開集合である.

(2) F ⊂ Xが閉集合ならばf(F ) ⊂ Y も閉集合である.



183. Xに密着位相がはいっているとき, 写像f : X → Rが連続になるための
条件を求めよ. Xに離散位相をいれるとどうか.



184. Rにザリスキー位相をいれる. 次の写像f : R → Rの連続性を調べよ.

(1) fが多項式のとき
(2) f(x) = ex

(3) f(x) = cosx



185. Xを位相空間, A ⊂ B ⊂ Xを部分集合とする. 次を示せ.

(1) Bが閉集合かつBの相対位相でAがBの閉集合ならば, AはXの閉集
合である.

(2) Bが開集合かつBの相対位相でAがBの開集合ならば, AはXの開集
合である.



186. Rの部分集合(1, 2]はRの開集合ではないが, 部分空間(0, 2]の開集合で
ある.



187. Mn(R)を実n× n行列全体のなす集合とする. A = (aij) ∈ Mn(R)のノ
ルム ||A||を ||A|| =

√∑
i,j a

2
ijにより定める.

(1) A,B ∈ Mn(R)に対し, d(A,B) = ||A−B||と定めると, dはMn(R)上
の距離関数であることを示せ.

(2) この距離で位相をいれたときMn(R)とRn2は同相であることを示せ.



188. Mn(R)に上の問題187の位相をいれる.

(1) 行列に対しその行列式を対応させる関数det : Mn(R) → Rは連続であ
ることを示せ.

(2) GLn(R) = {A det(A) ̸= 0}はMn(R)の稠密な開集合であることを
示せ.

(3) GLn(R)に相対位相をいれる. det : GLn(R) → Rは連続であることを
示せ.

(4) SLn(R) = {A det(A) = 1}はGLn(R)の閉集合であることを示せ.



189. 開区間(0, 1)にRからの相対位相をいれると, (0, 1)とRは同相であるこ
とを示せ.



190. 半直線R+ = {x x ≥ 0} ⊂ Rおよび円
S1 =

{
(x, y) x2 + y2 = 1

}
⊂ R2にそれぞれ相対位相をいれる. 写像

f : R+ → S1をf(x) =
(
cos 2πx

1+x , sin
2πx
1+x

)
で定めると, fは連続な全単

射であるが同相写像ではないことを示せ.



191. 連続な単射f : R → R2であって, fがRからf(R)への同相写像にならな
いような例を挙げよ. ただしf(R)にはR2からの相対位相をいれる.



192. 楕円と円は同相である.



193. 位相空間XとY が同相であることと, 連続写像f : X → Y とg : Y → X

で, g ◦ f = idX , f ◦ g = idY となるものが存在することは同値である.



3.8 位相の生成
3.8.1 位相の基と準基
【定義 3.8.1】 Xを集合とする. B ⊂ P(X)に対し, Bを含む位相全ての共
通部分, すわなちBの元が開集合となるような最弱の位相をBが生成する位
相といいO(B)で表す.



【定義 3.8.2】 (X,O)を位相空間とする. B ⊂ OがOの基あるいは開基で
ある⇔

def
任意の開集合OがBに属する開集合の和集合O = ∪

λ
Oλ (Oλ ∈ B)

として表せる.

(0個の集合の和集合は空集合である, あるいはそう約束する.)



【定義 3.8.3】 (X,O)を位相空間とする. B ⊂ OがOの準基である⇔
def

B
の有限個の元の共通部分として表される集合全体がOの基となる.

(0個の集合の共通部分は全体Xと約束する.)



問題
194. Xを集合とし, OλをXの位相とする. このとき∩

λ
OλもXの位相となる

ことを示せ.



195. Bを集合Xの部分集合の族とする. このときBは, Bの生成する位相
O(B)の準基であることを示せ.



196. Bを集合Xの部分集合の族とする. Bを開基とする位相は, 存在すれば,

一意的である.



197. Bを集合Xの部分集合の族とする. 次の3条件は同値であることを示せ.

(1) Bは, Bの生成する位相O(B)の開基である
(2) Bを開基とするXの位相が存在する
(3) Bは次の2条件をみたす

(i) 任意のx ∈ Xに対し, x ∈ OとなるO ∈ Bが存在する
(ii) O1, O2 ∈ Bならば, 任意のx ∈ O1 ∩O2に対し, x ∈ O ⊂ O1 ∩O2と
なるO ∈ Bが存在する.



198. 位相空間の基本開近傍系は開基となることを示せ.



3.8.2 積位相と直和
【定義 3.8.4】 (X,OX), (Y,OY )を位相空間とする. 直積集合X × Y に,

部分集合の族B = {U × V U ∈ OX , V ∈ OY }を開基とする位相をいれ
た位相空間をXとY の直積空間という.



【定義 3.8.5】 {(Xλ,Oλ)}λ∈Λを位相空間の族とする. 直積集合∏
λ∈Λ Xλに, 部分集合の族

B =

{∏
λ∈Λ

Aλ
ある有限部分集合L ⊂ Λが存在して, λ ∈ Lならば
Aλ ∈ Oλ, λ ̸∈ LならばAλ = Xλ

}

を開基とする位相(この位相を直積位相という)をいれた位相空間を, 族
{(Xλ,Oλ)}λ∈Λの直積空間または弱位相による直積空間という.



【定義 3.8.6】 {(Xλ,Oλ)}λ∈Λを位相空間の族とする. 非交和∐λ∈Λ Xλ

に, 位相
O =

{
O =

∐
λ∈Λ

Oλ Oλ ∈ Oλ

}

をあたえた位相空間を族{(Xλ,Oλ)}λ∈Λの位相和という.



問題
199. 定義 3.8.4および定義 3.8.5のBは問題197の条件をみたすことを示せ.



200. 定義 3.8.5においてΛ = {1, 2}であるとき, この意味での直積空間∏
λ∈{1,2} Xλと, 定義 3.8.4の意味での直積空間X1 ×X2は同相であるこ

とを示せ.



201. X =
∏

λ∈Λ Xλを直積空間, πλ : X → Xλを標準的な射影とする.

(1) 直積空間の位相は, 全てのλ ∈ Λに対しπλが連続となるような, 最弱
の位相であることを示せ.

(2) πλは開写像であることを示せ.

(3) πλが閉写像とはならないような例を挙げよ.

(4) Aを位相空間とする. 写像f : A → Xが連続であるための必要十分条
件は全てのλに対しπλ ◦ f : A → Xλが連続となることである.

(5) Aを位相空間とし, 各λ ∈ Λに対し連続写像fλ : A → Xλが与えられて
いるとする. このとき連続写像f : A → Xで, 全てのλに対し
πλ ◦ f = fλをみたすものがただひとつ存在することを示せ.



202. X =
∐

λ∈Λ Xλを位相和, iλ : Xλ → Xを標準的包含写像とする.

(1) 位相和の位相は, 全てのλ ∈ Λに対しiλが連続となるような, 最強の位
相であることを示せ.

(2) iλは開写像かつ閉写像であることを示せ.

(3) Aを位相空間とする. 写像f : X → Aが連続であるための必要十分条
件は全てのλに対しf ◦ iλ : Xλ → Aが連続となることである.

(4) Aを位相空間とし, 各λ ∈ Λに対し連続写像fλ : Xλ → Aが与えられて
いるとする. このとき連続写像f : X → Aで, 全てのλに対し
f ◦ iλ = fλをみたすものがただひとつ存在することを示せ.



203. R2とR× Rは同相である.



204. X, Y を位相空間とする.

(1) U = {Ux}, V = {Vy}がそれぞれX, Y の基本近傍系であるとき,

W(x,y) = {U × V U ∈ Ux, V ∈ Vy}とおけば,
{
W(x,y)

}は直積空間
X × Y の基本近傍系となることを示せ.

(2) A ⊂ X, B ⊂ Y を部分集合とする. 直積空間X × Y の部分集合として
A×B = A×Bであることを示せ. ただし右辺はAのXにおける閉包
AとBのY における閉包Bの直積である.



205. X, Y , Zを位相空間とする. 直積空間X × Y からZへの写像
f : X × Y → Zが点(x, y) ∈ X × Y で連続であるための必要十分条件は
f(x, y) ∈ Zの任意の近傍Wに対して, xの近傍Uとyの近傍V が存在し
てf(U × V ) ⊂ Wとなることである.



206. X, Y , Zを位相空間, f : X × Y → Zを直積空間X × Y からZへの連続
写像とする. 点a ∈ Xに対し, 写像fa : Y → Zをfa(y) = f(a, y)により
定義すると, faは連続写像であることを示せ.



207. 次の写像はいずれも連続であることを示せ. ただしR× = R \ {0}である.

(1) R× R + // R

(a, b)
∈ � // a+ b

∈

(2) R − // R

a

∈ � // −a

∈

(3) R× × R× × // R×

(a, b)

∈ � // ab
∈

(4) R× // R×

a

∈ � // a−1

∈



208. 次の写像はいずれも連続であることを示せ.

(1) GLn(R)×GLn(R)
+ // GLn(R)

(A,B)

∈ � // AB

∈

(2) GLn(R)
− // GLn(R)

A

∈ � // A−1

∈
一般に, 群Gが位相空間であり, 積および逆元をとる写像が連続であると
き, Gを位相群という.



209. SLn(R)はGLn(R)の閉集合であることおよび, 部分群であることを示せ.

このようなものを閉部分群という.



210. 群Gに離散位相をいれると, 位相群になる.



211. I = [0, 1], Xi = R (∀i ∈ I)により与えられる位相空間の族{Xi}i∈Iの直
積空間∏i∈I Xiを, （集合として）RI = {f : I → R}と同一視する. こ
のとき次は同値であることを示せ.

(1)
∏

i Xiの点列{fn}がf ∈
∏

i Xiに収束する
(2) 各x ∈ Iにおいて lim

n→∞
fn(x) = f(x)である

「ノルム空間およびその共役空間の定義を調べよ.」という問題を追加?



212. XをR上のノルム空間, X∗をその共役空間とし, ΛをXの基底とする.

(1) ベクトル空間としてHom(X,R) ∼=
∏

λ∈Λ Hom(Rλ,R) ∼=
∏

λ∈Λ Rと
自然に同一視されることを示せ.

(2) 上の同一視によりX∗ ⊂
∏

λ∈Λ Rとみて, X∗に直積空間∏λ∈Λ Rから
の相対位相をいれる. f ∈ X∗, ε > 0, 有限部分集合F ⊂ Xに対し,

X∗の部分集合U(f, ε, F )を

U(f, ε, F ) =
⋂
x∈F

{g ∈ X∗ |g(x)− f(x)| < ε}

により定める . このとき{
U(f, ε, F ) ε > 0, F ⊂ X は有限集合}

はfの基本近傍系であることを示せ.

この位相を汎弱位相 あるいは弱*位相 あるいは*弱位相 という.



213. 2点からなる集合Xn = {0, 1}に, dn(0, 1) = 1で定まる（離散）距離を与
え, 直積集合X =

∏∞
n=1 Xnを考える.

(1) x = (xn), y = (yn) ∈ Xに対しd(x, y) ∈ Rを

d(x, y) =
∞∑

n=1

1

2n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)

で定めると, dはX上の距離関数であることを示せ.

(2) この距離の定める位相と直積位相は等しいことを示せ.

(3) この位相により, Xは完全不連結, コンパクト空間（定義 4.2.1）であ
ることを示せ.

(4) この位相により, Xはカントール集合（問 124）と同相になることを
示せ.



3.8.3 等化位相
【定義 3.8.7】 (X,OX)を位相空間, Y を集合, f : X → Y を写像とする.

Y の部分集合族
Of =

{
O ⊂ Y f−1(O) ∈ OX

}
はY に位相を与える. この位相をfによる等化位相といい, 位相空間
(Y,Of )をfによる等化空間という.



【定義 3.8.8】 関係∼を位相空間X上の同値関係とする. 商集合X/∼に,

自然な射影π : X → X/∼による等化位相を与えたものを同値関係∼によ
る商空間という.



【定義 3.8.9】 Xを位相空間, A ⊂ Xを空でない部分空間とする.

A×A ⊂ X ×Xの生成する同値関係(問題 44)による商空間を部分空間A

を一点に縮めた空間といい, X/Aと書く.



【定義 3.8.10】 X,Y を位相空間, f : X → Y を全射とする. Y の位相がf

による等化位相と一致するとき, すなわち「 O ⊂ Y が開集合⇔ f−1(O)が
開集合」が成り立つときfを等化写像という.



問題
214. 定義 3.8.7のOfは位相であることを示せ.



215. 定義 3.8.7で, fによる等化位相は, fを連続にする最強の位相であること
を示せ.



216. X,Y, Zを位相空間, f : X → Y を等化写像とする. このとき写像
g : Y → Zが連続であるための必要十分条件はg ◦ f : X → Zが連続であ
ることである.



217. X,Y を位相空間, f : X → Y を連続な全射とし, 問題 35の写像
f : X → Y を考える.

(1) fは連続であることを示せ.

(2) fが開写像ならばfは同相写像であることを示せ.



218. Nに離散位相をいれる. Nと閉区間I = [0, 1]の直積空間N× Iにおいて
部分空間N× {0}を一点に縮めて得られる空間からR2への写像

f : N× I/N× {0} → R2

を, f([n, t]) = (nt, 1− t)により定める(welldefined か?). このときfは
連続な全単射であるが, 同相写像ではない.



融合和, 連続写像の張り合わせを追加

3.8.4 誘導位相
終位相, 始位相について書く



第4章

位相空間の性質



4.1 分離公理
【定義 4.1.1】 位相空間Xが T1 をみたす ⇔

def
任意の相異なる2点

x, y ∈ Xに対し, xの近傍Uでy ̸∈ Uとなるものが存在する.



【定義 4.1.2】 位相空間Xが T2 をみたす あるいはHausdorff（ハウスド
ルフ）空間 である⇔

def
任意の相異なる２点x, y ∈ Xに対し, xの近傍Uとyの

近傍V で, U ∩ V = ∅ となるものが存在する.



【定義 4.1.3】 位相空間Xが T3 をみたす ⇔
def
任意の閉集合Fとx ∈ X \F

に対し, Fの近傍Uとxの近傍V で, U ∩ V = ∅となるものが存在する.



【定義 4.1.4】 位相空間Xが T4 をみたす ⇔
def
任意の互いに交わらない閉

集合F1, F2に対し, F1の近傍UとF2の近傍V で, U ∩ V = ∅となるものが
存在する.



【定義 4.1.5】 位相空間Xが正則(regular) である⇔
def

XはT1とT3をみ
たす.



【定義 4.1.6】 位相空間Xが正規(normal) である⇔
def

XはT1とT4をみ
たす.



問題
219. 次を示せ.

(1) Rに密着位相を入れたものはT1～T4をみたさない.

(2) Rにザリスキー位相を入れたものはT1をみたすがT2はみたさない.

(3) Rにユークリッド位相, ソルゲンフリー直線の位相, 離散位相を入れた
ものはT1～T4をみたす.



220. Xを位相空間とする. 次は同値.

(1) XはT1をみたす.

(2) Xの1点は閉集合.



221. Xを位相空間とする. 次は同値.

(1) XはT2をみたす.

(2) 対角線集合∆ = {(x, x) x ∈ X}は直積空間X ×Xの閉集合.



222. Xを位相空間とする. 次は同値.

(1) XはT3をみたす.

(2) 任意のx ∈ Xと, xの任意の近傍Uに対し, xの近傍V でV ⊂ Uとなる
ものが存在する.



223. Xを位相空間とする. 次は同値.

(1) XはT4をみたす.

(2) 任意の閉集合Fと, Fの任意の近傍Uに対し, Fの近傍V でV ⊂ Uと
なるものが存在する.



224. X, Y が Hausdorff 空間ならば直積空間X × Y もそうである.



225. Hausdorff 空間においては, 点列の極限は一意的.



226. Xを位相空間, Y をHausdorff空間, f, g : X → Y を連続写像とする. こ
のとき{x f(x) = g(x)}はXの閉集合であることを示せ.



227. Xを位相空間, Y をHausdorff空間, A ⊂ Xとし, f, g : X → Y を連続写
像とする. fとgが部分集合A上一致すればA上一致することを示せ.



228. 距離空間はHausdorff空間であることを示せ.



229. 距離空間は正規空間であることを示せ.



230. f : X → Y を連続な単射とする. Y がHausdorffならばXもHausdorffに
なることを示せ. 逆は正しいか.



231. 1次元ユークリッド空間R二つの位相和

X = R⨿ R = ({0} × R) ∪ ({1} × R)

上の関係
(0, x) ∼ (1, y) ⇔ x = y かつ y < 0

の生成する同値関係による商空間X/∼を考える.

(1) X/∼はHausdorff空間ではないことを示せ.

(2) 自然な射影π : X → X/∼は開写像ではないことを示せ.

(3) X/∼の点列{π(1,−1/n)}nの極限を求めよ.



232. 2次元ユークリッド空間R2の部分空間

X = {(x, y) 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

上の関係
(x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ x = x′ ∈ Q

の生成する同値関係による商空間X/∼は, T1をみたすがHausdorff空間
ではないことを示せ.



4.2 コンパクト性
【定義 4.2.1】 1. 位相空間Xがコンパクト(compact) である⇔

def
Xの任意

の開被覆が有限部分被覆を持つ.

2. 位相空間Xの部分集合Aがコンパクトである⇔
def
部分空間Aがコンパクト

である.



【定義 4.2.2】 位相空間Xが点列コンパクト(sequentially compact) であ
る⇔

def
Xの任意の点列が収束部分列を持つ.



問題
233. 位相空間Xの部分集合A,BがコンパクトならばA ∪Bもコンパクトで

あることを示せ.



234. 位相空間Xがコンパクトならば, それより弱い位相をいれたものもコン
パクトであることを示せ.



235. 離散位相空間XがコンパクトならばXは有限集合であることを示せ.



236. Rにザリスキー位相をいれると, 開集合はコンパクトであることを示せ.



237. 1次元ユークリッド空間Rの空でない半開区間はコンパクトではないこ
とを示せ.



238. 距離空間においては, コンパクトであることと点列コンパクトであるこ
とは同値であることを示せ.



239. 距離空間のコンパクト集合は有界であることを示せ.



240. 位相空間Xの点列{xn}が点a ∈ Xに収束するとする. このとき,

A =
⋃
n∈N

{xn} ∪ {a}

はコンパクトであることを示せ.



241. n次元ユークリッド空間Rnの部分集合A,Bに対し

A+B := {a+ b a ∈ A, b ∈ B}

とおく.

(1) AまたはBが開集合ならばA+Bも開集合であることを示せ.

(2) A, Bともにコンパクトならば, A+Bもコンパクトであることを示せ.

(3) Aがコンパクト, Bが閉集合ならば, A+Bも閉集合であることを示せ.

(4) A, Bともに閉集合ならばA+Bも閉集合か?



242. 次は正しいか? ただしR2にはユークリッド位相をいれる.

(1) R2はコンパクトである.

(2) R2の部分集合{(x, y) x2/4 + y2/16 ≤ 1
}はコンパクトである.

(3) R2の有界でない部分集合はコンパクトではない.

(4) R2の部分集合{(x, y) y ≥ x2
}はコンパクトである.

(5) R2のコンパクトでない部分集合は有界ではない.

(6) コンパクトでない集合は無限に多くの点を含む.

(7) 有限個の開集合の合併に含まれる集合はコンパクトである.

(8) R2には, 空でないコンパクト開集合は存在しない.

(9) R2の連結閉部分集合はコンパクトである.

(10) R2の閉集合Aが, 「(x, y) ∈ A ⇒ x2/16 + y2/15 < 1」をみたすとき,

Aはコンパクトである.



243. Xを集合, {Gλ}λ∈ΛをXの部分集合の族とする. またFλをGλの補集合
とする. {Gλ}λ∈ΛがXの被覆となる条件をFλに関する条件で表わせ.



244. コンパクト空間X上で定義された実数値連続関数fに対し,

supx∈X f(x) ∈ f(X)を示せ.



245. 2次元ユークリッド空間R2の部分集合族{At}t≥0を,

At = {(x, y) 0 ≤ x ≤ 1, y = t}で定める. 開集合O ⊂ R2がA0を含む
とする. このとき, あるδ > 0が存在し, 0 ≤ t < δならば, At ⊂ Oとなる
ことを示せ.



246. Xをコンパクト Hausdorff 空間とし, {Fi}i∈NをXの閉部分集合の族, O

をXの開集合とする. Oが⋂i∈N Fiを含むならば, あるn ∈ Nが存在し,⋂n
i=1 Fi ⊂ Oとなることを示せ. （Hausdorff は必要?）



247. Xをコンパクト Hausdorff 空間とし, Oi（i = 1, 2, . . .）を稠密な開集合
とするとき,

⋂∞
i=1 Oiは稠密であることを示せ.



248. Hausdorff 空間では, 二つのコンパクト部分集合の共通部分はコンパクト
であることを示せ.



249. 閉区間 [a, b]上定義された実数値関数f : [a, b] → Rが連続であるための必
要十分条件は, そのグラフ{(x, f(x)) a ≤ x ≤ b}がR2の有界閉集合で
あることである.



250. XをコンパクトHausdorff 空間, f : X → Xを連続写像とする. このと
き, 空でない閉集合A ⊂ Xでf(A) = Aとなるものが存在する.



251. コンパクト空間Xの閉集合の減少列X ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ · · ·が,⋂∞
i=1 Fi = ∅をみたせば, あるn ∈ Nが存在し, Fn = ∅であることを示せ.



252. Xを距離空間, Aを部分集合とする. あるa1, . . . , an ∈ Aと
ε1, . . . , εn > 0が存在し,

A ⊂
n⋃

i=1

U(ai, εi)

であるとすると, δ = min{ε1/2, . . . , εn/2}とおけば

⋃
a∈A

U(a, δ) ⊂
n⋃

i=1

U(ai, εi)

となることを示せ.



253. Xを距離空間, AをXのコンパクト部分集合とする. A ⊂ Oをみたす任
意の開集合Oに対し, あるδ > 0が存在し,⋃

a∈A

U(a, δ) ⊂ O

となることを示せ.



254. Xをコンパクト距離空間, f : X → Xを距離を保つ写像, すなわち, 任意
のx, y ∈ Xに対しd(f(x), f(y)) = d(x, y)をみたすものとする. このと
きfは全射であることを示せ. （ヒント： x0 ̸∈ f(X)とすると,

xn = fn(x0)で定まる点列{xn}は, 任意のi ̸= jに対し
d(xi, xj) ≥ d(x0, f(X)) > 0をみたすことを示す.）



255. カントール集合はコンパクトであることを示せ.



256. Xをバナッハ空間, X∗をその共役空間とする.



4.3 連結性
【定義 4.3.1】 Xを位相空間とする.

1. Xの部分集合A,BがA ∩B = ∅ = A ∩Bをみたすとき, A,Bを離れ
た集合という.

2. A,BがX = A ∪Bとなるような離れた集合ならば, A = ∅またはB = ∅
が成立するとき, Xは連結(connected) であるという.

3. Xの部分集合Aが連結である⇔
def
部分空間Aが連結である.



【定義 4.3.2】 Xを位相空間, x ∈ Xとする. 点xを含む最大の連結部分集
合をxを含む連結成分(connected component) という.



【定義 4.3.3】 位相空間Xが完全不連結(totally disconnected) である⇔
def

連結成分が全て１点からなる.



【定義 4.3.4】 位相空間Xが弧状連結(path-connected) である⇔
def
任意の

a, b ∈ Xに対し, aとbを結ぶ道が存在する.



第5章

追加



第6章

試験問題



6.1 前期中間
1999

1 i) f(A ∩B) ⫋ f(A) ∩ f(B)となる例を述べよ.

ii) AをXの真の部分集合(A ⫋ X)とする. このときf : X → Aで単射と
なる例を作れ.

2 i) Aを可算集合, Bを有限集合とする. このときA ∪Bは可算集合になる
ことを示せ. ただしA ∩B = ∅とする.

ii) A,Bを可算集合とする. このときA ∪Bは可算集合になることを示せ.

ただしA ∩B = ∅とする.

3 A の巾集合P (A)と2A = {f | f : A → {0, 1}}は１対１に対応すること
を示せ.

4 R ⊃ A,BでありmaxA,minA,maxB,minBが存在するとする.



i) A ⊂ BならばmaxA ≤ maxBかつminA ≥ minBとなることを示せ.

ii) 逆は成り立つか. すなわちmaxA ≤ maxBかつminA ≥ minBなら
ばA ⊂ Bとなるか.

5 R ⊃ Aが次の集合のときmaxA,minA, supA, inf Aを求めよ.

i) A = (0, 1].

ii) A = { 1
m + 1

n | m,n ∈ N}.

2000

6 f : X → Xでfは全射であるが,単射とならない例を作れ.

7 i) Xを可算集合, AをXの部分集合とする. このときAが可算集合で
X −Aが可算集合となる例を作れ.

ii) N× Nは可算集合になることを示せ.

8 2Nは可算でないことを示せ.



9

A =

{ ∣∣∣∣ 1m − 1

n

∣∣∣∣ ∣∣∣ m,n ∈ N
}

⊂ R

とする.

i) supAを求めよ. (求める過程も書け.)

ii) maxA,minA, inf Aを求めよ. (答だけでよい.)

10 実数列{an}が収束列で lim
n→∞

an = a > 0であるとすると,ある番号
n0 ∈ Nが存在して, n ≥ n0ならばan > 0となることを示せ.

2002

11 次を示せ.

i) A,Bを可算集合, A ∩B = ∅とする. このときA ∪Bも可算.

ii) Xを非可算集合, Aを可算集合, A ⊂ Xとする. このときX −Aも非
可算集合となる.



iii) Xを非可算集合, Aを可算集合, A ⊂ Xとする. このときXとX −A

の濃度は等しい.

12

A =

{
n− 1

n

∣∣∣ n ∈ N
}

⊂ R

とする.

i) maxAが存在しないことを示せ.

ii) minA, inf A, supAを求めよ. (答だけでよい.)

13 i) A ⊂ B ⊂ Rとし，

UA =
{
x ∈ R ∀a ∈ A に対し x ≥ a

}
UB =

{
x ∈ R ∀b ∈ B に対し x ≥ b

}



をそれぞれA, Bの上界全体とする．このときUA ⊃ UBを示し，
supA ≤ supBを示せ．

ii) An ⊂ R, A = ∪∞
n=1Anは有界であるとする．

B = {supAn | n ∈ N} ⊂ Rとする．このときsupAはBの上界である
こと及びsupBはAの上界であることを示し，supA = supBを示せ．

14 実数列{an}, {bn}がともに収束列で lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, a > bで
あるとすると,ある番号n0 ∈ Nが存在して, n ≥ n0ならばan > bnとな
ることを示せ.

2003

15 次の命題が正しければ証明し,間違っていたら反例を与えよ.

i) f : X → Xが単射ならば全射である.

ii) f : X → Y を写像, X = A ∪B, Y = C ∪Dでf(A) ⊂ C, f(B) ⊂ D

とする. f : A → C, f : B → Dが単射ならば, f : X → Y は単射で
ある.



16 i) Xを可算集合, AをXの部分集合とする. このときAが可算集合で
X −Aが可算集合となる例を作れ.

ii) N× Nは可算集合になることを示せ.

17 次を普通の文にせよ.

∀x ∈ R, ∃y ∈ R {x+ y ≥ 0}

18

A =

{
(−1)n

n
+

1

m

∣∣∣ n,m ∈ N
}

⊂ R

とする.

i) inf Aを求めよ. (求める過程も書け.)

ii) minA,maxA, supAを求めよ. (答だけでよい.)



19 A,B ⊂ Rを空でない, 上に有界な部分集合とし，AB ⊂ Rを

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}

により定める.

任意のa ∈ Aについてa ≥ 0, かつ任意のb ∈ Bについてb ≥ 0であると
する.

i) supAB ≤ supA · supBを示せ.

ii) supAB = supA · supBを示せ.

20 実数列が収束列であれば, 有界であることを示せ.

2005

21 i) f : X → Y を写像, An ⊂ Y , n = 1, 2, . . . を部分集合とする. このと
き次を示せ.

f−1

( ∞⋂
n=1

An

)
=

∞⋂
n=1

f−1 (An)



ii) 写像f : X → Rとa ∈ Rについて次を示せ.

{x | f(x) ≤ a} =
∞⋂

n=1

{
x
∣∣∣ f(x) < a+

1

n

}

22 A,Bを集合, i : A → Bを写像とする. 次の２条件(1), (2)が同値である
ことを示せ.

(1) i : A → B は単射
(2) 任意の集合Xと任意の写像f, g : X → Aについて次をみたす.

『if = igならばf = g』

23 RとR− Nの間の全単射を具体的にひとつ作れ.

24 A ⊂ Rが次の集合であるときsupA,maxA, inf A,minAを求めよ. (答
のみでよい.)



i) A =
{
1 + 1

n

∣∣ n ∈ N
}

ii) A =
{(

1 + 1
n

)n ∣∣ n ∈ N
}

iii) A =
{
sin 1

n

∣∣ n ∈ N
}

25 An ⊂ R, n = 1, 2, . . .を部分集合, A = ∪∞
n=1Anは有界であるとする．

an = inf Anとおく. 次の不等式が正しければ証明し, 正しくなければ反
例をあげよ.

i) inf A ≤ inf
n
{an}

ii) inf A ≥ inf
n
{an}

2006

26 X, Y , Zを集合, f : X → Y , g : Y → Zを写像とする. 次の命題が正し
ければ証明し,間違っていたら反例を与えよ.

i) g ◦ f : X → Z が単射ならばf : X → Y は単射である.

ii) g ◦ f : X → Z が単射ならばg : Y → Zは単射である.



iii) g ◦ f : X → Z が全射かつg : Y → Zが単射ならばf : X → Y は全射
である.

27 A,Bを集合, p : A → Bを写像とする. 次の２条件(1), (2)が同値である
ことを示せ.

(1) p : A → B は全射
(2) 任意の集合Xと任意の写像f, g : B → Xについて次をみたす.

『f ◦ p = g ◦ pならばf = g』

28 RとR− 2Zの間の全単射を具体的にひとつ作れ, ただし
2Z = {2l | l ∈ Z}は偶数全体のなす集合とする.

29 A ⊂ Rが次の集合であるときsupA,maxA, inf A,minAを求めよ. (答
のみでよい.)

i) A =
{

1
n

∣∣ n ∈ N
}



ii) A =
∞
∩

n=1

(
0, 1 + 1

n

)
iii) A =

{
sinn

∣∣ n ∈ N
}

30 A,B ⊂ Rを有界な部分集合, A ∩B ̸= ∅とする. このとき次の不等式を
示せ.

supA ∩B ≤ min {supA, supB} .

また等号が成立しない例を挙げよ.

2007

31 i) X, Y を集合, f : X → Y を写像とする. A ⊂ X, B ⊂ Y について次を
示せ.

f
(
f−1(B) ∩A

)
= B ∩ f(A)



ii) Xを集合, f : X → Rを写像とする. a ∈ Rについて次を示せ.

{x f(x) ≤ a} =

∞⋂
n=1

{
x f(x) < a+

1

n

}

32 i) NとN× Nの濃度が等しいことを示せ.

ii) 閉区間 [0, 1]と [0, 3]の濃度が等しいことを示せ.

33 A,B ⊂ Rを空でない有界な部分集合とする. このとき次を示せ.

inf A ∪B = min {inf A, inf B}

34 k ∈ Nとする.

an = sin
nπ

k



で与えられる数列{an}の上極限 lim sup anと下極限 lim inf anを求めよ.

2008

35 i) ∆ = {(n, n) n ∈ N} ⊂ N× Nとする. このとき, 具体的に全単射を
作ることにより, ∆とNの濃度が等しいことを示せ.

ii) A = {(i, n) n ∈ N, i = 1, 2} ⊂ N× Nとする. このとき, 具体的に全
単射を作ることにより, AとNの濃度が等しいことを示せ.

iii) 2Nは可算集合ではないことを示せ.

36 i) {An}n∈Nを集合の族とする. 下極限 lim
n→∞

An の定義を述べよ.

ii) Xを集合, f : X → R, fn : X → R (n ∈ N)を写像とする. 正実数
ε > 0とn ∈ Nに対し集合An,ε ⊂ Xを

An,ε = {x x ∈ X, |fn(x)− f(x)| < ε}

により定める. このとき次の(a),(b)は同値であることを示せ.



(a) x ∈ Xが lim
n→∞

fn(x) = f(x)をみたす.

(b) x ∈
⋂
ε>0

(
lim
n→∞

An,ε

)

37 i) lim sup
{
(−1)n + 1

n

}を求めよ. (求める過程も書け.)

ii) An =
[
(−1)n + 1

n , 2 +
1
n

]
⊂ Rとするとき, lim

n→∞
Anを求めよ.

iii) {an}, {bn}を有界な実数列で, an < bn (∀n ∈ N)をみたすものとし,

lim sup an = α, lim inf bn = β, An = [an, bn] ⊂ Rとおく. このとき
(α, β) ⊂ lim

n→∞
An ⊂ [α, β]であることを示せ.

38 複素数z ∈ Cに対し, zでzの共役を表し, arg zでzの偏角を表す. ただ
し, 偏角は−π < arg z ≤ πの範囲で考える. また ||z|| =

√
zzと定める.

Cの部分集合S1を

S1 = {z z ∈ C, ||z|| = 1}



で定める. 次の関数fはS1上の距離関数になるか.

i) f(z, w) = ||z − w||
ii) f(z, w) = | arg(zw)|

2009

39 次で与えられるRの部分集合X,Y の間の全単射をひとつつくれ.

i) X = [0, 1], Y = [0, 3].

ii) X = (0, 1), Y = R.
iii) X = (0, 1), Y = [0, 1].

40 i) {An}n∈Nを集合の族とする. lim
n→∞

An, lim
n→∞

An の定義を述べよ.

ii) lim
n→∞

An ⊂ lim
n→∞

An を示せ.

iii) lim
n→∞

An ⊊ lim
n→∞

An なる例を挙げよ.



41 i) Rの部分集合の間の等式
∞⋃

n=2

[
1
n , 1−

1
n

]
= (0, 1)を示せ.

ii) X,Y を集合, f : X → Y を写像, Aλ ⊂ Y とする. 次を示せ.

f−1

( ⋃
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋃

λ∈Λ

f−1 (Aλ).

iii) 写像g : R → Rをg(x) = x2 − 2xで定める.
∞⋃

n=2
g−1

([
1
n , 1−

1
n

])を求
めよ.

42 Rの空でない有限部分集合は最大元を持つことを示せ.

43 全順序体Kの数列
{

1

2n

}
が0に収束するならば, Kはアルキメデスの公

理をみたすことを示せ.

44 αを正の実数とする. α（を10進表記したとき）の小数点第n位以下を切
り捨てたものをanとする. Rの部分集合{an n ∈ N}の上限はαである



ことを示せ.

2010

45 i) y = f(x)がx = aで連続でない事を, 日本語として分かるように書け.

ただしε-δ論方式で書くこと.

ii)

f(x) =

{
0, x < 0

1, x ≥ 0

とするとき, f(x)はx = 0で連続でないことを示せ.

46 次の集合は可算である事を示せ.

i) N× N
ii) A =

{
f : N → {0, 1} f(n) = 1なるn ∈ Nは有限個}

47 次の集合の間の全単射f : X → Y を具体的に書け.



i) X = (0, 1), Y = (−∞, 0)

ii) X =
{
(x, y) ∈ R2 max{|x|, |y|} = 1

}
,

Y =
{
(x, y) ∈ R2 x2 + y2 = 1

}
48 Nに普通の順序をいれる. A ⊂ Nを空でない部分集合とする. このとき次

の条件は同値であることを示せ.

i) Aは有限集合.

ii) maxAが存在する.

iii) supA が存在する.

49 Kを全順序体, {an}をKの数列, a ∈ Kとする. ε ∈ K, ε > 0に対し,

A(ε) ⊂ N, B(ε) ⊂ Kを
A(ε) = {n ∈ N d(a, an) ≥ ε}
B(ε) = {an d(a, an) ≥ ε}

により定める. ただしd(a, an) = |a− an|.



i) {an}がaに収束することと, 任意のε > 0に対しA(ε)が有限集合であ
ることは同値であることを示せ.

ii)「任意のε > 0に対しB(ε)が有限集合であるならば, lim
n→∞

an = aであ
る」というのは正しいか? 正しければ証明し, 正しくなければ反例を挙
げよ.

2011

50 i) X, Y を集合, Bi ⊂ Y (i = 1, 2, . . . )を部分集合, f : X → Y を写像と
する. このとき

f−1

( ∞⋂
i=1

Bi

)
=

∞⋂
i=1

f−1(Bi)

であることを示せ.



ii) 写像f : R → Rをf(x) = sinxで定める. このとき
∞⋂

n=1

f−1
([
−2, 1

2 + 1
n

])
を求めよ.

51 次の集合は可算である事を示せ.

i) N× N.
ii) S = {[α, β] α, β ∈ Q, α ≤ β}

52 次の集合の間の全単射f : X → Y を具体的につくれ.

i) X = [0, 1], Y = [−3, 5]

ii) S1 =
{
(x, y) ∈ R2 x2 + y2 = 1

}とする. このとき,

X = S1 − {(1, 0)}, Y = R
iii) X = Y = N. ただし, 任意のn ∈ Nに対し, f(n) ̸= nとなるもの.



53 Kを全順序体, {an}をKのコーシー列, {aik}を{an}の部分列とする.

{aik}が収束列で, lim
k→∞

aik = a であれば, {an}も収束列であり, その極
限値はaであることを示せ.

54 A,B ⊂ Rを有界な, 空でない部分集合とし, α = supA, β = inf Bと
する.

集合C ⊂ Rを
C = {x ∈ R − x ∈ A}

により定める. このとき次を示せ.

i) −αはCの下界である.

ii) l ∈ RがCの下界であるならば, −lはAの上界である.

iii) inf C = −α.

また, 集合D ⊂ Rを

D = {ab a ∈ A, b ∈ B}



により定める. 任意のa ∈ Aについてa ≥ 0かつ, 任意のb ∈ Bについて
b ≤ 0であるとき, 次を示せ.

iv) αβはDの下界である.

v) αβ = infD.

2012

55 A,B ⊂ Rを有界な, 空でない部分集合とする. 集合C,D ⊂ Rを

C = {a− b ∈ R a ∈ A, b ∈ B}
D = {d ∈ R 1/d ∈ A}

により定める.

i) 任意のa ∈ Aに対し, あるb ∈ Bが存在して, a ≤ bが成り立つとする.

このとき,

(a) supA ≤ supBを示せ.

(b) inf A ≤ inf Bは成り立つか？ 成り立つならば証明し, 成り立たな
いならば反例を挙げよ.



ii) supC = supA− inf Bを示せ.

iii) inf {|a| 0 ̸= a ∈ A} > 0ならば, Dは有界であることを示せ.

iv) Dが有界ならば, inf {|a| 0 ̸= a ∈ A} > 0となるか？ そうならば証
明し, そうでないならば反例を挙げよ.

v) inf A > 0であるとき, supD = 1/ inf Aを示せ.

56 写像f : N× N → Nを

f(l,m) =


3l−1

(
3 · m+ 1

2
− 2

)
mが奇数

3l−1
(
3 · m

2
− 1
)

mが偶数

により定めると, fは全単射であることを示せ.

57 X,Y, Zを集合, ϕ : X → Y を写像とする.

i) 写像ϕ∗ : Map(Z,X) → Map(Z, Y )をϕ∗(f) = ϕ ◦ fで定める. ϕが
単射ならば, ϕ∗も単射であることを示せ.



ii) 写像ϕ∗ : Map(Y, Z) → Map(X,Z)をϕ∗(f) = f ◦ ϕで定める. ϕが全
射ならば, ϕ∗は単射であることを示せ.

58 Xを集合, Y をXの部分集合, f : X → Y を写像とする. 次の性質（＊）
をみたすY の部分集合S0が存在することを, 以下の問にしたがって示せ.

ただし, Y の部分集合Aに対し, Ac = X −A, Ac′ = Y −Aとする.

（＊） Y = S0

∐
f(Sc

0).

i) {Si}i∈NをSi ⊂ Xである集合族とする. このとき

f

( ∞⋃
i=1

Si

)
=

∞⋃
i=1

f(Si).

ii) S ⊂ Xに対し, F (S) = (f (Sc))
c′
= Y − f(X − S)と定める. このと

き, S ⊂ TならばF (S) ⊂ F (T ).



iii) {Si}i∈NをSi ⊂ Xである集合族とする. このとき

F

( ∞⋂
i=1

Si

)
=

∞⋂
i=1

F (Si).

iv) F (X) ⊃ F 2(X) ⊃ · · · ⊃ Fn(X) ⊃ · · · .
v) S0 =

∞⋂
n=1

Fn(X)とするとき, F (S0) = S0.

vi) S0は条件（＊）をみたす.

2013

59 X, Y を集合, f : X → Y を写像, A ⊂ X, B ⊂ Y とする.

i) f
(
f−1(B) ∩A

)
= B ∩ f(A)が成り立つことを示せ.

ii) f−1 (f(A) ∩B) = A ∩ f−1(B)は成り立つか？ 成り立つならば証明
し, 成り立たない場合は例を挙げよ.



60 i) X,Y を集合, f : X → Y を写像, Aλ ⊂ Y とする.

f−1

( ⋂
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋂

λ∈Λ

f−1 (Aλ)であることを示せ.

ii) 写像g : R → Rをg(x) = x2 − xで定める.
⋂
r>2

g−1 ([0, r))を求めよ.

61 Xを集合, An ⊂ X (n = 1, 2, . . . )を部分集合とする.

i)

(
lim
n

An

)c

= lim
n

Ac
nを示せ.

ii) lim
n

An ⊂ lim
n

Anを示せ.

iii) A1 ⊃ A2 ⊃ . . .のとき lim
n

An = lim
n

An =
∞⋂

n=1
Anであることを示せ.

62 X,Y を集合, f : X → Y を写像とする. 写像f∗ : 2Y → 2Xを
f∗(b) = b ◦ fで定める. ただし2X = Map(X, {0, 1})である.

i) fが全射ならば, f∗は単射であることを示せ.



ii) f∗が単射ならば, fは全射であることを示せ.

63 n ∈ Nに対し, Rにおける関係∼nをx ∼n y⇔
def

n(x− y) ∈ Zにより定
める.

i) ∼nは同値関係であることを示せ.

ii) m,n ∈ Nとする. pn = fmn ◦ pmとなるような写像
fmn : R/∼m → R/∼nが存在することとm|nであることは同値である
ことを示せ. ただしpm, pnは∼m,∼nに関する自然な射影であり, m|n
とはmがnの約数であることである.

R
pn //

pm

��

R/∼n

R/∼m

fmn

::

iii) f−1
1n (0)を求めよ. ただし0 = pn(0) ∈ R/∼nである.



2014

64 次の命題を考える.

∀x ∈ R, ∃y ∈ R, ∀z ∈ R : z ≥ y → x+ z ≥ 0

（ただし「→」は「ならば」を表す論理記号, すなわちp → qはpが真でq

が偽のとき偽, その他の場合は真.）
i) この命題をふつうの（論理記号を使わない）文にせよ.

ii) この命題の真偽を理由をつけて判定せよ.

65 X, Y , Zを集合, A ⊂ X, B,B′ ⊂ Y , C ⊂ Zを部分集合, f : X → Y ,

g : Y → Zを写像とする.

i) f−1 (B ∩B′) = f−1(B) ∩ f−1(B′)を示せ.

ii) f−1 (f(A) ∩B) ⊃ A ∩ f−1(B)を示せ.

iii) f−1 (f(A) ∩B) = A ∩ f−1(B)は成り立つか？ 成り立つならば証明
し, 成り立たない場合は例を挙げよ.

iv) (g ◦ f)−1(C) = f−1
(
g−1(C)

)を示せ.



66 X, Y , Zを集合, f : X → Y , g : Y → Zを写像とする. 次の命題が正し
ければ証明し,間違っていたら反例を与えよ.

i) g ◦ f : X → Z が単射ならばf : X → Y は単射である.

ii) g ◦ f : X → Z が単射ならばg : Y → Zは単射である.

iii) g ◦ f : X → Z が単射かつf : X → Y が全射ならばg : Y → Zは単射
である.

67 fi : X → Yiを写像, qi : Y1 × Y2 → Yiを射影, Bi ⊂ Yiを部分集合
（i = 1, 2）とする. 次を示せ.

i) B1 ×B2 = q−1
1 (B1) ∩ q−1

2 (B2).

ii) ⟨f1, f2⟩−1(B1 ×B2) = f−1
1 (B1) ∩ f−1

2 (B2).

iii) f1が単射ならば⟨f1, f2⟩も単射であることを示せ.

ただし⟨f1, f2⟩ : X → Y1 × Y2は⟨f1, f2⟩(x) = (f1(x), f2(x)) で与えられ
る写像.

68 X,Y を集合, f : X → Y を写像とする. 写像f∗ : 2Y → 2Xを



f∗(b) = b ◦ fで定める. ただし2X = Map(X, {0, 1})である.

i) fが単射ならば, f∗は全射であることを示せ.

ii) f∗が全射ならば, fは単射であることを示せ.

2015

69 i) X,Y を集合, f : X → Y を写像, {Bj}j∈JをY の部分集合の族とする.

次を示せ.

f−1

⋃
j∈J

Bj

 =
⋃
j∈J

f−1(Bj)

ii) a ∈ Rに対し, Rの部分集合AaをAa = [a, 0)により定める. また
R− = {x ∈ R x < 0}とする.

⋃
a∈R−

Aaを求めよ.

iii) 写像g : R → Rをg(x) = x2 − 5x+ 6で定める.
⋃

a∈R−

g−1 (Aa)を求



めよ.

70 X, Y を集合, A,A′ ⊂ X, B ⊂ Y を部分集合, f : X → Y を写像とする.

i) f (A ∩A′) ⊂ f(A) ∩ f(A′)を示せ.

ii) f (A ∩A′) = f(A) ∩ f(A′)は成り立つか？ 成り立つならば証明し, 成
り立たない場合は例を挙げよ.

iii) f
(
A ∩ f−1(B)

)
= f(A) ∩Bは成り立つか？ 成り立つならば証明し,

成り立たない場合は例を挙げよ.

71 X, Y , Z, Wを集合, f : X → Y , g : Y → Z, h : Z → Wを写像とし,

g ◦ f , h ◦ gがどちらも全単射であるとする.

i) gは全単射であることを示せ.

ii) fとhは全単射であることを示せ.

72 f : X → Y , fi : X → Yiを写像, ⟨f1, f2⟩ : X → Y1 × Y2を
⟨f1, f2⟩(x) = (f1(x), f2(x)) で与えられる写像とする.



i) f1, f2がともに全射ならば⟨f1, f2⟩も全射か? 成り立つならば証明し,

成り立たない場合は例を挙げよ.

ii) f1が単射ならば⟨f1, f2⟩も単射であることを示せ.

iii) 写像fのグラフΓf = {(x, y) ∈ X × Y f(x) = y}とXとの間の全単
射を作れ.

73 X,Y を集合, f : X → Y を写像とする. 写像f∗ : 2Y → 2Xを
f∗(b) = b ◦ fで定める. ただし2X = Map(X, {0, 1})である.

i) fが全射ならば, f∗は単射であることを示せ.

ii) fが単射ならば, f∗は全射であることを示せ.

74 Xを集合, An ⊂ X (n = 1, 2, . . . )を部分集合とする.

i)
(
lim
n

An

)c
= lim

n
Ac

n を示せ.

ii) 任意のi, j ∈ N, i < jに対しAi ⊂ Ajであるとする.



(a) 任意のn ∈ Nに対し,

∞⋃
i=n

Ai =

∞⋃
i=1

Ai

∞⋂
i=n

Ai = An

であることを示せ.

(b) lim
n

An = lim
n

An =
∞⋃

n=1
An であることを示せ.

2016

X,Y を集合, f : X → Y を写像, An ⊂ X (n = 1, 2, . . . ), B ⊂ Y を部分
集合とする.

75 i) 次を示せ.

(a)

f

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞⋃
n=1

f (An)



(b)

f

( ∞⋂
n=1

An

)
⊂

∞⋂
n=1

f (An)

(c)

f
(
lim
n

An

)
⊂ lim

n
f (An)

ii) n ∈ Nに対しCn = {n} ⊂ Nとしたとき lim
n

Cnを求めよ.

iii) 等号
f
(
lim
n

An

)
= lim

n
f (An)

は一般に成り立つか. 成り立つ場合は証明し, 成り立たない場合は例を
挙げよ.



76 写像f∗ : 2Y → 2Xをf∗(b) = b ◦ fで定める. ただし
2X = Map(X, {0, 1})である.

i) f∗(χY ) = f∗ (χf(X)

)を示せ. ただしχY , χf(X)はY, f(X)の特性
関数.

ii) f∗が単射ならば, fは全射であることを示せ.

77 fi : X → Yiを写像, ⟨f1, f2⟩ : X → Y1 × Y2を
⟨f1, f2⟩(x) = (f1(x), f2(x)) で与えられる写像, Bi ⊂ Yiを部分集合
（i = 1, 2）とする.

i) ⟨f1, f2⟩−1(B1 ×B2) = f−1
1 (B1) ∩ f−1

2 (B2)を示せ.

ii) f1が単射ならば⟨f1, f2⟩も単射か? 成り立つならば証明し, 成り立たな
い場合は例を挙げよ.

iii) f1, f2がともに全射だが⟨f1, f2⟩は全射ではない例を挙げよ.

iv) ⟨f1, f2⟩が全射である例を挙げよ.

78 集合F = {1, 2, 3, 4}を考える.



i) Fの分割を全て挙げよ. (答えだけでよい.)

ii) F上の同値関係で1と2が同値になるようなものはいくつあるか?

79 i) X上の関係∼を, x ∼ x′ ⇔ f(x) = f(x′)により定めると, ∼は同値関
係であることを示せ.

ii) 写像p : Z → Z/2Z× Z/3Zをp(l) = (p2(l), p3(l))により定める. ただ
しpn : Z → Z/nZは商写像. l ∼ m ⇔ p(l) = p(m)により定まるZ上
の同値関係∼に関する完全代表系を一つ挙げよ.

80 S1 = {z ∈ C |z| = 1}とする. S1上の関係∼を

z ∼ w ⇔ z = wまたはz = −w

で定める. また, 写像g : S1 → S1をg(z) = z2で定める.

i) z ∼ w ⇔ g(z) = g(w)を示せ.

ii) i)と前問 i) より∼は同値関係である. 商集合S1/∼とS1の間の全単射
を一つ作れ.



2017

81 X,Y を集合, f : X → Y を写像, A ⊂ X, B ⊂ Y を部分集合とする.

i) f
(
f−1(B)

)
⊂ Bを示せ.

ii) A ⊂ f−1 (f(A))を示せ.

iii) A ̸= f−1 (f(A))となる例を挙げよ.

iv) f(A) = f
(
f−1 (f(A))

)は成り立つか? 成り立つなら証明し, 成り立た
ない場合は例を挙げよ.

82 X,Y を集合, f : X → Y を写像, {An}n∈N, {Aλ}λ∈Λ（ただしΛ ̸= ∅）を
Xの部分集合の族とする.

i) 次を示せ.

(a)

f

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋃
λ∈Λ

f (Aλ)



(b)

f

(⋂
λ∈Λ

Aλ

)
⊂
⋂
λ∈Λ

f (Aλ)

(c) fが単射ならば

f

(⋂
λ∈Λ

Aλ

)
=
⋂
λ∈Λ

f (Aλ)

ii)(a) n ∈ Nに対しCn = {n} ⊂ Nとしたとき, lim
n

Cnを求めよ.

(b) 任意のn ∈ Nに対しAn = A1であるとき, lim
n

An = A1であること
を示せ.

iii)(a) fが単射ならば
f

(
lim
n

An

)
= lim

n
f (An)

となることを示せ.



(b)

f

(
lim
n

An

)
̸= lim

n
f (An)

となる例を挙げよ.

83 X,Y を集合, f : X → Y を写像とする. 写像f∗ : 2Y → 2Xを
f∗(β) = β ◦ fで定める. ただし2X = Map(X, {0, 1})である.

i) x1 ∈ Xとする. さらに, あるβ ∈ 2Y が存在し, χx1
= f∗(β)であると

する. ただしχx1は{x1} ⊂ Xの特性関数. このとき次の(?)が成り立
つことを示せ.

(?) x ∈ Xがf(x) = f(x1)をみたせば, x = x1である.

ii) f∗が全射ならば, fは単射であることを示せ.

84 fi : X → Yi, gi : Xi → Yiを写像とする. 以下の主張が正しければ証明



し, 正しくなければ反例を挙げよ. ただし,

⟨f1, f2⟩(x) = (f1(x), f2(x)) , (g1 × g2)(x1, x2) = (g1(x1), g2(x2))

である.

i) f1が単射ならば⟨f1, f2⟩ : X → Y1 × Y2も単射.

ii) g1が単射ならばg1 × g2 : X1 ×X2 → Y1 × Y2も単射.

iii) g1, g2がともに単射ならばg1 × g2 : X1 ×X2 → Y1 × Y2も単射.

85 Z上に次で定義される関係は同値関係か? また, 同値関係であれば完全代
表系を一つ挙げよ.

i)
m ∼ n ⇔

def
m− nが2または5の倍数である.

ii)
m ≡ n ⇔

def
m− nが2の倍数かつ5の倍数である.



iii)
m ≈ n ⇔

def
mn ̸= 0またはm = n.

86 i) X,Y を集合, f : X → Y を写像とする. X上の関係∼を,

x ∼ x′ ⇔ f(x) = f(x′)により定めると, ∼は同値関係であることを
示せ.

ii) 写像p : Z → Z/2Z× Z/5Zをp(l) = (p2(l), p5(l))により定める. ただ
しpn : Z → Z/nZは商写像. l ∼ m ⇔ p(l) = p(m)により定まるZ上
の同値関係∼に関する完全代表系を一つ挙げよ.



6.2 前期期末
1999

1 次の関数はR上の距離関数になるか.

i) f(x, y) = |x2 − y2|
ii) f(x, y) = (x− y)2

iii) f(x, y) = min{1, |x− y|}

2 Xを集合とし,d1, d2をX上の距離関数とする.

i) x, y ∈ Xに対しd(x, y) = max{d1(x, y), d2(x, y)}で与えられる関数は
X上の距離関数になることを示せ.

ii) X ⊃ Aを部分集合とし,δ(A), δ1(A), δ2(A)をそれぞれd, d1, d2で計っ
たAの直径とする. すなわち

δ(A) = sup{d(x, y) | x, y ∈ A}

δ1(A) = sup{d1(x, y) | x, y ∈ A}



δ2(A) = sup{d2(x, y) | x, y ∈ A}

このときδ(A) = max{δ1(A), δ2(A)}であることを示せ.

iii) d′(x, y) = min{d1(x, y), d2(x, y)}で与えられる関数d′は必ずしもX

上の距離関数になるとは限らない.距離関数になる例と,ならない例を
一つずつ挙げよ.

2000

3 N =
{
n n は n ≥ 2 となる自然数}とする. Nの元 a, b について,

b ≤ a を b = ax, x ∈ N = {1, 2, 3, · · · }と定義する. このときNの最大,

最小,極大,極小元を求めよ.

4 i) Aを集合とし, B ⫋ Aで, Bは可算集合とする. このときA−BとAが
対等になるA,Bの例を作れ.

ii) Aを集合とする. P (A)と2Aは対等になることを示せ.



5 i) 帰納的順序集合の定義を述べ, Zorn の Lemma を書け.

ii) Λを全順序集合とし, {Gλ}λ∈Λ を考える. ただし各Gλは群であり,

λ ≤ µのときGλ ⊆ Gµとする. ここでGλはGµの部分群とする. この
とき

G =
⋃
λ∈Λ

Gλ

は群になることを示せ.

6 次の関数はR上の距離関数になるか.

i) f(x, y) =
√
|x− y|

ii) f(x, y) = (x− y)4

7 Xを集合とし,d1, d2をX上の距離関数とする.

i) x, y ∈ Xに対しd(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y)で与えられる関数dはX

上の距離関数になることを示せ.



ii) X ⊃ A,Bを部分集合とする. d, d1, d2で計ったAとBの距離について
次の不等式が成り立つことを示せ.

d(A,B) ≥ d1(A,B) + d2(A,B)

iii) 上の不等式で等号が成り立たない例を挙げよ.

2002

8 pを素数とする. 0 ̸= x ∈ Zについて, pα|xだがpα+1 ̸ |x となる0以上の
整数αをvp(x)とする. vp(0) = ∞とする.

x, y ∈ Zについて, x ≤ yをvp(x) ≥ vp(y)と定義する(＊).

このとき(＊)の関係が, 順序関係のみたすべき３つの条件についてそれ
ぞれ, みたす場合は証明し, みたさない場合は反例を挙げよ.

9 i) A,Bを可算集合, A ∩B = ∅とする. このときA ∪Bも可算.

ii) R上の互いに交わらない空でない開区間は, どううまくとっても高々可
算個しかとれないことを示せ.



10 i) nを自然数とする. sup{ (−1)k

k | k ≥ n}を求めよ.

ii) an = (−1)n

n で定められる数列{an}について lim sup an を求めよ.

(どちらも求める過程も書け.)

11 次の関数fはR上の距離関数になるか.

i) f(x, y) = x2 + y2

ii) f(x, y) = (x− y)100

iii) g : R → Rを単射とするときf(x, y) = |g(x)− g(y)|

2003

12 i) f : X → Y を写像とする. x, y ∈ Xについて, x ∼ yをf(x) = f(y)と
定義する. このとき関係∼は同値関係であることを示せ.

ii) X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Y = {1, 2, 3}とし, 写像f : X → Y を
f(1) = f(2) = f(3) = 1, f(4) = f(5) = 2, f(6) = 3で定義するとき,

(i)の同値関係での同値類の集合X/∼ = {Xx|x ∈ X}及びその代表元
を書け.



13 i) 順序集合Xで, 最大元は存在しないが, 極大元が存在する例を挙げよ.

ii) X = {1, 2, 3, 4, 5}, Y = {1, 2, 3}とし, X,Y に自然数の大小で順序を
入れる. 次の条件(?)をみたすような写像f : X → Y の例をひとつ挙
げよ.

(?) 「 fは全射であり, x ≤ yである任意のx, y ∈ Xについて
f(x) ≤ f(y)となる.」

iii) 上の(ii)において, 条件(?)をみたすような写像fはいくつあるか.

14 i) f(x, y) = (x− y)6で定義される関数fはR上の距離関数になるか.

ii) Xを集合, d1, d2をX上の距離関数, a1, a2を正の実数とする. このと
きd(x, y) = a1d1(x, y) + a2d2(x, y)で定義される関数dはX上の距離
関数になるか.

15 (X, d)を距離空間, X ⊃ A,Bを空でない部分集合とする.

i) A,Bともに有界ならばA ∪Bも有界であることを示せ.

ii) d(A,B) = 0かつA ∩B = ∅である例を挙げよ.



16 (X, d)を距離空間とする. Xから有限個の点x1, x2, . . . , xn ∈ Xを除い
た集合

X − {x1, x2, . . . , xn}

はXの開集合であることを示せ.

2003

17 i) f : X → Y を写像とする. x, y ∈ Xについて, x ∼ yをf(x) = f(y)と
定義する. このとき関係∼は同値関係であることを示せ.

ii) X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Y = {1, 2, 3}とし, 写像f : X → Y を
f(1) = f(2) = f(3) = 1, f(4) = f(5) = 2, f(6) = 3で定義するとき,

(i)の同値関係での同値類の集合X/∼ = {Xx|x ∈ X}及びその代表元
を書け.

18 i) 順序集合Xで, 最大元は存在しないが, 極大元が存在する例を挙げよ.

ii) X = {1, 2, 3, 4, 5}, Y = {1, 2, 3}とし, X,Y に自然数の大小で順序を



入れる. 次の条件(?)をみたすような写像f : X → Y の例をひとつ挙
げよ.

(?) 「 fは全射である. またx ≤ yである任意のx, y ∈ Xについて
f(x) ≤ f(y)となる.」

iii) 上の(ii)において, 条件(?)をみたすような写像fはいくつあるか.

19 帰納的順序集合の定義を述べ, ZornのLemmaを書け.

20 i) f(x, y) = (x− y)6で定義される関数fはR上の距離関数になるか.

ii) Xを集合, d1, d2をX上の距離関数, a1, a2を正の実数とする. このと
きd(x, y) = a1d1(x, y) + a2d2(x, y)で定義される関数dはX上の距離
関数になるか.

21 (X, d)を距離空間とする. Xから有限個の点x1, x2, . . . , xn ∈ Xを除い
た集合

X − {x1, x2, . . . , xn}



はXの開集合であることを示せ.

2004

22 Rにおける関係∼を, a ∼ b ⇔ a− b ∈ Zにより定める．
i) 関係∼は同値関係であることを示せ.

ii) 集合R/∼はどのような集合か.

23 i) Xを順序集合とする. a ∈ XについてX(a) = {x | a ≤ x}とする.

Y ⊂ X(a)をとり, α = sup
X

Y が存在したとすると, α = sup
X(a)

Y を示せ.

ii) 帰納集合でない集合の例を挙げよ(理由も示せ).

iii) X ̸= ∅を帰納集合とすると, 任意のa ∈ Xについて, a ≤ x0となるX

の極大元x0が存在することをZornの補題を使い示せ.

24 0か1からなる数列で1は有限個しかないようなもの全体のなす集合

S =
{
{ai}i∈N | aiは0か1, aiのうち1であるのは有限個}



を考える. Sは可算集合であることを示せ.

25 i) f(x, y) = (x− y)10で定義される関数fはR上の距離関数になるか.

ii) f(x, y) = x2 + y2で定義される関数fはR上の距離関数になるか.

iii) Xを集合, (Y, dY )を距離空間, g : X → Y を単射とする. このとき
d(x, x′) = dY (g(x), g(x

′))で定義される関数dはX上の距離関数にな
るか.

2005

26 i) P(N)は可算集合ではないことを示せ. ただしP(N)はNのべき集合を
あらわす.

ii) P(N)の部分集合Pf (N)を

Pf (N) =
{
A | A ⊂ N, A は有限集合}

で定める. このときPf (N)は可算集合であることを示せ.



27 i) 帰納集合の定義を書け.

ii) 帰納集合でない順序集合の例をあげよ.

28 Zornの補題を用いて, Rの部分集合Hで, 次の条件をみたすものが存在
することを示せ.

(条件)任意のr ∈ Rは有限個のh1, . . . , hn ∈ Hと有限個の
q1, . . . , qn ∈ Qを用いて,

r = q1h1 + q2h2 + · · ·+ qnhn

とただひととおりに表せる.

29 (X, d)を距離空間, x, y ∈ X, r, sを正の実数とする.

i) d (Ur(x), Us(y)) ≥ max{d(x, y)− r − s, 0}を示せ. ただしUr(x)はx

を中心とする半径rの開球を表す.

ii) d (Ur(x), Us(y)) = d(x, y)− r − s となる例をあげよ.

iii) d (Ur(x), Us(y)) > max{d(x, y)− r − s, 0} となる例をあげよ.



30 (X, d)を距離空間, An (n = 1, 2, . . . ), BをXの部分集合とし,

A = ∪∞
n=1An, rn = d(An, B)とおく. このとき次の等式を示せ.

d(A,B) = inf
n
{rn}

2006

31 Xを空でない集合とする. 写像f : X ×X → Rが次の条件f1 ∼ f4をみ
たすとする. 以下の問に答えよ.

f1. f(x, y) ≥ 0 (∀x, y ∈ X)

f2. f(x, x) = 0 (∀x ∈ X)

f3. f(x, y) = f(y, x) (∀x, y ∈ X)

f4. f(x, z) ≤ f(x, y) + f(y, z) (∀x, y, z ∈ X)

i) Xにおける関係∼を, x ∼ y ⇔ f(x, y) = 0により定めると, ∼は同値
関係であることを示せ.



ii) x, x′, y, y′ ∈ Xについて, x ∼ x′かつy ∼ y′ならばf(x, y) = f(x′, y′)

であることを示せ.

iii) Y を, 同値関係∼による, Xの商集合Y = X/∼とする. 写像
d : Y × Y → Rをd([x], [y]) = f(x, y)により定めると, dはY 上の距離
関数であることを示せ. ただし, [x]は, xの同値類をあらわす.

32 N =
{
n n は n ≥ 2 である自然数}とする. Nの元 a, b について,

b ≤ a を b = ax, x ∈ N = {1, 2, 3, · · · }と定義する. このときNの最大,

最小,極大,極小元を求めよ.

33 Xを空でない順序集合とする.

i) S =
{
A | ∅ ̸= A ⊂ X, Aは全順序部分集合} とし, Sに包含関係で順

序をいれる. このときSは帰納集合であることを示せ.

ii) Xは, 包含関係に関して極大な, 全順序部分集合を持つことを示せ.

34 次の関数fはR上の距離関数になるか, 理由をつけて答えよ.



i) f(x, y) = (x− y)2

ii) f(x, y) = |x3 − y3|

2006

35 X, Y を空でない集合, f : X → Y を写像とする. 以下の問に答えよ.

i) Xにおける関係∼を, x ∼ x′ ⇔ f(x) = f(x′)により定めると, ∼は同
値関係であることを示せ.

ii) Xを, 同値関係∼による, Xの商集合X = X/∼とする. 写像
f : X → Y をf([x]) = f(x)により定めると, fは単射であることを示
せ. ただし, [x]は, xの同値類をあらわす.

iii) f : X → Y が全射であれば, f : X → Y は全単射であることを示せ.

36 N =
{
n n は n ≥ 2 である自然数}とする. Nの元 a, b について,

b ≤ a を b = ax, x ∈ N = {1, 2, 3, · · · }と定義する. このときNの最大,

最小,極大,極小元を求めよ.



37 Xを空でない順序集合とする.

i) S =
{
A | ∅ ̸= A ⊂ X, Aは全順序部分集合} とし, Sに包含関係で順

序をいれる. このときSは帰納集合であることを示せ.

ii) Xは, 包含関係に関して極大な, 全順序部分集合を持つことを示せ.

38 次の関数fはR上の距離関数になるか, 理由をつけて答えよ.

i) f(x, y) = (x− y)2

ii) f(x, y) = |x3 − y3|

2007

39 Xを集合とし,d1, d2をX上の距離関数とする.

i) x, y ∈ Xに対しd(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y)で与えられる関数dはX

上の距離関数になることを示せ.

ii) X ⊃ A,Bを部分集合とする. d, d1, d2で計ったAとBの距離について



次の不等式が成り立つことを示せ.

d(A,B) ≥ d1(A,B) + d2(A,B)

iii) 上の不等式で等号が成り立たない例を挙げよ.

40 X, Y を空でない集合, f : X → Y を写像とする. 以下の問に答えよ.

i) Xにおける関係∼を, x ∼ x′ ⇔ f(x) = f(x′)により定めると, ∼は同
値関係であることを示せ.

ii) Xを, 同値関係∼による, Xの商集合X = X/∼とする. 写像
f : X → Y をf([x]) = f(x)により定めると, fは単射であることを示
せ. ただし, [x]は, xの同値類をあらわす.

iii) f : X → Y が全射であれば, f : X → Y は全単射であることを示せ.

41 i) 帰納的順序集合の定義を述べよ.

ii) ZornのLemmaを書け.



iii) 帰納的順序集合ではない順序集合の例を挙げよ.

2008

42 Xを集合とし,d1, d2をX上の距離関数とする.

i) x, y ∈ Xに対しd(x, y) = max{d1(x, y), d2(x, y)}で与えられる関数は
X上の距離関数になることを示せ.

ii) X ⊃ Aを部分集合とし,δ(A), δ1(A), δ2(A)をそれぞれd, d1, d2で計っ
たAの直径とする. このときδ(A) = max{δ1(A), δ2(A)}であることを
示せ.

iii) d′(x, y) = min{d1(x, y), d2(x, y)}で与えられる関数d′は必ずしもX

上の距離関数になるとは限らない.距離関数になる例と,ならない例を
一つずつ挙げよ.

2009

43 i) 有限全順序集合には最大元が存在することを示せ.

ii) 有限順序集合は帰納的順序集合であることを示せ.



iii) (0, 1) ⊂ Rを開区間とする. 集合P = {A ⊂ (0, 1) A ̸= (0, 1)}に順序
を⊂でいれたとき, Pは帰納的順序集合ではないことを示せ.

44 i) A,B,Cを集合, f : A → Bを全単射とする. このとき全単射
A× C → B × Cを作れ.

ii) NとN× Nの濃度が等しいことを示せ.

iii) NとN× N× Nの濃度が等しいことを示せ.

45 Xを空でない集合とする. 写像f : X ×X → Rが次の条件f1 ∼ f4をみ
たすとする. 以下の問に答えよ.

f1. f(x, y) ≥ 0 (∀x, y ∈ X)

f2. f(x, x) = 0 (∀x ∈ X)

f3. f(x, y) = f(y, x) (∀x, y ∈ X)

f4. f(x, z) ≤ max{f(x, y), f(y, z)} (∀x, y, z ∈ X)

i) Xにおける関係∼を x ∼ y ⇔ f(x, y) = 0により定めると, ∼は同値



関係であることを示せ.

ii) x, x′, y, y′ ∈ Xについて, x ∼ x′かつy ∼ y′ならばf(x, y) = f(x′, y′)

であることを示せ.

iii) Y を, 同値関係∼による, Xの商集合Y = X/∼とする. 写像
d : Y × Y → Rをd([x], [y]) = f(x, y)により定めると, dはY 上の距離
関数であることを示せ. ただし, [x]はxの同値類.

iv) r > 0とする. 上の(Y, d)において, [y] ∈ Ur ([x])ならば
Ur ([y]) = Ur ([x])であることを示せ. ただし

Ur ([x]) = {[z] ∈ Y d([x], [z]) < r}

は [x] ∈ Y を中心とする半径rの開球.

v) r > 0とする. 上の(Y, d)において, δ (Ur ([x])) ≤ rであることを示せ.

ただしδ (Ur ([x])) = sup {d([y], [z]) [y], [z] ∈ Ur ([x])}は直径.

2010

46 X,Y を集合, ≃,≈をそれぞれX,Y 上の同値関係とする.



i) X × Y における関係∼を,

(x, y) ∼ (x′, y′)⇔
def

x ≃ x′ かつ y ≈ y′

と定めると, ∼はX × Y 上の同値関係であることを示せ.

ii) X = Y = Z,
x ≃ x′ ⇔

def
x− x′が2で割りきれる,

y ≈ y′ ⇔
def

y − y′が3で割りきれる,

としたとき, 商集合Z× Z/∼を求めよ.

47 i) 全順序集合でない順序集合の例を挙げよ.

ii) 極大元は持つが最大元を持たない順序集合の例を挙げよ.

iii) Xを順序集合, X ⊃ Aを部分集合とする. supAは, 存在すれば, 一意
的であることを示せ.



48 X,Y を空でない集合, f : X → Y を写像とし,

S = {(Y ′, s′) Y ′ ⊂ Y, s′ : Y ′ → X, f ◦ s′ = 1Y ′}

とする.

i) S ̸= ∅を示せ.

ii) (Y ′, s′), (Y ′′, s′′) ∈ Sに対して

(Y ′, s′) ≤ (Y ′′, s′′)⇔
def

Y ′ ⊂ Y ′′ かつ s′′|Y ′ = s′

と定めると, Sは順序集合になることを示せ.

iii) Sは帰納的順序集合になることを示せ.

iv) Zorn の Lemma を使い, fが全射ならば, 写像s : Y → Xで,

f ◦ s = 1Y となるものが存在することを示せ.

49 Xを集合とし, di (i = 1, 2, 3, . . . )をX上の距離関数とする.



i) 各x, y ∈ Xに対し{di(x, y) i ∈ N} ⊂ Rは有界であるとする. このと
き, x, y ∈ Xに対しd(x, y) ∈ Rを

d(x, y) = sup
i

di(x, y)

と定めると, dはX上の距離関数になることを示せ.

ii) x, y ∈ Xに対しd(x, y) ∈ Rを

d(x, y) = inf
i
di(x, y)

と定めると, dは必ずしもX上の距離関数になるとは限らない. 距離関
数になる例と, ならない例を一つずつ挙げよ.

50 Xを集合とし, 関数d : X ×X → Rを

d(x, y) =

{
1, x ̸= y

0, x = y



で定める. n ∈ Nとする.

i) dはX上の距離関数になることを示せ.

ii) x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Xnに対しdn(x, y) ∈ Rを

dn(x, y) =
n∑

i=1

d(xi, yi)

と定めると, dnはXn上の距離関数になることを示せ.

iii) x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Xnに対しdH(x, y) ∈ Rを

dH(x, y) = ] {i xi ̸= yi}

と定めると, dHはXn上の距離関数になることを示せ. ただし, ]は集
合の濃度.

iv) X = {a, g, h, i,m, n, u} であるとき

d7 ((h, a,m,m, i, n, g), (h, u,m,m, i, n, g))



および
dH ((h, a,m,m, i, n, g), (h, u,m,m, i, n, g))

を求めよ.

2011

51 Nに大小関係で順序を入れて, 全順序集合とみる. このとき, 次の問に答
えよ.

i) 写像f : N → Nが, a < bとなる任意のa, b ∈ Nについてf(a) < f(b)

をみたすとする. このとき, a ≤ f(a)となることを示せ.

ii) 写像f : N → Nが, i)の条件をみたし, かつ全単射であるとする. この
とき, fは恒等写像であることを示せ.

52 S =
{
(x, y) ∈ R2 x2 + y2 = 1

}とする. (x, y), (x′, y′) ∈ Sに対し,

(x, y) ∼ (x′, y′)を, x′ = x, y′ = yまたはx′ = −x, y′ = −yと定義する
とき, ∼は同値関係であることを示せ.



また, S/∼の代表元の集合をひとつ求めよ.

53 Rを単位元1を持つ可換環(ただし1 ̸= 0)とする.

i) Λを全順序集合, {Iλ}λ∈ΛをRのイデアルの族で, λ ≤ µのとき,

Iλ ⊂ Iµとする. このとき,
⋃

λ∈Λ IλもRのイデアルであることを示せ.

ii) S =
{
I IはRのイデアル}とする. I, J ∈ SについてI ≤ JをI ⊂ J

と定義するとき, Sは帰納集合になることを示せ.

iii) Sの極大元を求めよ.

54 A,B ⊂ Rを有界な部分集合, A ∩B ̸= ∅とする. このとき次の不等式を
示せ.

inf A ∩B ≥ max {inf A, inf B} .

また等号が成立しない例を挙げよ.

55 次の関数fはR上の距離関数になるか. ただしn ∈ Nとする.



i) f(x, y) =
|x− y|

n
ii) f(x, y) = |gn(x)− gn(y)|
ただし

gn(x) =


x− 1

n+1 , |x| ≥ 1(
1 + 1

n+1

)
x, −1 ≤ x ≤ 0(

1− 1
n+1

)
x, 0 ≤ x ≤ 1

iii) f(x, y) = |x2 − y2|
iv) f(x, y) = (x− y)2

56 Xを集合とし, dn (n = 1, 2, 3, . . . )をX上の距離関数とする.

i) 各x, y ∈ Xに対し{dn(x, y) n ∈ N} ⊂ Rは有界であるとする. この
とき, x, y ∈ Xに対しd(x, y) ∈ Rを

d(x, y) = sup
n

dn(x, y)



と定めると, dはX上の距離関数になることを示せ.

ii) x, y ∈ Xに対しd(x, y) ∈ Rを
d(x, y) = inf

n
dn(x, y)

と定めると, dは必ずしもX上の距離関数になるとは限らない.

(a)「d(x, y) = 0 ⇒ x = y」は成り立つか. 成り立つなら証明し, 成り立
たないなら反例を挙げよ.

(b) 三角不等式は成り立つか. 成り立つなら証明し, 成り立たないなら反
例を挙げよ.

2012

57 (X,∼), (Y,≃)を同値関係, f : X → Y を写像とする. 今, 任意の
x1 ∼ x2に対し, f(x1) ≃ f(x2)が成り立つとする. このとき, 写像

f : X/∼→ Y/≃

をf(Cx) = Cf(x)により定める.



i) fは well defined である, すなわちCxの代表元のとり方によらないこ
とを示せ.

ii) X = Y = Z, ∼を mod 4, ≃を mod 8とする. このとき, fは単射で
あるが, fは単射とならない例を挙げよ.

58 i) 全順序集合においては, 極大元は最大元であることを示せ.

ii) 帰納的順序集合ではないが, 極大元が存在するような順序集合の例を
挙げよ.

59 X,Y を空でない集合とする.

S =
{
(X ′, Y ′, f ′) X ′ ⊂ X, Y ′ ⊂ Y, f ′ : X ′ → Y ′は全単射}

とおく.

i) S ̸= ∅であることを示せ.

ii) Sにおける順序関係≤を, (X ′, Y ′, f ′), (X ′′, Y ′′, f ′′) ∈ Sに対し,

(X ′, Y ′, f ′) ≤ (X ′′, Y ′′, f ′′) ⇔ X ′ ⊂ X ′′, Y ′ ⊂ Y ′′, f ′′|X ′ = f ′



と定める. （これが順序関係であることは認めてよい.）このとき, Sは
帰納的順序集合であることを示せ.

iii) Sの極大元を(X0, Y0, f0)とする. このときX0 = XまたはY0 = Y で
あることを示せ.

60 距離空間の間の写像f : X → Y は, 任意のx, x′ ∈ Xに対し
d(f(x), f(x′)) = d(x, x′)をみたすとき, 距離を保つという.

i) X, Y を離散距離空間, f : X → Y を単射とする. このとき, fは距離を
保つことを示せ.

ii) Rを1次元ユークリッド空間, f : R → Rを, 距離を保つ写像で
f(0) = 0であるものとする.

(a) 任意のx ∈ Rに対し, |f(x)| = |x|であることを示せ.

(b) f(1) = 1であるとき, fを求めよ.

61 {an}, {bn}, {cn}を実数列とする.

i) 数列{(−1)n}および{(−1)n+1}の上極限を求めよ.



ii) 任意のnに対しcn ≤ an + bnであるが, inf cn ≤ inf an + inf bnとはな
らない例を挙げよ.

iii) lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bnを示せ.

iv) lim sup(an + bn) < lim sup an + lim sup bnとなる例を挙げよ.

2013

62 X = P([2])に包含関係で順序を入れる. ただし [2] = {0, 1}で, P([2])は
[2]の冪集合である.

i) Xの元の個数は？（答えだけでよい.）
ii) Xの部分集合で, 元の個数が3個であるものを全て挙げよ.

iii) iiの集合のうち, 全順序集合であるものはどれか？
iv) iiの集合のうち, 全順序集合ではないものそれぞれについて, その最大
元, 上限, 極大元を求めよ.

63 Pを順序集合, f : P → Pを順序を保つ写像, すなわち, 任意の



p, q ∈ P, p ≤ qに対しf(p) ≤ f(q)が成り立つとする. Pの部分集合

A = {a ∈ P a ≤ f(a)}

が上限を持つとし, α = supAとおく. 次を示せ.

i) f(α)はAの上界である.

ii) α ∈ Aである.

iii) f(A) ⊂ A.

iv) f(α) = α.

64 Pを順序集合, A,B ⊂ Pとする. A,B,A ∪Bに上限が存在するとし,

α = supA, β = supB, γ = sup(A ∪B)

とおく. {α, β} ⊂ Pを考える.

i) γは{α, β}の上界であることを示せ.

ii) γ = sup{α, β}であることを示せ.



65 i) ZとZ≤0の間の全単射を具体的にひとつ作れ.

ただしZ≤0 = {l ∈ Z l ≤ 0}.
ii) RとR \ Nの間の全単射を具体的にひとつ作れ.

66 次の条件をみたす全単射f : X → Y を具体的にひとつ作れ.

i) X = [0, 1] ⊂ R, Y = [−2, 0] ⊂ R. ただしf(0) = 0.

ii) X = Y = N. ただし, 任意のn ∈ Nに対しf(n) ̸= n.

iii) X = Y = [0, 1] ⊂ R. ただし, 任意のx ∈ [0, 1]に対しf(x) ̸= x.

67 A ⊂ Nとする.

i) Acが有限集合ならばAは可算集合であることを示せ.

ii) 上の逆, すなわち「Aが可算集合ならばAcは有限集合である」は成り
立つか？ 成り立つならば証明し, 成り立たない場合は例を挙げよ.

（注. ここで言う可算集合とは可算無限集合のことである.）

2014



68 X = {1, 2, 3, 4}とする. m,n ∈ Xに対し,

m ≤ n⇔
def

m|n （すなわち, nがmで割り切れる）

と定め, Xに順序を入れる. （これが順序であることは認めてよい.）
i) Xの部分集合で, 元の個数が3個であるものを全て挙げよ.

ii) i)の集合のうち, 全順序集合であるものはどれか？
iii) i)の集合のうち, 全順序集合ではないものそれぞれについて, その最小
元, 下限, 極大元を求めよ.

（以上, 答えだけでよい.）

69 Pを順序集合, {Aλ}λ∈ΛをPの部分集合の族とする. また, Pの部分集合
Aに対し, Aの上界全体をU(A)で表す:

U(A) = {p ∈ P ∀a ∈ A : a ≤ p} ⊂ P

i) supAが存在するとき, s = supAとおけば, U(A) = U ({s})であるこ
とを示せ.



ii) U
(⋃

λ∈Λ Aλ

)
=
⋂

λ∈Λ U(Aλ)を示せ.

iii) 各Aλおよび
⋃

λ∈Λ Aλに上限が存在するとし,

αλ = supAλ, α = sup

(⋃
λ∈Λ

Aλ

)

とおく. α = sup {αλ λ ∈ Λ}であることを示せ.

70 Xを順序集合, a, b ∈ X, a ≤ bとし, A =
⋂

x>b[a, x)とおく. （ x > bで
あるようなx ∈ Xが存在する場合のみ考えよ.）
i) bはAの極大元であることを示せ.

ii) Xの順序が全順序であればA = [a, b]であることを示せ.

71 X,Y を集合, f : X → Y を写像, ≈をY 上の同値関係とする.

i) X上の関係∼をx ∼ x′ ⇔
def

f(x) ≈ f(x′)により定めると, これは同値関
係であることを示せ.



ii) X = Y = Zとし, f : Z → Zをf(n) = 2nで定める. Z上の同値関係≈
を, 4を法として合同, すなわち, l ≈ m⇔

def
4|(l −m)により定める. こ

のとき i)により定まるZ上の同値関係∼はどのようなものか.

72 Xを集合, EをX上の同値関係全体のなす集合とし, Eに包含関係で順序
をいれる, すなわち, ∼, ≈ ∈ Eに対し,

∼ ≤ ≈ ⇔
def
「x ∼ y ⇒ x ≈ y」

により順序を定める. （これが順序であることは認めてよい.）
i) ∅ ̸= A ⊂ Eとする. X上の関係∼Aを

x ∼A y⇔
def

∀ ∼ ∈ A : x ∼ y

で定めると, ∼Aは同値関係であることを示せ.

ii) ∼A = inf Aであることを示せ.



iii) X = Zとし, ≈, ∼∼∼をそれぞれ2, 3を法として合同という同値関係とす
る. このとき inf{≈, ∼∼∼}を求めよ.

73 （この問題では実数や実数列の基本的性質は適宜使ってよい.）
Rを実収束列全体のなす集合とする. R上の関係∼を,

x = {xn}, y = {yn} ∈ Rに対し,

x ∼ y⇔
def

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N : |xn − yn| < ε

により定める.

i) x ∼ y ⇔ lim
n→∞

xn = lim
n→∞

ynを示せ.

ii) 上の i)より∼は同値関係である. この∼による商集合R/∼とRの間に
全単射を（どちら向きでもよいので）ひとつ作れ.

2015

74 X = {1, 2, 3, 6}とする. m,n ∈ Xに対し, m ≤ n ⇔
def

m|n（すなわち, n



がmで割り切れる）と定め, Xに順序を入れる. （これが順序であること
は認めてよい.）
i) Xの閉区間 [1, 2]を求めよ. （答えだけでよい.）
ii) Xの部分集合{2, 3}の最大元, 極大元, 上限を求めよ. （答えだけで
よい.）

75 Xを順序集合, a, b ∈ X, a ≤ bとし, A =
⋂

x>b[a, x), B =
⋂

x>b[a, x]と
おく. （ x > bであるようなx ∈ Xが存在する場合のみ考えよ.）
i) [a, b] ̸= A ̸= Bとなる例を挙げよ.

ii) C ⊂ X, minC = a, maxC = bであるとき, C ⊂ [a, b]を示せ.

iii) aはAの最小元であることを示せ.

iv) bはAの極大元であることを示せ.

v) Xの順序が全順序であればA = [a, b]であることを示せ.

76 Xを順序集合, A ⊂ Xとする. s ∈ Xに関する次の条件 ※ を考える.

※ ∀x ∈ X : (x < s → ∃a ∈ A : x < a).



i) s = supAであるが, ※ をみたさない例を挙げよ.

ii) supAが存在するとし, m = supAとする. s ∈ XがAの上界であり,

かつ ※ をみたせばm = sであることを示せ.

77 集合 [4] = {0, 1, 2, 3}を考える.

i) [4]の分割を全て挙げよ. (答えだけでよい.)

ii) [4]上の同値関係はいくつあるか? (ひとこと理由を添えよ.)

78 Xを集合とする. Xの巾集合P(X)上の関係∼を,

A ∼ B ⇔
def

A△Bが有限集合

により定める. ただし
A△B = (A−B) ∪ (B −A) = (A ∩Bc) ∪ (B ∩Ac).

i) A,B,C ∈ P(X)とする. 次を示せ.

(A− C) ∩Bc ⊂ A−B.



(A− C) ⊂ (A−B) ∪ (B − C).

ii) ∼は同値関係であることを示せ.

iii) 空集合∅と同値な集合は何か.

79 Xを集合, ≺をX上の関係で反射律(x ≺ x)と推移律(x ≺ yかつy ≺ z

ならばx ≺ z)をみたすものとする. X上の関係∼を

x ∼ y ⇔
def

x ≺ y かつ y ≺ x

により定める.

i) ∼は同値関係であることを示せ.

この同値関係による商集合X/∼上の関係≤を

[x] ≤ [y] ⇔
def

∃ax ∈ [x], ∃ay ∈ [y] : ax ≺ ay

により定める. (ただし [x]はxの同値類.)



ii) [x] ≤ [y] ⇔ ∀a ∈ [x], ∀b ∈ [y] : a ≺ bであることを示せ.

iii) ≤はX/∼上の順序であることを示せ.

80 P,Qを順序集合とし, f : P → Q, g : Q → Pは写像で, 任意のp ∈ Pと
任意のq ∈ Qに対し,

f(p) ≤ q ⇔ p ≤ g(q)

が成り立つものとする. 次を示せ.

i) 任意のp ∈ Pに対し, p ≤ g (f(p)).

ii) 任意のq ∈ Qに対し, f (g(q)) ≤ q.

iii) f , gは順序を保つ.

iv) A ⊂ Pとする. q ∈ Qがf(A)の上界であることと, g(q) ∈ PがAの上
界であることは同値である.

v) Aが上限を持てば, f(A)も上限を持ちf(supA) = sup f(A)が成り
立つ.

2016



81 Z上に次で定義される関係は同値関係か? また, 同値関係であれば完全代
表系を一つ挙げよ.

i)
m ∼

i
n ⇔

def
m− nが2または3で割り切れる.

ii)
m ∼

ii
n ⇔

def
m− nが2または4で割り切れる.

iii)
m ∼

iii
n ⇔

def
mn ≥ 0.

iv)
m ∼

iv
n ⇔

def
mn > 0またはm = n.

82 M ⊂ Zを部分集合とし, Z上の関係∼
M
を

m ∼
M

n ⇔
def

m− n ∈ M



により定める. この関係∼
M
が同値関係であるとき, 次を示せ.

i) 0 ∈ M .

ii) m ∈ Mならばm ∼
M

0.

iii) m,n ∈ Mならばm− n ∈ M .

83 Xを空でない集合とする. X上の関係<∼が同値関係であり, かつ順序関
係でもあるとき, <∼はどのようなものか?

84 P,Qを順序集合, f : P → Qを順序を保つ写像, A ⊂ Pとする. minAが
存在すれば, f(minA) = min f(A)であることを示せ.

85 mがnの約数であるという関係m|nはN上の順序である. （これが順序
であることは認めてよい.）Nにこの順序を入れる.

i) Nの部分集合{2, 3, 6}の最大元, 最小元, 極大元, 極小元, 上限, 下限を
求めよ. （答えだけでよい.）



以下, Nの部分集合には上で定めた順序を入れる. また, [2] = {0, 1},
[3] = {0, 1, 2}とし, これらのべき集合には包含関係で順序を入れる.

ii) P([2])と{1, 2, 3, 6}の間に順序同型を一つ作れ.

iii) P([2])から{1, 2, 4, 8}への順序を保つ全単射を一つ作れ. それは順序
同型か?

iv) Nの部分集合でP([3])と順序同型なものはあるか?

86 空でない順序集合PであってPとその双対P oが順序同型となる例と, な
らない例を一つずつ挙げよ.

87 Pを順序集合, A,B ⊂ Pとする. A,B,A ∪Bに下限が存在するとし, そ
れぞれ

α = inf A, β = inf B, γ = inf A ∪B

とおく. {α, β} ⊂ Pを考える.

i) γ = inf{α, β}であることを示せ.



ii) γ = min{α, β}は成り立つか？ 成り立つなら証明し, 成り立たないな
ら反例を挙げよ.

88 全順序集合であるが整列集合ではない例を挙げよ.

2017

89 Pを全順序集合, Qを順序集合, f : P → Qを順序を保つ写像とする.

i) f(P ) ⊂ Qは全順序部分集合であることを示せ.

ii) 次は同値であることを示せ.

(a) fは単射.

(b) p < p′ならばf(p) < f(p′).

90 mがnの約数であるという関係m|nはN上の順序である（これが順序で
あることは認めてよい）. Nにこの順序を入れる.

i) Nの部分集合{1, 2, 3}の最大元, 最小元, 極大元, 極小元, 上限, 下限を
求めよ. （答えだけでよい.）



以下, Nの部分集合には上で定めた順序を入れる. また, [2] = {0, 1} に
0 < 1により順序を入れ, [2]2 = [2]× [2], [2]3 = [2]2 × [2]には直積順序
を入れる.

ii) [2]2と{1, 2, 3, 6}の間に順序同型を一つ作れ.

iii) {1, 2, 4, 8}から [2]2への順序を保つ全射はあるか?

iv) Nの部分集合で [2]3と順序同型なものはあるか?

91 Pを順序集合, A,B ⊂ Pとする. A,B,A ∪Bに上限が存在するとし, そ
れぞれ

α = supA, β = supB, γ = supA ∪B

とおく. {α, β} ⊂ Pを考える.

i) γ = sup{α, β}であることを示せ.

ii) γ = max{α, β}は成り立つか？ 成り立つなら証明し, 成り立たないな
ら反例を挙げよ.

92 Pを順序集合, A ⊂ Pを空でない有限部分集合とする.



i) maxAが存在しないような例があれば挙げよ.

ii) Pが全順序集合であるとき, maxAが存在することを, Aの元の個数に
関する帰納法を用いて示せ.

93 Xを集合, ≺をX上の関係で反射律(x ≺ x)と推移律(x ≺ yかつy ≺ z

ならばx ≺ z)をみたすものとする. X上の関係∼を

x ∼ y ⇔
def

x ≺ y かつ y ≺ x

により定めると, これは同値関係である（これが同値関係であることは認
めてよい）.

この同値関係による商集合X/∼上の関係≤を

[x] ≤ [y] ⇔
def

∃ax ∈ [x], ∃ay ∈ [y] : ax ≺ ay

により定める. (ただし [x]はxの同値類.)

i) [x] ≤ [y] ⇔ ∀a ∈ [x], ∀b ∈ [y] : a ≺ bを示せ.



ii) ≤はX/∼上の順序であることを示せ.

94 次の集合の間の全単射を具体的にひとつ作れ.

i) NとNeven =
{
n ∈ N nは偶数}.

ii) RとR \ Nodd. ただしNodd =
{
n ∈ N nは奇数}.

iii) NとN× [2]. ただし [2] = {0, 1}.
iv) Rの区間(0, 2)と(0, 1) ∪ (1, 2).



6.3 後期中間
1999

1 R ⊃ A = [0, 1) ∪ (1, 2]とする.

i) Rを普通の距離で距離空間とみたとき,Aの内部,外部,境界,閉包,導集
合を求めよ.

ii) Rに離散位相をいれたとき,Aの内部,外部,境界,閉包を求めよ.

iii) Rに密着位相をいれたとき,Aの内部,外部,境界,閉包を求めよ.

(解答のみでよい.証明は不要.)

2 Rに離散位相,密着位相をいれたとき,Rの点列xn = 1
nの極限値を求めよ.

3 (X, d)を距離空間,{xn}をXの点列,aをXの点とする.

i) 点列{xn}が点aに収束することの定義を述べよ.

ii) u∗(a)をaの基本近傍系とする.このときつぎの２条件は同値であるこ
とを示せ.



(a) xn → a (n → ∞)

(b) 任意のU ∈ u∗(a)に対しある番号N ∈ Nが存在して,n ≥ Nならば
xn ∈ Uとなる.

4 i) A ⊂ X,Aに相対位相をいれると,包含写像i : A ↪→ Xは連続であるこ
とを示せ.

ii) 連続写像f : X → Y で開写像とならない例を述べよ.

2000

5 Xを位相空間とする.

i) OiがXの開集合であるが,
∞⋂
i=1

Oiは開集合とならない例を挙げよ.

ii) Fλ (λ ∈ Λ)をXの閉集合とするとき,
⋂

λ∈Λ

Fλは閉集合になることを
示せ.



6 Xを位相空間とする.

i) x ∈ Xとする. xの近傍の定義及びxの基本近傍系の定義を述べよ.

ii)『X ⊃ Oが開集合である⇔任意のx ∈ Xについて, x ∈ U ⊂ Oとなる
近傍Uが存在する.』を示せ.

7 (X, d)を距離空間とする.

i) U∗(x) = {U 1
n
(x) | n = 1, 2, . . . }はxの基本近傍系であることを示せ.

ii) X ⊃ Aを部分集合とする. x ∈ XがAの集積点であることの定義を述
べよ.

iii)『x ∈ XがAの集積点である⇔ ∀n ∈ Nに対し0 < d(x, an) <
1
nとな

るAの点an ∈ Aが存在する.』を示せ.

8 Xを距離空間, X ⊃ A,Bを部分集合とする. A ⊂ BならばAa ⊂ Baを
示せ. (ただしAaはAの閉包.)

2002



9 i) Xを位相空間とする. Uがxの近傍である定義を述べよ. 又, 基本近傍
系U ′(x)の定義を述べよ.

ii) Xを位相空間, X ⊃ Aを部分集合, U(x)をx ∈ X の近傍系とする. こ
のとき次を示せ.

(1) あるU ∈ U(x)が存在してU ⊂ Aとなる. ⇔ xを含む開集合Oが存
在してO ⊂ Aとなる.

(2) X ⊃ Oが開集合. ⇔ 任意のx ∈ Oについて, あるU ∈ U(x)が存在
してU ⊂ Oとなる.

10 Xを距離空間とする. このとき次の問に答よ.

i) X ⊃ Oが開集合の定義を書け. 又, O1, O2が開集合であるとき,

O1 ∩O2も開集合になることを示せ.

ii) ε > 0とする. x ∈ Xのε-近傍Uε(x)は開集合になることを示せ.

11 X,Y を距離空間, f : X → Y を写像とするとき次を示せ.

『Y の任意の開集合Oについて, f−1(O)はXの開集合. ⇔ 任意のy ∈ Y



と任意のε > 0について, f−1(Uε(y))はXの開集合.』

2004

12 R ⊃ A = (0, 1] ∪ {2}とする.

i) Rに離散位相をいれたとき, Aの内部, 外部, 境界, 閉包を求めよ.

ii) Rに密着位相をいれたとき, Aの内部, 外部, 境界, 閉包を求めよ.

iii) RにZ-位相をいれたとき, Aの内部, 外部, 境界, 閉包を求めよ.

iv) Rをユークリッド距離で距離空間とみたとき, Aの内部, 外部, 境界, 閉
包を求めよ.

(解答のみでよい. 証明は不要.)

13 i) (X,O)を位相空間, X ⊃ Aを部分集合とする. Aの相対位相の定義を
書け.

ii) Rにユークリッド位相をいれる. 集合(0, 1] ∪ [2, 3]がAの相対位相で開
集合となるような, Rの部分集合Aをひとつ挙げよ.



14 Xを位相空間X ⊃ Aを部分集合とする. Aの閉包Aaを

Aa = {x ∈ X | U ∩A ̸= ∅, ∀U ∈ U(x)}

で定義する. ここでU(x)はxの近傍系.

i) U ′(x)をxの基本近傍系とする. このとき次のa,bが同値であることを
示せ.

(a) x ∈ Aa

(b) U ∩A ̸= ∅, ∀U ∈ U ′(x)

ii) (X, d)を距離空間とする. このとき次のa,bが同値であることを示せ.

(a) AがXで稠密である.

(b) 任意のx ∈ Xと任意のn ∈ Nに対し, (xとnに応じて)あるa ∈ Aが
存在してd(x, a) < 1/nとなる.

2005

15 Xを位相空間とする.



i) 任意のx ∈ Xについて{x}が開集合であるとする. このときXは離散
位相空間であることを示せ.

ii) 任意のx ∈ Xについて{x}が閉集合であるとき, Xは離散位相空間で
あるか. (理由も述べよ.)

16 間違い
Xを位相空間, A ⊂ Xを部分集合, U ⊂ Xをx ∈ Xの近傍とする. この
とき, A ∩ U = ∅ならばA ∩ U = ∅ であることを示せ.

ただしAはAの閉包を表す.

17 Xを位相空間, A, BをともにXの稠密な部分集合とする.

i) A ∪BもXで稠密であることを示せ.

ii) Aが開集合であるとき, A ∩BもXで稠密であることを示せ.

iii) A ∩BがXで稠密とはならない例を挙げよ.

18 1次元ユークリッド空間Rの部分集合A = Q, B = ZにRからの相対位



相をいれる.

i) A ∩ [−
√
2,
√
2]は, Aの開かつ閉集合であることを示せ.

ii) Bは離散位相空間であることを示せ.

2006

19 R2の部分集合AをA =
{
(x, 0) ∈ R2 | x > 0

}により定める．
i) R2をユークリッド距離で距離空間とみたとき，Aの内部，外部，境界，
閉包を求めよ．

ii) R2に離散位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包を求めよ．
iii) R2に密着位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包を求めよ．
（解答のみでよい．証明は不要．）

20 Xを距離空間とする．O1, O2がXの開集合であるならばO1 ∩O2 も開
集合であることを示せ．

21 i) Xを位相空間とする. Uがxの近傍である定義を述べよ. 又, 基本近傍



系U ′(x)の定義を述べよ.

ii) Xを位相空間, U ′(x)をx ∈ X の基本近傍系とする. このとき次を
示せ.

X ⊃ Oが開集合. ⇔ 任意のx ∈ Oについて, あるU ∈ U ′(x)が存在し
てU ⊂ Oとなる.

2007

22 Xを位相空間, A ⊂ Xを部分集合とする. x ∈ Xに対し, U(x)をxの近
傍系, U ′(x)をxの基本近傍系とする.

i) x ∈ Aとする. このとき次の(a), (b)は同値であることを示せ.

(a) あるU ∈ U(x)が存在して, U ⊂ A.

(b) あるV ∈ U ′(x)が存在して, V ⊂ A.

ii) 任意のx ̸∈ Aに対してある近傍U ∈ U(x)が存在してU ∩A = ∅とな
るならば, Aは閉集合であることを示せ.

23 X = {x ∈ R x ≥ 0}とし, Xの部分集合AをA = {x ∈ X x < 1}に



より定める．
i) Xに１次元ユークリッド空間Rからの相対位相をいれたとき，Aの内
部，外部，境界，閉包を求めよ．

ii) Xに離散位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包を求めよ．
iii) Xに密着位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包を求めよ．
（解答のみでよい．証明は不要．）

24 Xを距離空間とする．Fi (i = 1, 2, . . . )がXの閉集合であるならば
∞⋂
i=1

Fi も閉集合であることを示せ．

2008

25 次の内, 正しいものには証明をつけ, 正しくないものには反例を挙げよ.

ただし, X, Y は位相空間, A, BはXの部分集合とする.

i) Rの位相は一意的に定まる.

ii) Xの任意の部分集合は, 開集合か閉集合である.



iii) 開集合かつ閉集合であるようなXの部分集合はない.

iv) AにXからの相対位相をいれると, Aの開集合はXでも開集合である.

v) f : X → Y を連続写像とすると, OがXの開集合であれば, f(O)はY

の開集合である.

vi) (A ∩B)
◦
= A◦ ∩B◦. ただしA◦でAの内部を表す.

26 (X,O1), (X,O2)を位相空間とする. このとき次の(a),(b)は同値である
ことを示せ.

(a) O1 ⊂ O2

(b) ∀O ∈ O1と∀x ∈ Oに対し, x ∈ Ox ⊂ OとなるようなOx ∈ O2が存在
する.

27 X = {0, 1} ⊂ Rとし, Xの部分集合AをA = {0}により定める．（ii, iii

は解答のみでよい．証明は不要．）
i) Xの１次元ユークリッド空間Rからの相対位相は離散位相であること
を示せ.



ii) Xに離散位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包, 導集合を求
めよ．

iii) Xに密着位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包, 導集合を求
めよ．

iv) Xには離散位相, 密着位相以外にどのような位相がはいるか.

2009

28 Xを位相空間とする. x ∈ Xに対し, Uxをxの近傍系とする.

i) U, V ∈ UxならばU ∩ V ∈ Uxであることを示せ.

ii) Uλ ∈ Ux (λ ∈ Λ)とすると ∪
λ∈Λ

Uλ ∈ Ux であることを示せ

iii) Un ∈ Ux (n ∈ N)であるが ∞
∩

n=1
Un ̸∈ Ux となる例を挙げよ.

29 Xを位相空間, A1, A2 ⊂ Xを部分集合とする.

i) (A1 ∩A2)
◦
= A◦

1 ∩A◦
2であることを示せ.

ii) (A1 ∩A2)
a ⊊ Aa

1 ∩Aa
2となる例を挙げよ.



30 2次元ユークリッド空間R2の部分集合A,Bを

A = {(x, y) y < 0} , B = {(x, y) y ≤ 0}

で定める. B◦ = Aであることを示せ.

31 Xを距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする. x ∈ XがAの内点であること
と, d(x,Ac) > 0であることは同値であることを示せ.

32 i) (X,O)を位相空間とし, O′ ⊂ Oとする. このとき次の(a)と(b)は同値
であることを示せ. (空集合については議論しないでよい.)

(a) 任意のO ∈ Oに対し, O = ∪
λ
O′

λとなるような集合族{O′
λ}λ ⊂ O′が

存在する.

(b) 任意のO ∈ Oと任意のx ∈ Oに対し, x ∈ O′ ⊂ Oとなるような
O′ ∈ O′が存在する.

ii) 1次元ユークリッド空間Rを考える. 可算個の開区間からなる集合



U = {Un}n∈N (Un ⊂ Rは開区間) であって, Rの任意の開集合がUの
元の和集合となるようなものが存在することを示せ.

2010

33 Xを空でない集合, a ∈ Xとする. O = {O ⊂ X a ∈ O} ∪ {∅}とする
と, OはXの位相となることを示せ.

34 Rにユークリッド位相をいれる. Rの部分集合A =
{

1
n n ∈ N

}
∪ {0},

B = QにRからの相対位相をいれる. このとき次を示せ.

i) { 1
n}はAの開かつ閉集合である.

ii) {0}はAの閉集合であるが開集合ではない.

iii) B ∩ [−
√
2,
√
2]はBの開かつ閉集合である.

35 Rにユークリッド位相をいれたものをE, RにZariski位相をいれたもの
をZとする. 写像f : E → Zをf(x) = xで, g : Z → Eをg(x) = xで,

h : Z → Zをh(x) = x+ 1定める.



i) fは連続か? 理由をつけて答えよ.

ii) gは連続か? 理由をつけて答えよ.

iii) hは連続か? 理由をつけて答えよ.

36 ai, bi ∈ R, ai ≤ biとする. ユークリッド空間Rnの部分集合
n∏

i=1

[ai, bi] = [a1, b1]× · · · × [an, bn]

= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn ai ≤ xi ≤ bi (∀i)}

を考える.

i)
∏n

i=1[ai, bi]は閉集合であることを示せ.

ii) a1 = b1であるとき,
∏n

i=1[ai, bi]の内部を求めよ.

37 Xを距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする. x ∈ XがAの外点(すなわち
x ∈ Ae)であることと, d(x,A) > 0であることは同値であることを示せ.



2011

38 Xを距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする. このとき次は同値であること
を示せ.

i) Aは閉集合.

ii) 任意のx ∈ Acに対し, d(x,A) > 0.

39 距離空間Xが２つ以上元を含めば, 距離の定める位相は密着位相ではな
いことを示せ.

40 Xを位相空間とする. Xの部分集合Aに対し, Xの部分集合Aを

A = {x ∈ X ∀U ∈ U(x) : U ∩A ̸= ∅}

により定める. ただし, U(x)はxの近傍系. このとき次を示せ.

i) A ⊂ B ⊂ XならばA ⊂ B.

ii) U, V ∈ U(x)ならばU ∩ V ∈ U(x).
iii) A,B ⊂ Xについて, A ∪B = A ∪B.



41 Rの部分集合Aを,

A = {0} ∪ {x ∈ R |x| > 1}

と定める. またAの部分集合の族O1を,

O1 =
{
O ⊂ A ∀x ∈ O, ∃a, b ∈ A : a < x < b かつ A ∩ (a, b) ⊂ O

}
と定める. さらに, Rのユークリッド位相からの相対位相をAにいれた位
相をO2とする.

i) O1が位相の条件をみたすことを示せ.

ii) 次のAの部分集合の閉包をO1, O2でそれぞれ求めよ.

• (1, 2).

• (3, 4).

iii) Aの部分集合{x ∈ A x > 1}にO1, O2からの相対位相をいれたもの
は, 一致することを示せ.

iv) O1, O2の位相の強弱を述べよ.



v) 写像f : A → Rを,

f(x) =

{
1, x = 0

0, |x| > 1

により定める. O1, O2でのfの連続性を調べよ. ただしRにはユーク
リッド位相をいれるものとする.

2012

42 Xを距離空間, A ⊂ Xを空でない部分集合とする.

i)「任意のa ∈ Aに対しd(a,Ac) = 0」となる例を挙げよ.

ii) 次は同値であることを示せ.

(a) Aは開集合.

(b) 任意のa ∈ Aに対し, d(a,Ac) > 0.

43 Xを距離空間, {xn}をXの点列, x ∈ Xとする.

i) {Uε(x) ε > 0}は点xの基本近傍系であることを示せ.



ii) U∗(x)をxの基本近傍系とする. このとき次は同値であることを示せ.

(a) lim
n→∞

xn = x.

(b) 任意のV ∈ U∗(x)に対し, あるN ∈ Nが存在して, 任意のn ≥ Nに
対し, xn ∈ V となる.

44 Xを位相空間, A ⊂ Xを部分空間, B ⊂ Aを部分集合とする.

i) BのAにおける閉包をBa, Xにおける閉包をBであらわす. このとき,

Ba = A ∩Bであることを示せ.

ii) BにXからいれた相対位相と, Aからいれた相対位相は一致すること
を示せ.

45 aを0 < a < 1である実数とする. Rの部分集合X, Y , Aを,

X =

{
1

n
∈ R n ∈ N

}
Y = X ∪ {0}



A = {x ∈ X x > a}

と定める.

i) Rにザリスキー位相をいれたとき, Xの内部, 閉包を求めよ.

（ただし, Rのザリスキー位相とは
OZ =

{
O ⊂ R Oc は有限集合} ∪ {∅} で定まる位相である.）

ii) Rのユークリッド位相からの相対位相をX, Y にいれた位相空間をそ
れぞれXE , YEとする.

(a) XEの位相は離散位相であることを示せ.

(b) YEの位相は離散位相ではないことを示せ.

iii) Rのザリスキー位相からの相対位相をX, Aにいれた位相空間をそれぞ
れXZ , AZとする.

(a) XZの位相は離散位相ではないことを示せ.

(b) AZの位相は離散位相であることを示せ.

2013



46 Xを有限集合とする. A ⊂ Xに対し, Aの特性関数をχAであらわす．す
なわちχAは

χA(x) =

{
1, x ∈ A

0, x ̸∈ A

で定まる写像χA : X → {0, 1}である. またA,B ⊂ Xに対し, A⊕Bで
AとBの対称差をあらわす. すなわちA⊕B = (A \B)∪ (B \A)である.

i) {0, 1}上の離散距離をdDと書く. A,B ⊂ Xに対し,

|A⊕B| =
∑
x∈X

dD(χA(x), χB(x))

であることを示せ. ただし, 左辺は元の個数である.

ii) d : P(X)×P(X) → Rをd(A,B) = |A⊕B|と定めると, dはP(X)上
の距離関数であることを示せ.



47 Xを距離空間, A ⊂ Xを空でない部分集合とし, x ∈ Xとする. このとき
x ∈ Ae ⇔ d(x,A) > 0であることを示せ. ただしAeはAの外部である.

48 Xを距離空間とする. ある正の数Rが存在して, 任意のx, y ∈ X (x ̸= y)

に対しd(x, y) ≥ Rが成り立つとき, 距離dの定める位相は離散位相であ
ることを示せ.

49 Xを位相空間, x ∈ Xとし, U∗(x)をxの基本近傍系とする.

U∗(x)の部分集合U∗∗(x)が条件「任意のV ∈ U∗(x)に対し, ある
W ∈ U∗∗(x)が存在してW ⊂ V となる」をみたすとき, U∗∗(x)もxの基
本近傍系であることを示せ.

50 Rの部分集合Aを,

A =

{
1

n
∈ R n ∈ N

}



と定める.

i) Rにザリスキー位相をいれたとき, Aの内部, 閉包を求めよ. 理由も
書け.

（ただし, Rのザリスキー位相とは
OZ =

{
O ⊂ R Oc は有限集合} ∪ {∅} で定まる位相である.）

ii) Rにユークリッド位相をいれたとき, Aの内部, 閉包を求めよ. （答え
だけでよい.）

iii) Rに離散位相をいれたとき, Aの内部, 閉包を求めよ. （答えだけで
よい.）

51 Xを空でない集合とする.

i) Xの空でない部分集合とその上の全順序の組全体

S =
{
(A,≤A) ∅ ̸= A ⊂ X, ≤AはA上の全順序}

を考え, Sに



(A,≤A) ⪯ (B,≤B)

⇔
def

{
(i) A ⊂ B,

(ii) 任意のa, a′ ∈ Aに対し, a ≤A a′ ⇔ a ≤B a′

により順序⪯をいれる. （これが順序であることは認めてよい.）この
ときSは帰納的順序集合であることを示せ.

ii) Xに全順序をいれることができることを示せ.

2014

52 i) NとZの間の全単射を具体的にひとつ作れ.

ii) NとN× {0, 1}の間の全単射を具体的にひとつ作れ.

iii) RとR \ Nの間の全単射を具体的にひとつ作れ.

53 Xを集合, d0, d1をX上の距離関数とする. 0 ≤ t ≤ 1に対し,

dt : X ×X → Rをdt(x, y) = (1− t)d0(x, y) + td1(x, y)により定める.

i) min{d0(x, y), d1(x, y)} ≤ dt(x, y) ≤ max{d0(x, y), d1(x, y)}である



ことを示せ.

ii) dtはX上の距離関数であることを示せ.

iii) A ⊂ Xを空でない部分集合, δt(A)を距離dtで測ったAの直径, すな
わち

δt(A) = sup {dt(a, b) a, b ∈ A}

とする.

δ0(A), δ1(A) < +∞であるとき, δt(A) ≤ max{δ0(A), δ1(A)}である
ことを示せ.

54 i) Xを距離空間とし, x ∈ Xを中心とする半径r(> 0)の開球をUr (x)で
表す.

(a) Ur (x)は開集合であることを示せ.

(b)
⋂∞

n=1 U 1
n
(x)を求めよ. （理由も書け.）

ii)(a) 2次元ユークリッド空間R2において, 一点からなる集合は開集合で
はないことを示せ.



(b) 2次元ユークリッド空間R2の開集合の族{On}n∈Nであって,⋂∞
n=1 Onが開集合とはならないものを挙げよ.

55 距離空間の間の写像f : X → Y は, 任意のx, x′ ∈ Xに対し
d(f(x), f(x′)) = d(x, x′)をみたすとき, 距離を保つという.

i) X, Y を離散距離空間, f : X → Y を単射とする. このとき, fは距離を
保つことを示せ.

ii) Rを1次元ユークリッド空間, f : R → Rを, 距離を保つ写像で
f(0) = 0であるものとする.

(a) 任意のx ∈ Rに対し, |f(x)| = |x|であることを示せ.

(b) f(1) = 1であるとき, fを求めよ.

56 X,Y を空でない集合とする.

S =
{
(A,B, f) A ⊂ X, B ⊂ Y, f : A → Bは全単射}

とおく.



i) S ̸= ∅であることを示せ.

ii) Sにおける順序関係≤を, (A,B, f), (A′, B′, f ′) ∈ Sに対し,

(A,B, f) ≤ (A′, B′, f ′) ⇔ A ⊂ A′, B ⊂ B′, f ′|A = fと定める. （こ
れが順序関係であることは認めてよい.）このとき, Sは帰納的順序集
合であることを示せ.

iii) Sの極大元を(X0, Y0, f0)とする. このときX0 = XまたはY0 = Y で
あることを示せ.

2015

57 次の集合の間の全単射をひとつ作れ.

i) NとN− 3N. ただし3N = {3n n ∈ N}.
ii) NとN× {0, 1, 2}.
iii) P(N)とB. ただしBは0と1からなる数列全体のなす集合

B =
{
{ai}i∈N 任意のiに対しaiは0か1

}
.

iv) Rの区間 [0, 2]と [0, 1).



v) X =
{
(x, y) ∈ R2 max{|x|, |y|} = 1

}と
Y =

{
(x, y) ∈ R2 x2 + y2 = 1

}
58 Xを空でない順序集合とする.

i) S =
{
A ∅ ̸= A ⊂ X, Aは全順序部分集合} とし, Sに包含関係で順

序をいれる. このときSは帰納的順序集合であることを示せ.

ii) Xは, 包含関係に関して極大な全順序部分集合を持つことを示せ.

59 (X, d)を距離空間, Aを集合, f : A → Xを写像とする. 写像
ϕ : A×A → Rをϕ(a, b) = d(f(a), f(b))により定める.

i) fが単射ならば, ϕはA上の距離関数であることを示せ.

ii) ϕがA上の距離関数ならば, fは単射であることを示せ.

60 Xを集合とし, d1, d2をX上の距離関数とする.

i) x, y ∈ Xに対しd3(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y)で与えられる関数d3は
X上の距離関数になることを示せ.



ii) A ⊂ Xを空でない部分集合とする. d1, d2, d3で計ったAの直径をそれ
ぞれδ1(A), δ2(A), δ3(A)とする. すなわち

δi(A) = sup {di(a, b) a, b ∈ A} .

次の不等式が成り立つことを示せ.

δ3(A) ≤ δ1(A) + δ2(A)

iii) 上の不等式で等号が成り立たない例を挙げよ.

61 Xを距離空間, A ⊂ Xを空でない部分集合とする.

i)「任意のa ∈ Aに対しd(a,Ac) = 0」となる例を挙げよ.

ii) 次は同値であることを示せ.

(a) Aは開集合.

(b) 任意のa ∈ Aに対し, d(a,Ac) > 0.

62 Rnをn次元ユークリッド空間とする.



i) a ∈ Rとする. Rnの部分集合

H1,a = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn x1 > a}

は開集合であることを示せ.

ii) ai, bi ∈ R, ai < biとする. Rnの開区間
n∏

i=1

(ai, bi) = (a1, b1)× · · · × (an, bn)

= {(x1, . . . , xn) ∈ Rn ∀i : ai < xi < bi}

は開集合であることを示せ.

2016

63 次の集合の間の全単射を具体的にひとつ作れ.

i) NとZ.
ii) R \ Z≤0とR. ただしZ≤0 = {l ∈ Z l ≤ 0}.



iii) N× NとZ× Z.
iv) Rの区間 [0, 1]と [0, 1] \ { 1

2}.

64 Pを空でない順序集合とする.

i) S =
{
A ∅ ̸= A ⊂ P, Aは全順序部分集合} とし, Sに包含関係で順

序をいれる. このときSは帰納的順序集合であることを示せ.

ii) Pは, 包含関係に関して極大な全順序部分集合を持つことを示せ.

65 Pを空でない順序集合とする. 写像f : P × P → Rが次の条件f1 ∼ f3を
みたすとする.

f1. f(p, q) ≥ 0 (∀p, q ∈ P )

f2. f(p, q) = 0 ⇔ p ≤ q (∀p, q ∈ P )

f3. f(p, q) + f(q, r) ≥ f(p, r) (∀p, q, r ∈ P )



d : P × P → Rを

d(p, q) = max{f(p, q), f(q, p)}

で定めるとdはP上の距離関数であることを示せ.

66 Xを集合, O1, O2をXの位相とし, 位相空間(X,Oi)の閉集合全体のな
す集合をFiとする. このとき次は同値であることを示せ.

i) O1 ≤ O2.

ii) F1 ⊂ F2.

67 Rの部分集合Aを,

A =

{
1

n
∈ R n ∈ N

}
と定める. Rに以下の位相をいれたとき, Aが閉集合かどうかを理由をつ
けて答えよ.



i) Rに密着位相をいれたとき.

ii) Rにザリスキー位相をいれたとき.

（ただし, Rのザリスキー位相とは
OZ =

{
O ⊂ R Oc は有限集合} ∪ {∅} で定まる位相である.）

iii) Rにユークリッド位相をいれたとき.

iv) Rに離散位相をいれたとき.

68 Xを距離空間, A ⊂ Xを空でない部分集合とする. 次は同値であること
を示せ.

i) Aは閉集合.

ii) 任意のx ∈ Acに対し, d(x,A) > 0.

69 Xを集合, A ⊂ Xを部分集合とする.

O =
{
O ⊂ X O ⊃ AまたはO ∩A = ∅

} とすると, OはXの位相とな
ることを示せ.



2017

70 X,Y を空でない集合とする.

S =
{
(A,B, f) A ⊂ X, B ⊂ Y, f : A → Bは全単射}

とおく.

i) Sにおける順序関係≤を, (A,B, f), (A′, B′, f ′) ∈ Sに対し,

(A,B, f) ≤ (A′, B′, f ′) ⇔ A ⊂ A′, B ⊂ B′, f ′|A = fと定める. （こ
れが順序関係であることは認めてよい.）このとき, Sは帰納的順序集
合であることを示せ.

ii) Sの極大元を(X0, Y0, f0)とする. このときX0 = XまたはY0 = Y で
あることを示せ.

71 (X, d)を距離空間, Aを集合, f : A → Xを写像とする. 写像
ϕ : A×A → Rをϕ(a, b) = d(f(a), f(b))により定める.

i) fが単射ならば, ϕはA上の距離関数であることを示せ.

ii) ϕがA上の距離関数ならば, fは単射であることを示せ.



72 集合X上の距離関数dに対し, 距離dに関する半径εの開球をUε(x; d),

距離dの定める位相をO(d)と書く. X上の距離関数d1とd2が条件

∃k > 0, ∀x, y ∈ X : kd1(x, y) ≤ d2(x, y)

をみたすとする.

i) 任意のx ∈ Xと任意のε > 0に対し,

Ukε(x; d2) ⊂ Uε(x; d1)

であることを示せ.

ii) O(d1) ≤ O(d2)であることを示せ.

73 n次元ユークリッド空間Rnの部分集合Cを

C :=

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

∀i : −1 ≤ xi ≤ 1

かつ
∃i : |xi| = 1





で定める. またo = (0, . . . , 0) ∈ Rnとする. oとCの距離d(o, C)および
Cの直径δ(C)を考える.

i) n = 1およびn = 2のときのCを図示せよ.

ii) d(o, C) ≤ 1を示せ.

iii) d(o, C)を求めよ.

iv) δ(C) ≥ 2
√
nを示せ.

v) δ(C)を求めよ.

74 (X, d)を距離空間とする.

i) A ⊂ Xを空でない部分集合とする. 次は同値であることを示せ.

(a) Aは閉集合.

(b) 任意のx ∈ Acに対し, d(x,A) > 0.

ii) Xの有限部分集合は閉集合であることを示せ.

75 Rの密着位相, ザリスキー位相, ユークリッド位相, 離散位相の強弱を, 理
由をつけて答えよ. ただし, Rのザリスキー位相とは



OZ =
{
O ⊂ R Oc は有限集合} ∪ {∅} で定まる位相である.



6.4 後期期末
1999

1 R ⊃ Aが次の集合のときmaxA,minA, supA, inf Aを求めよ. (解答の
みでよい.証明は不要.)

i) A = (0, 1]

ii) A = { 1
n2 | n ∈ N}

2 f, g : R → Rをともに連続写像とする. このときF (x) = (f(x), g(x))で
定義される写像F : R → R2は連続であることを示せ.

3 (0, 1] ⊂ RにRの部分空間として距離をいれる.

i) xn = 1
nで定まる(0, 1]の点列{xn}n∈Nは基本列であることを示せ.

ii) (0, 1]は完備ではないことを示せ.

4 XをHausdorff空間とする.



i) Xの部分集合A,BがともにコンパクトならばA ∪B もコンパクトで
あることを示せ.

ii) Xの部分集合AがコンパクトならばAはXの閉集合であることを
示せ.

5 i) (0, 1) ⊂ Rはコンパクトではないことを示せ.

ii) Rはコンパクトではないことを示せ.

2002

6 i) Xを位相空間, X ⊃ Aを部分集合とする. Aの相対位相の定義を述
べよ.

ii) X,Y を位相空間, X ⊃ A, Y ⊃ Bをそれぞれ部分集合とする.写像
f : X → Y が連続でf(A) ⊂ Bとすると, A,Bに相対位相をいれたと
き, f : A → B は連続であることを示せ.

7 i) 位相空間における点列の収束の定義を述べよ.



ii) (X, d)を距離空間, X ⊃ Fを閉集合とする. Xの点列{xn} が, 任意の
n ∈ Nについてxn ∈ Fであるとする. このとき{xn}がx ∈ Xに収束
すれば, x ∈ Fであることを示せ.

iii) R ⊃ Aは有界閉集合であるとする. このときmaxAが存在することを
示せ. (Hint. supAを考えよ.)

2004

8 X, Y を位相空間, f : X → Y を写像とする.

i) f : X → Y が連続の定義(近傍による)を書け.

ii) A ⊂ XをXの部分集合とする. f : X → Y が連続であるとき,

f(A) ⊂ f(A)を示せ. ただしAはAの閉包をあらわす.

iii) f : X → Y が連続で, f(A) ⊊ f(A) となる例を作れ. また, 作ったAは
コンパクトになるかどうかも述べよ.

9 i) Xを位相空間, X ⊃ A,Bをコンパクトとするとき, A ∪Bもコンパク
トになることを示せ.



ii) XをHausdorff空間, X ⊃ A,Bをコンパクトとするとき, A∩Bもコン
パクトになることを示せ.

10 i) Xを連結な位相空間, f : X → {0, 1}を連続写像とする. ただし{0, 1}
には離散位相がはいっているものとする. このときfは全射ではない
ことを示せ.

ii) 位相空間Xの各連結成分は閉集合であることを示せ.

iii) Xを位相空間で, 任意のx ∈ Xが連結な近傍を持つものとする. この
ときXの各連結成分は開集合であることを示せ.

11 i) Xを距離空間, 写像f, g : X → Rは点a ∈ Xで連続とする.

f(a) > g(a)ならばaの近傍Uで, f(x) > g(x) (∀x ∈ U)となるもの
がとれることを示せ.

ii) 2次元ユークリッド空間R2から1次元ユークリッド空間Rへの写像
pi : R2 → R (i = 1, 2) をpi(x1, x2) = xiにより定める. 距離空間Xか
らの写像f : X → R2について, p1 ◦ f , p2 ◦ fがともに連続ならば, f



も連続であることを示せ.

iii) 線型写像f : R2 → R2は連続であることを示せ. ただしR2は自然にR
上のベクトル空間と考える.

2005

12 X, Y を位相空間, f : X → Y を写像とする.

i) f : X → Y が連続の定義(近傍による)を書け.

ii) A ⊂ XをXの部分集合とする. f : X → Y が連続であるとき,

f(A) ⊂ f(A)を示せ. ただしAはAの閉包をあらわす.

iii) f : X → Y が連続で, f(A) ⊊ f(A) となる例を作れ. また, 作ったAは
コンパクトになるかどうかも述べよ.

13 次を示せ.

i) Xが離散空間でコンパクトであるならば,Xは有限集合である.

ii) X = RにZ位相をいれるとXはコンパクトである.



14 i) Xを連結な位相空間, f : X → {0, 1}を連続写像とする. ただし{0, 1}
には離散位相がはいっているものとする. このときfは全射ではない
ことを示せ.

ii) 位相空間Xの各連結成分は閉集合であることを示せ.

iii) Xを位相空間で, 任意のx ∈ Xが連結な近傍を持つものとする. この
ときXの各連結成分は開集合であることを示せ.

2006

15 Xを位相空間, X = A1 ∪A2として, A1, A2には, Xからの相対位相を
いれる. また, Y を位相空間, f : X → Y を写像とする.

i) f |Ai
: Ai → Y (i = 1, 2)は連続であるが,

f : X → Y は連続ではない例をあげよ.

ii) A1, A2がXの閉集合であるとき,次を示せ.

f |Ai
: Ai → Y (i = 1, 2)が連続⇒ f : X → Y が連続.

16 Xを距離空間, A ⊂ Xを部分集合とする.



i) XはHausdorff空間であることを示せ.

ii) Aがコンパクトならば, AはXの閉集合であることを示せ.

iii) Aがコンパクトならば, Aは有界であることを示せ.

17 Xをコンパクトな距離空間とする.

i) {an}をXの点列とする. 各n ∈ Nに対し, Xの部分集合Anおよび Fn

をAn = {ai}i≥n, Fn = Aa
n により定める. ただしAa

nはAnの閉包を
あらわす. このとき

∞⋂
n=1

Fn ̸= ∅

であることを示せ.

ii) {an}が基本列ならば, lim
n→∞

δ(An) = 0であることを示せ. ただし
δ(An)はAnの直径をあらわす.

iii) Xは完備であることを示せ.



18 Rは1次元ユークリッド空間をあらわすものとする.

i) a, b ∈ R, a < bとする. f : [a, b] → Rを連続関数とし, f(a) < f(b)で
あるとする. このときf(a) < α < f(b)である任意の実数α ∈ Rに対
し, a < c < b, f(c) = αとなるような実数c ∈ Rが存在すること（中間
値の定理）を示せ. ただし閉区間 [a, b]が連結であることは認めてよい.

ii) 連続関数f : R → Rの像f(R)が高々可算な集合であるならば, f は定
数関数であることを示せ.

iii) 連続関数f : R → Rで, 有理数を無理数に, 無理数を有理数に写すもの,

すなわちf(Q) ⊂ Qc, f(Qc) ⊂ Qとなるものはあるか.

2007

19 Rの部分集合A =
{

1
n n ∈ N

}およびA ∪ {0}にRからの相対位相をい
れる.

i) Aはコンパクトでない事を示せ.

ii) A ∪ {0}はコンパクトであることを示せ.



20 Xを距離空間, A ⊂ Xを閉集合, x ∈ Xとする.

i) x ̸∈ Aならば, d(x,A) > 0であることを示せ.

ii) B ⊂ XがコンパクトでA ∩B = ∅ならば, d(A,B) > 0であることを
示せ.

21 Xを位相空間とする. また集合{0, 1}に離散位相をいれる.

i) Xが連結であることと, A ⊂ Xが開かつ閉集合ならばA = ∅または
A = Xであることが同値であることを示せ.

ii) Xが連結で, f : X → {0, 1}が連続写像ならば, fは全射ではないこと
を示せ.

iii) Xが連結でないならば, 連続写像f : X → {0, 1}で, 全射であるものが
存在することを示せ.

2008

22 A ⊂ Rを空でない部分集合とし, [1, 2] ∪ [3, 4], QおよびAにRからの相
対位相をいれる.



i) [1, 2] ∪ [3, 4]は連結ではないことを示せ.

ii) Qは連結ではないことを示せ.

iii) Aが連結でa, b ∈ A, a ≤ bならば [a, b] ⊂ Aであることを示せ.

iv) Aが高々可算かつ連結であるならばAは一点からなる集合であること
を示せ.

23 コンパクトの定義に基づき以下を示せ.

i) f : R → Rを連続写像, A = {0} ∪
{

1
n n ∈ N

}
⊂ Rとしたとき, f(A)

はコンパクトであることを示せ.

ii) 実数列{an}が収束列で, a = lim
n→∞

anであるとする. このときRの部
分集合{a} ∪ {an n ∈ N}はコンパクトであることを示せ.

iii) 距離空間Xの部分集合Kがコンパクト⇔無数の開円盤の一組が, 全体
としてKを覆うならば, Kはすでに, それらの開円盤の中の有限個だ
けで覆われる.

24 (X, d)を距離空間, A ⊂ Xを空でない閉集合とする. 関数dA : X → Rを



dA(x) = d(x,A)で定義する.

i) x ̸∈ A ⇔ dA(x) > 0を示せ.

ii) 任意のx, x′ ∈ Xに対し, 不等式d(x,A) ≤ d(x, x′) + d(x′, A)が成立す
ることを示せ.

iii) dAは一様連続であることを示せ.

iv) Y を位相空間, K ⊂ Y をコンパクト部分集合とし, f : Y → Xを連続
写像でf(K) ∩A = ∅であるものとする. このとき次の性質を持つ正の
数εが存在することを示せ.

「写像g : Y → Xが sup
y∈Y

d(f(y), g(y)) < εをみたせば, g(K) ∩A = ∅

となる. 」
ただし, コンパクト集合上の連続関数が最小値をとるということはみ
とめてよい.

2009

25 X,Y を位相空間, f : X → Y を写像とする.



i) 写像fが連続であることの定義を, 近傍を使って述べよ.

ii) 次の(a),(b)は同値であることを示せ.

(a) fは連続.

(b) Y の任意の開集合Oについて, f−1(O)はXの開集合.

iii) Zを集合とし, Zに位相T1, T2をいれる. このとき次の(a),(b)は同値で
あることを示せ.

(a) 恒等写像1Z : (Z, T1) → (Z, T2)は連続.

(b) T2 ≤ T1.

26 i) コンパクトでない空間の例を理由をつけて挙げよ.

ii) 距離空間Xがコンパクトならば, Xは有界であることを示せ.

iii) X,Y を位相空間, f : X → Y を連続写像, B ⊂ Y をコンパクト集合と
する. このときf−1(B)はコンパクトか? そうならば証明し, そうでな
ければ反例を理由をつけて挙げよ.

27 i) 位相空間Xが非連結であることの定義を述べよ.



ii) QにRからの相対位相をいれると, Qは非連結であることを示せ.

iii) Xを集合とし, Xに位相T1, T2をいれる. さらにT2がT1より弱いとす
る. このとき, (X,T1)が連結であれば(X,T2)も連結であることを
示せ.

28 (X, d)を距離空間とし, 次の条件(∗)を考える.

(∗) あるε0 > 0が存在して, x ̸= yであるような任意のx, y ∈ Xに対し
d(x, y) ≥ ε0が成り立つ.

以下の問に答えよ.

i) Xが(∗)をみたせば, 距離の定めるXの位相は離散位相であることを
示せ.

ii) Xが(∗)をみたせば, Xは完備であることを示せ.

iii) Xが有限集合であればXは完備であることを示せ.

iv)「距離の定めるXの位相が離散位相ならばXは完備である」というの
は正しいか? 理由をつけて答えよ.



29 閉区間I = [0, 1] ⊂ RにRからの相対位相をいれる. Xを位相空間とし,

f, g : I → Xを連続写像でf(1) = g(0)をみたすものとする. このとき

h(t) =

{
f (2t) , 0 ≤ t ≤ 1

2

g (2t− 1) , 1
2 ≤ t ≤ 1

で定義される写像h : I → Xは連続であることを示せ.

2010

30 R, R2をユークリッド空間, f : R → Rを写像とする.

i) 次の(a),(b)は同値であることを示せ.

(a) fは連続.

(b) F (x, y) = f(x)− yで定まる写像F : R2 → Rが連続.

ii) fが連続ならばfのグラフ
Γf =

{
(x, y) ∈ R2 y = f(x)

}
はR2の閉集合であることを示せ.



31 i) 離散距離空間は完備であることを示せ.

ii) 集合A = {1/n n ∈ N} ⊂ Rを1次元ユークリッド空間Rの部分空間
として距離空間とみる. このときAは完備ではないことを示せ.

iii)「距離空間Xにおいて, 距離の定めるXの位相が離散位相ならばXは
完備である」というのは正しいか? 理由をつけて答えよ.

32 X = Rにユークリッド位相をいれる. Xの部分集合A = {1/n n ∈ N}
及びA = A ∪ {0}にXからの相対位相をいれる. f : A → Xを写像と
する.

i) 次の(a),(b)は同値であることを示せ.

(a) fは連続.

(b) f(1/n) = an, f(0) = αとするとき, lim
n→∞

an = α.

ii) fが連続であるとき, f(A)はコンパクトであることを示せ.

33 X = RにZariski位相をいれる.

i) Xはコンパクトであることを示せ.



ii) Xの部分集合Aで, Aはコンパクトであるが, 閉集合ではないものをひ
とつ挙げよ.

34 Xを空でない位相空間とする.

i) Xが連結ならば, 空でない真の部分集合∅ ̸= A ⊊ Xで, 開集合かつ閉
集合であるものは存在しないことを示せ.

ii) F ⊂ Xを閉集合とする. 次の(a),(b)は同値であることを示せ.

(a) Fは連結.

(b) Xの閉集合F1, F2がF = F1

∐
F2をみたせば, F1 = ∅または

F2 = ∅.

35 R2にユークリッド位相をいれる.

D = {(x, y) 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} ⊂ R2

にR2からの相対位相をいれる. このとき, Dは連結であることを示せ.

(ヒント) R2内の線分が連結であることは証明なしに使ってよい.



2011

Eで, Rにユークリッド位相をいれた位相空間を表す.

Zで, RにZariski位相をいれた位相空間を表す.

コンパクト空間はHausdorffとは仮定しない.

36 Eの部分集合A, Bを

A =

{
1

n
n ∈ N

}
, B =

{
1− 1

n
n ∈ N

}
により定める.

i) A ∪Bはコンパクトであることを示せ.

ii) A ∪Bの内部, 閉包を求めよ. （理由も書け.）

37 i) Zの任意の部分空間はコンパクトであることを示せ.

ii) XをHausdorff空間とする. A, BをXの任意のコンパクト集合とする
とき, A ∩Bもコンパクトであることを示せ.



38 i) AをZの部分集合で無限個の元を持つものとする. このときAは連結
であることを示せ.

ii) 集合Xに位相T1, T2を入れる. T1 ≤ T2であるとき, XがT2で連結な
らば, T1でも連結であることを示せ.

39 i) 距離空間はHausdorff空間であることを示せ.

ii) ZはHausdorff空間ではないことを示せ.

iii) an = nで与えられるZの点列{an}を考える. 任意のx ∈ Zに対し,

{an}はxに収束することを示せ.

iv) bn = 1で与えられるZの点列{bn}を考える. {bn}は1に収束すること
を示せ. また, その極限点は一意的であることを示せ.

40 Rの部分集合A = {0} ∪ {x ∈ R |x| > 1} に

O =
{
O ⊂ A ∀x ∈ O, ∃a, b ∈ A : a < x < b かつ A ∩ (a, b) ⊂ O

}
で与えられる位相Oをいれる. （Oが位相であることは認めてよい.）



写像g : A → Eを,

g(x) =


0, x = 0

x− 1, x > 1

x+ 1, x < −1

により定める.

i) a, b ∈ A, a < bとする. A ∩ (a, b)はAの開集合か？
ii) gは点0 ∈ Aで連続であることを示せ.

iii) gは点a ∈ A（ただしa ̸= 0）で連続であることを示せ.

iv) gは全単射であることを示せ.

v) gの逆写像も連続であることを示せ.

vi) Aは連結か？ 理由を付けて答えよ.

2012

Eで, Rにユークリッド位相をいれた位相空間を表す.

Zで, RにZariski位相をいれた位相空間を表す.



コンパクト空間はHausdorffとは仮定しない.

41 写像f : E → Eをf(x) = x+ 1で, g : Z → Eをg(x) = x+ 1で,

h : Z → Zをh(x) = x+ 1で定める.

i) fは連続か? 理由をつけて答えよ.

ii) gは連続か? 理由をつけて答えよ.

iii) hは連続か? 理由をつけて答えよ.

42 i) O1, O2をZの空でない開集合とする. このときO1 ∩O2 ̸= ∅であるこ
とを示せ.

ii) Z × EはHausdorff空間ではないことを示せ.

iii) Z × Zは連結であることを示せ.

43 ２点からなる集合T = {0, 1}を考える. Tに離散位相をいれた空間をTd

とする.

i) Tの位相Oで(T,O)がHausdorff空間となるものを全て挙げよ.



ii) 位相空間X( ̸= ∅)が非連結であることと, XからTdへの連続な全射が
存在することは同値であることを示せ.

iii) Tの位相Oで(T,O)が非連結となるものを全て挙げよ.

44 Rの部分集合A, Bを

A =

{
1

n
∈ R n ∈ N

}
B = A ∪ {0}

と定める. Eからの相対位相をA, Bにいれた位相空間をそれぞれAE ,

BEとし, Zからの相対位相をAにいれた位相空間をAZとする.

i) AEはコンパクトではないことを示せ.

ii) BEはコンパクトであることを示せ.

iii) AZはコンパクトであることを示せ.

45 集合X( ̸= ∅)に位相O1,O2を入れる. O1 ≤ O2であるとする.



i) (X,O1)がHausdorffならば, (X,O2)もHausdorffであることを示せ.

ii) (X,O2)が連結ならば, (X,O1)も連結であることを示せ.

iii) (X,O2)がコンパクトならば, (X,O1)もコンパクトであることを示せ.

2013

Eで, Rにユークリッド位相をいれた位相空間を表す.

Zで, RにZariski位相をいれた位相空間を表す.

46 i) 開写像の合成は開写像であることを示せ.

ii) 連続写像であるが開写像ではない例を挙げよ.

47 写像f : E → Eをf(x) = 2xで, g : Z → Eをg(x) = 2xで, h : Z → Z

をh(x) = 2xで定める.

i) fは連続か? 理由をつけて答えよ.

ii) gは連続か? 理由をつけて答えよ.

iii) hは連続か? 理由をつけて答えよ.



48 i) ZはHausdorff空間ではないことを示せ.

ii) an = nで与えられるZの点列{an}を考える. {an}は2014.0131に収
束することを示せ.

iii) cn = (−1)nで与えられるZの点列{cn}を考える. {cn}は収束列では
ないことを示せ.

49 Xを元を２つ以上含む集合, a ∈ Xとし, O = {O ⊂ X a ∈ O} ∪ {∅}
とする.

i) OはXの位相となることを示せ.

ii) (X,O)はHausdorff空間か？ 理由をつけて答えよ.

50 Xを位相空間, A ⊂ Xを部分空間, B ⊂ Aを部分集合とし, i : A → Xを
包含写像とする.

i) BのAにおける閉包をBa, Xにおける閉包をBであらわす. このとき,

Ba = A ∩Bであることを示せ.

ii) Wを位相空間, f : W → Aを写像とする. このとき, 合成



i ◦ f : W → Xが連続ならばfも連続であることを示せ.

51 X,Y,Wを空でない位相空間, pX : X × Y → X, pY : X × Y → Y を射
影とする.

また, y0 ∈ Y とし, X × {y0}にX × Y からの相対位相をいれる. 写像
j : X → X × {y0}をj(x) = (x, y0)により定める.

i) f : W → X × Y を写像とする. 次は同値であることを示せ. （射影が
連続であることは証明無しで認めてよい.）

(a) fは連続.

(b) pX ◦ f, pY ◦ fはどちらも連続.

ii) g(w) = y0により与えられる定値写像g : W → Y は連続であることを
示せ.

iii) jは連続であることを示せ.

iv) jは同相写像であることを示せ.

2014

Eで, Rにユークリッド位相をいれた位相空間を表す.



Zで, RにZariski位相をいれた位相空間を表す. （ただし, RのZariski位
相とはOZ =

{
O ⊂ R Oc は有限集合} ∪ {∅} で定まる位相である.）

52 距離空間において, １点からなる集合は閉集合であることを示せ.

53 Xを位相空間, A,B ⊂ Xとする.

i) A◦ ∪B◦ ⊂ (A ∪B)
◦を示せ.

ii) A◦ ∪B◦ ̸= (A ∪B)
◦となる例を挙げよ.

54 Rの部分集合X, Y を次で定める.

X =

{
1

n
∈ R n ∈ N

}
Y = X ∪ {0}

i) XをZの部分集合とみたとき, Xの内部, 閉包を求めよ. 理由も書け.



ii) Eからの相対位相をX, Y にいれた位相空間をそれぞれXE , YEと
する.

(a) XEの位相は離散位相であることを示せ.

(b) YEの位相は離散位相ではないことを示せ.

55 i) an = nで与えられるZの点列{an}を考える. {an}は2015に収束する
ことを示せ.

ii) bn = 1で与えられるZの点列{bn}を考える. {bn}は1に収束すること
を示せ.

iii) c ∈ Z, c ̸= 1とする. 点列{bn}はcには収束しないことを示せ.

56 X, Y を位相空間, f : X → Y を写像とする.

i) a ∈ Xとし, U∗(a), U∗(f(a))をそれぞれa, f(a)の基本近傍系とする.

このとき次は同値であることを示せ.

(a) fは点a ∈ Xで連続.

(b) 任意のV ∈ U∗(f(a))に対し, あるU ∈ U∗(a)が存在して,



f(U) ⊂ V となる.

ii) 次は同値であることを示せ.

(a) fは連続である.

(b) Y の任意の開集合Oに対し, f−1(O)はXの開集合である.

iii) A ⊂ Xを部分空間, i : A → Xを包含写像, Wを位相空間, g : W → A

を写像とする. このとき, 合成i ◦ g : W → Xが連続ならばgも連続で
あることを示せ.

57 g : Z → Eをg(x) = x2で, h : Z → Zをh(x) = x2で定める.

i) gは連続か? 理由をつけて答えよ.

ii) hは連続か? 理由をつけて答えよ.

58 X,Y,Wを空でない位相空間, pX : X × Y → X, pY : X × Y → Y を射
影とする. また, y0 ∈ Y とし, X × {y0}にX × Y からの相対位相をいれ
る. 写像j : X → X × {y0}をj(x) = (x, y0)により定める.

i) f : W → X × Y を写像とする. 次は同値であることを示せ. （射影が



連続であること, 連続写像の合成が連続であることは証明無しで認め
てよい.）

(a) fは連続.

(b) pX ◦ f, pY ◦ fはどちらも連続.

ii) g(w) = y0により与えられる定値写像g : W → Y は連続であることを
示せ.

iii) jは連続であることを示せ.

iv) jは同相写像であることを示せ.

59 X,Y を空でない位相空間とする.

i) 連続な単射f : X → Y が存在するとする. このとき, Y がHausdorff空
間ならばXもそうであることを示せ.

ii) 直積空間X × Y がHausdorff空間ならばXもそうであることを示せ.
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60 Zを集合, A ⊂ Zを部分集合とする. Zの部分集合族Oを

O =
{
O ⊂ Z Oc は有限集合} ∪ {∅}

で定める.

i) OはZに位相を定めることを示せ.

以下Zには位相Oを入れる.

ii) A, Acがともに無限集合であるとき, Aの内部, 閉包を求めよ.

iii) Zが有限集合であるとき, Aの内部, 閉包を求めよ.

61 Xを位相空間, A ⊂ Xを部分集合, x ∈ Xとし, U(x)をxの近傍系とす
る. Xの部分集合族O(x)を

O(x) =
{
O ⊂ X x ∈ OかつOは開集合}

で定める.

i) O(x)はxの基本近傍系であることを示せ.



ii) 次は同値であることを示せ.

(a) 任意のU ∈ U(x)に対し, U ∩A ̸= ∅.
(b) 任意のO ∈ O(x)に対し, O ∩A ̸= ∅.

62 Xを位相空間, A, BをともにXの稠密な部分集合とする.

i) A ∪BもXで稠密であることを示せ.

ii) Aが開集合であるとき, A ∩BもXで稠密であることを示せ.

iii) A ∩BがXで稠密とはならない例を挙げよ.

63 Xを位相空間, A ⊂ Xを部分空間, B ⊂ Aを部分集合とし, i : A → Xを
包含写像とする.

i) BのAにおける閉包をBa, Xにおける閉包をBであらわす.

このとき, Ba = A ∩Bであることを示せ.

ii) Y を位相空間, f : Y → Aを写像とする. このとき, 合成i ◦ f : Y → X

が連続ならばfも連続であることを示せ.



64 Xを集合とし, d, d1, d2をX上の距離関数とする. x, y ∈ Xに対し
d3(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y)で与えられる関数d3はX上の距離関数に
なる(これは認めてよい).

i) x ̸= yならばd(x, y) ≥ 1であるとする. このとき, 距離dの定める位相
は離散位相であることを示せ.

ii) f(x) = xで与えられる写像f : (X, d3) → (X, d1)は連続であることを
示せ.

iii) g(x) = xで与えられる写像g : (X, d1) → (X, d3)は連続か? 連続なら
ば証明し, そうでなければ反例を挙げよ.

65 Xを距離空間, A ⊊ Xを空でない部分集合とする.

i) x ∈ XがAの内点であることと, d(x,Ac) > 0は同値であることを
示せ.

ii) Aが有限集合ならば, Aは閉集合であることを示せ.
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66 Xを位相空間, A ⊂ Xを部分集合とし, AaをAの閉包とする, すなわち

CA : =
{
F ⊂ X Fは閉集合かつA ⊂ F

}
としたとき

Aa =
⋂

F∈CA

F

である.

i) 点x ∈ Xに対し, 次は同値であることを示せ.

(I) x ̸∈ Aa.

(II) xを含むある開集合Oが存在し, O ∩A = ∅となる.

ii) 更に, Xが距離空間でAが空でないとき, これらは次とも同値であるこ
とを示せ. ただし, d(x,A) = inf {d(x, a) a ∈ A}である.

(III) d(x,A) > 0.

67 Xを位相空間, A,BをXの部分集合とする.



i) 次は同値であることを示せ.

(I) Aa = X.

(II) 任意の空でない開集合O ⊂ Xに対し, O ∩A ̸= ∅.
ii) A,BがXで稠密で, Bが開集合ならば, A ∩BもXで稠密であること
を示せ.

68 X, Y を位相空間, f : X → Y を写像, a ∈ Xとし, U∗(f(a))をf(a)の基
本近傍系とする.

i) U,U ′ ⊂ Xとする. Uがaの近傍で, U ⊂ U ′ならば, U ′もaの近傍であ
ることを示せ.

ii) 次は同値であることを示せ.

(I) fは点a ∈ Xで連続.

(II) 任意のV ∈ U∗(f(a))に対し, f−1(V )はaの近傍.

69 X, Y を位相空間, f : X → Y を連続写像とし, A ⊂ X, B ⊂ Y を部分空
間, i : A → X, j : B → Y を包含写像とする.



i) 恒等写像 id : X → Xは連続であることを示せ.

ii) i : A → Xは連続であることを示せ.

iii) 写像g : A → Bがj ◦ g = f ◦ iをみたすとする. このときgは連続であ
ることを示せ.

70 O0 = {O ⊂ R 0 ∈ O} ∪ {∅}とするとO0はRの位相となる（認めてよ
い）. Rにこの位相を入れた位相空間をR0とする. またEでRにユーク
リッド位相を入れた位相空間を, ZでRにZariski位相を入れた位相空間
を表す. ただし, RのZariski位相とは
OZ =

{
O ⊂ R Oc は有限集合} ∪ {∅} で定まる位相である. 次の問い

に理由をつけて答えよ.

i) 写像f : Z → Zをf(x) = x2で定める. fは連続か?

ii) 写像g : R0 → Eをg(x) = xで定める. gは点0 ∈ R0で連続か?

iii) 写像h : R0 → Zをh(x) = xで定める. hは点1 ∈ R0で連続か?

71 Xを位相空間, x, y ∈ Xとする. 次は同値であることを示せ.



(I) x ∈ O, y ∈ O′である開集合O, O′で, O ∩O′ = ∅であるものが存在
する.

(II) xの近傍Uとyの近傍V で, U ∩ V = ∅であるものが存在する.

72 X,Y を空でない位相空間とする.

i) 連続な単射f : X → Y が存在するとする. このとき, Y がHausdorff空
間ならばXもそうであることを示せ.

ii) 直積空間X × Y がHausdorff空間ならばXもそうであることを示せ.
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位相空間の間の写像について, 「連続写像であることと, 任意の開集合の
逆像が開集合であることは同値である」ことは証明無しで使ってよい.

73 Rの部分集合Aを,

A =

{
1

n
∈ R n ∈ N

}



と定める.

i) Rにザリスキー位相をいれたとき, Aの内部, 閉包を求めよ. 理由も
書け.

（ただし, Rのザリスキー位相とは
OZ =

{
O ⊂ R Oc は有限集合} ∪ {∅} で定まる位相である.）

ii) R ⊃ Bを無限集合とする. Rにザリスキー位相をいれたとき, Bは稠密
であることを示せ.

iii) Rにユークリッド位相をいれたとき, Aの内部, 閉包を求めよ. （答え
だけでよい.）

iv) Rに離散位相をいれたとき, Aの内部, 閉包を求めよ. （答えだけで
よい.）

74 i) Rにザリスキー位相をいれたものは Hausdorff空間ではないことを
示せ.

ii) Rにユークリッド位相をいれたものは Hausdorff空間であることを
示せ.



75 X, Y を位相空間, f : X → Y を写像とする. a ∈ Xとし, U∗(a),

U∗(f(a))をそれぞれa, f(a)の基本近傍系とする. このとき次は同値であ
ることを示せ.

(I) fは点a ∈ Xで連続.

(II) 任意のV ∈ U∗(f(a))に対し, あるU ∈ U∗(a)が存在して, f(U) ⊂ V

となる.

76 Xを位相空間, A ⊂ Xを部分空間, i : A → Xを包含写像とする.

i) iは連続であることを示せ.

ii) Wを位相空間, f : W → Aを写像とする. このとき, 合成
i ◦ f : W → Xが連続ならばfも連続であることを示せ.

iii) B ⊂ Aを部分集合とする. BにXからいれた相対位相と, Aからいれ
た相対位相は一致することを示せ.

77 X,Y,Wを位相空間, pX : X × Y → X, pY : X × Y → Y を射影とする.



また, f : X → Y を連続写像とし, そのグラフ

Γf = {(x, y) y = f(x)} ⊂ X × Y

に直積空間X × Y からの相対位相をいれ, i : Γf → X × Y を包含写像と
する. 写像f : X → Γfをf(x) = (x, f(x))により定める. 射影が連続で
あること, 連続写像の合成が連続であることは証明無しで認めてよい.

i) g : W → X × Y を写像とする. pX ◦ g, pY ◦ gどちらも連続ならば, g

は連続であることを示せ.

ii) F (x) = (x, f(x))で与えられる写像

F : X → X × Y

は連続であることを示せ.

iii) fは連続であることを示せ.

iv) fは同相写像であることを示せ.



参考文献

[1] ケリー, 児玉之宏訳, 『位相空間論』, 吉岡書店
[2] 静間良二, 『位相』, サイエンス社
[3] 森田紀一, 『位相空間論』, 岩波全書
[4] J.L.Kelley, General Topology, Springer Verlag

[5]『数学辞典第4版』, 岩波書店



索引



記号／数字
1 対 1 26



B

Bernsteinの定理 92



C

Cantorの定理 91

compact 342

sequentially — 343

connected 368

— component 369



H

Hausdorff space 323



P

path-connected 371



R

regular 326, 327



S

sequentially compact 343



T

T1 322

T2 323

T3 324

T4 325

totally disconnected 370



W

Weierstrassの定理 112



Z

Zornの補題 106



あ
ℵ0（アレフゼロ） 88



い
位相 197

距離の定める— 200

—空間 197

—群 305

弱*— 309

*弱— 309

強い 198

汎弱— 309

弱い 198



—を定める 197

位相和 295

一様連続 150

ε近傍 140



う
上への写像 26



か
開核 140

開基 286

開集合 140, 197

外点 140, 240

外部 140, 238

下界 74

下極限
実数列の— 114

下限 74



可算集合 88

合併集合 7, 8

可分 144

関係 51

X上の— 51

順序— 73

同値— 52

半順序— 73

完全集合 192

完全不連結 370



カントール集合 192

完備 145



き
基 286

基数 86

帰納的順序集合 105

基本近傍系 140, 217, 220

—の公理 220

基本列 145

逆写像 27

逆像
fによるBの— 25



境界点 239

境界 141, 239

共通集合 7, 8

極限点 142, 261

極小元 75

極大元 75

距離 139

—関数 139

—空間 139

—の定める位相 200



近傍 140, 216

ε— 140

近傍系 140, 216, 218

—の公理 218



く
空集合 5



け
元（げん） 2



こ
合成

fとgの— 28

恒等写像 29

弧状連結 371

孤立点 143

コンパクト 146, 342

点列— 343



さ
最小

—元 74

—上界 74

最大
—下界 74

—元 74

差集合 7

作用する 71

ザリスキー位相 204



三角不等式 139



し
自然な

—射影 54

—写像 54

弱位相による直積空間 294

弱*位相 309

写像 24

自然な— 54

縮小— 187

連続— 149, 267



集合 2

集合族 6

添字付けられた— 6, 33

集積点 143

収束 142, 261

縮小写像 187

準基 287

順序
—関係 73

帰納的—集合 105



—集合 73

全— 73

線形— 73

半—関係 73

上界 74

上極限
実数列の— 114

lim (集合の—) 21

上限 74

商写像 54



商集合 53

触点 141



す
推移律 52

*弱位相 309



せ
正規 327

生成する
—位相 285

Sの—同値関係 69

正則 326

整列可能定理 108

整列集合 107

積 7

線形順序 73



全射 26

全順序 73

—集合 73

全疎 144, 243

全体集合 8

選択公理 104

全単射 26

全有界 148



そ
像 25

xのfによる— 25

集合Aのfによる— 25

相対位相 266

添字 33

添字集合 6, 33

属する
aはAに— 2

ソルゲンフリー直線 234



た
対応 51

対称差 41

対称律 52

対等 86

互いに素 7

たかだか可算 88

単射 26



ち
値域 25

稠密 144, 242

直積 9, 47

—位相 294

—空間 293, 294

弱位相による—空間 294

直和 48

直径 147



て
定義域 25

点列コンパクト 343



と
同位相 268

—写像 268

導集合 143

同相 268

—写像 268

同値
Sの生成する—関係 69

–関係 52

—類 53



特性関数 32



な
内核 237

内点 140, 240

内部 140, 237



の
濃度 86

大きい 90

小さい 90

—比較可能定理 93

連続体の— 88

濃度比較可能定理 93



は
Hausdorff空間 323

離れた 368

汎弱位相 309

反射律 52

半順序
—関係 73

—集合 73

反対称律 73



ひ
p進付値 188

比較可能 73

非交和 7, 48

標準的
—射影 130

—包含 130



ふ
ファイバー積 132

フィルター 80

含まれる
BはAに— 3

含む
AはBを— 3

不動点 187

部分
—空間 266



—集合 3



へ
閉集合 140, 209

閉部分群 306

閉包 141, 241

巾（べき）集合 9



ほ
包含写像 30

補集合 8



ま
交わり 7



み
密着位相 202



む
無限集合 87

結び 7



ゆ
有界

上に— 74

下に— 74

有限集合 87

融合和 134



よ
要素 2



り
離散位相 201



る
類別 53



れ
連結 368

弧状— 371

—成分 369

連続 149, 267

一様— 150

—写像 149, 267

連続体の濃度 88



わ
和 7

和集合 8



執筆者
前原龍二
志賀博雄
手塚康誠
日熊隆則
神山靖彦
佃修一


	問題へのリンク
	第1章 集合と写像
	1.1 集合
	1.2 集合の演算
	 問題

	1.3 写像
	 問題

	1.4 直積,直和
	 問題

	1.5 関係
	1.6 同値関係
	 問題

	1.7 順序関係
	 問題

	1.8 集合の濃度
	 問題

	1.9 選択公理, Zornの補題, 整列可能定理
	 問題

	1.10 実数の上限, 下限, 上極限, 下極限
	 問題

	1.11 追加
	 問題


	第2章 距離空間
	2.1 距離空間
	 問題


	第3章 位相空間
	3.1 位相空間の定義
	 問題

	3.2 閉集合
	 問題

	3.3 近傍系
	 問題

	3.4 内部, 外部, 閉包
	 問題

	3.5 点列の収束
	 問題

	3.6 フィルターの収束
	3.7 連続写像と相対位相
	 問題

	3.8 位相の生成
	3.8.1 位相の基と準基
	 問題
	3.8.2 積位相と直和
	 問題
	3.8.3 等化位相
	 問題
	3.8.4 誘導位相


	第4章 位相空間の性質
	4.1 分離公理
	 問題

	4.2 コンパクト性
	 問題

	4.3 連結性

	第5章 追加
	第6章 試験問題
	6.1 前期中間
	6.2 前期期末
	6.3 後期中間
	6.4 後期期末

	参考文献
	索引
	記号／数字
	B
	C
	H
	P
	R
	S
	T
	W
	Z
	あ
	い
	う
	か
	き
	く
	け
	こ
	さ
	し
	す
	せ
	そ
	た
	ち
	て
	と
	な
	の
	は
	ひ
	ふ
	へ
	ほ
	ま
	み
	む
	ゆ
	よ
	り
	る
	れ
	わ


