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第 1章

Preliminaries

N0 で非負整数全体をあらわす.
ちょっとだけ集合論
よく知られているように, 「集合全ての集まり」を集合と考えると矛盾が生じる. が,

「集合全ての集まり」というものを扱いたい事がある. こういうものをクラスと呼ぶ.
クラスをどのように規程し, どのように取り扱うかにはいくつか流儀がある. ZFC の拡

張である NBG (von Neumann - Bernays - Gödel), あるいは Grothendieck の universe
を使うというのがよくある態度だと思う.
とりあえず, クラスというのは, 集合として扱うと都合の悪い「集合（みたいなもの）」

であると思っておけばよい.
クラスからクラスへの写像というのも考えることができる. また, クラスに対する選択

公理も成り立つと仮定する（こういうことを仮定しても ZFC と矛盾しない. 新しい集合
が付け加わることもない. 集合についての新しい定理が証明されることもない. というこ
とが知られている）.
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第 2章

Basic Notions of Category Theory

2.1 圏
定義 2.1 (Category). 圏（カテゴリー, category） C とは以下の 3つの data (i)～(iii)
からなり, 条件 (a)～(c) をみたすもののことをいう.

data (i) クラス Ob C.
Ob C の元を対象 (object) という.

(ii) 対象の任意の順序対 (A, B)に対して定められたクラス HomC(A, B).
このクラスの元を Aから B への射 (morphism, arrow) という.
射 f ∈ HomC(A, B) を図式により f : A→ B または A

f−→ B とあらわす.
(iii) 任意の A, B, C ∈ Ob C に対し定められた写像

HomC(B, C)×HomC(A, B)→ HomC(A, C).

この写像を合成 (composition) という.
射 g ∈ HomC(B, C) と f ∈ HomC(A, B) の合成を gf または g ◦ f とあら
わす.

条件 (a) 合成は結合的, すなわち, 任意の射 f : A→ B, g : B → C, h : C → D に対し,
等式 h(gf) = (hg)f が成り立つ.

(b) 各対象 A ∈ Ob C に対し, 次をみたす射 1A : A→ A が存在する.
『任意の f : A→ B に対し f ◦ 1A = f .
任意の g : C → Aに対し 1A ◦ g = g.』

(c) 対 (A, B) と (A′, B′) が異なれば,

HomC(A, B) ∩HomC(A′, B′) = ∅.
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条件 (b) の射 1A ∈ HomC(A, A) は各 Aに対し一意的に定まることがわかる. これを
Aの恒等射 (identity morphism) という.
条件 (c) により, 各射 f に対し, f ∈ HomC(A, B)となるような対象 A と B が一意的
に定まる. Aを f の domain または source, B を f の codomain または target と
よぶ.
条件 (c) は若干テクニカルなもので, 実際に圏を扱う際, 大抵の場合あまり気にしなく
てよい.

定義 2.2 (Locally small category). 圏 C は, 任意の対象 A, B に対し, HomC(A, B) が
集合であるとき局所小圏 (locally small category) とよばれる.
圏論で扱う圏はたいてい局所小圏である.

この講義では, 特に断らなければ, 圏といえば局所小圏とする. 局所小圏でない圏を扱う
ときは, そのようにコメントする（予定）.

定義 2.3 (Small category). 局所小圏 C は, Ob C が集合であるとき小圏 (small cate-
gory) とよばれる.

問 2.4. 条件 (b) の射 1A ∈ HomC(A, A) は各 Aに対し一意的に定まることを示せ.

記法上の注意を少し.

• クラス ∪
A,B

HomC(A, B) を Mor C であらわす.

• しばしば A ∈ Ob C のかわりに A ∈ C, f ∈ Mor C のかわりに f ∈ C と書く.
• HomC(A, B)を Hom(A, B)または C(A, B) と書くこともある.
• 射 f : A→ B と g : B → C の合成を図式 A

f−→ B
g−→ C であらわす.

圏の例を挙げる.

例-定義 2.5. 1. (Set): 集合を対象とし, 集合の間の写像を射, 写像の合成を合成とす
る圏.

2. (set): 有限集合を対象とし, 有限集合の間の写像を射, 写像の合成を合成とする圏.
3. (Grp): 群を対象, 準同型写像を射, 準同型写像の合成を合成とする圏.
4. (Abel): アーベル群を対象, 準同型写像を射, 準同型写像の合成を合成とする圏.
5. (Vectk): k を体とする. k-ベクトル空間を対象, 線形写像を射, 線形写像の合成を
合成とする圏.

6. (Vectfd
k ): 有限次元 k-ベクトル空間を対象, 線形写像を射, 線形写像の合成を合成

とする圏.
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7. (Top): 位相空間を対象, 連続写像を射, 連続写像の合成を合成とする圏.
8. (Poset): 順序集合を対象, 順序を保つ写像を射, 写像の合成を合成とする圏.
9. (Ord): 前順序集合を対象, 前順序を保つ写像を射, 写像の合成を合成とする圏.

例-定義 2.6. 1. 任意の集合 X は圏 C(X)とみなすことが出来る.
（a）Ob C(X) = X.
（b）射は各対象に対する恒等射のみ.
一般に, 恒等射以外には射が無い圏を離散圏 (discrete category) とよぶ.
特に, 空集合 ∅ を圏とみたとき empty category とよぶ.

2. 任意の順序集合 (partially ordered set, poset) P は圏とみなせる.
（a）Ob P = P .
（b）x, y ∈ P に対し x ≤ y であるときかつそのときに限り射 x→ y がただひとつ

存在する.
（c）合成は, 射の定めかたから一意的に定まるもの.
集合 X に離散順序を入れたものを圏とみなしたものは C(X)である.

3. X を位相空間とし, O を X の位相, すなわち X の開集合全体とする. O に包含関
係により順序をいれる. 順序集合 O を圏とみたものを Xtop で表す.

4. 任意の群 G は対象をただひとつだけもち, 射の集合は G であるような圏 Gcat と
みなせる（Gcat を BG と書くこともある）.
（a）Ob Gcat = {•}.
（b）HomGcat(•, •) = G.
（c）射の合成は群の積により定める, すなわち g, h ∈ Gに対し, 積 gh ∈ Gが合成

• h−→ • g−→ • を与える.
Gcat においては, 全ての射は同型射（定義 2.11.3）となっている.
一般に, 全ての射が同型射であるような小圏を亜群 (groupoid) という.
また, 対象がただひとつであるような小圏をモノイド (monoid) という.

5. 圏 ∆.
非負整数 n ∈ N0 に対し順序集合 nを

n = {0, 1, . . . , n} = {m ∈ N0 m ≤ n}

により定める. ただし順序は数の大小から定まるもの.
（a）Ob ∆ = N0.
（b）m, n ∈ N0 に対し, mから nへの射は, mから nへの順序を保つ写像.
（c）射の合成は写像の合成.

6. 圏MatR. Rを（単位元を持つ）環とする.
（a）Ob MatR = N.
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（b）Hom(m, n) = Mn,m(R)（n行m列 R行列全体）.
（c）射の合成は行列の積.

Hom(m, n)×Hom(l, m) // Hom(l, n)

Mn,m(R)×Mm,l(R) Mn,l(R)

(B, A)

∈

� // BA

∈

問題 2.7. 上の各例が圏になっていることを確かめよ.

問 2.8. 1. ∆(n, n + 1)の元のうち 1対 1写像であるものを全て挙げよ.
2. ∆(n + 1, n)の元のうち上への写像であるものを全て挙げよ.
3. ∆(0, n)の元を全て挙げよ.

定義 2.9. 1. C◦: 圏 C の双対圏 (dual category, opposite category):
（a）Ob C◦ = Ob C.
（b）HomC◦(A, B) = HomC(B, A).
（c）合成は次で定める.

HomC◦(B, C)×HomC◦(A, B) = HomC(C, B)×HomC(B, A)
∼= HomC(B, A)×HomC(C, B)
→ HomC(C, A) = HomC◦(A, C).

次の図式を参照せよ.

A
C◦

// B
C◦

//
C

oo C.
C

oo

f ∈ HomC(B, A)を, HomCo(A, B)の元と考えるとき, f のままだと混乱すること
があるので, fo と書くときがある.

2. 圏 C と D の直積 (product category) C × D:
（a）Ob(C × D) = Ob C ×ObD = {(C, D) C ∈ C, D ∈ D}.
（b）HomC×D((C, D), (C ′, D′)) = HomC(C, C ′)×HomD(D, D′).
（c）合成は (f ′, g′)(f, g) = (f ′f, g′g)により定義する.

問 2.10. 定義 2.9の圏が圏の定義の条件をみたしていることを確かめよ. Co における恒
等射はどのようなものか?

定義 2.11 (単射, 全射, 同型射). C を圏とする.
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1. 射 f : A→ B ∈ C が単射 (monic, monomorphism) である.
⇔
def
任意の C ∈ C と g, h : C → A について次が成り立つ. 『fg = fh ならば

g = h.』
C

g //
h

// A
f // B

2. 射 f : A→ B ∈ C が全射 (epi, epimorphism) である.
⇔
def
任意の C ∈ C と g, h : B → C について次が成り立つ. 『gf = hf ならば

g = h.』
A

f // B
g //
h

// C

3. 射 f : A→ B ∈ C が同型射 (isomorphism) である.
⇔
def

fg = 1B と gf = 1A をみたすような射 g : B → A が存在する. このような射
g を f の逆射という.

A
f //B
g

oo

4. Aから B への同型射が存在するとき Aは B に（C において）同型であるといい,
A ∼= B と表す.

注意 2.12. f : A→ B ∈ C が C における単射であることと, fo : B → A ∈ Co が Co にお
ける全射であることは同値である.

C
g //
h

// A
f // B

C A
go

oo
ho

oo B
fo

oo

このように, 圏をその双対でおきかえて得られる（つまり射の向きを全て逆にして得られ
る）概念をものとものの双対という. 全射と単射は互いに双対である. また, 同型の双対は
同型である: f : A → B ∈ C が同型射であることと, fo : B → A ∈ Co が同型射であるこ
とは同値である.
圏に関する命題は, 双対を考えることで, 射の向きを全て逆にした命題も成立する. これ

を双対原理 (duality principle)という.

補題 2.13. 1. 恒等射 1A : A→ A は同型射である.
2. 同型射 f : A→ B は全射かつ単射である.
3. 同型射の逆射は一意的である. 同型射 f の逆射を f−1 と書く.
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Proof. 1. 1A ◦ 1A = 1A だから.
2. 射 h, k : C → Aが fh = fk をみたすとする. f は同型射であるので, gf = 1A と
なる射 g : B → A が存在する. このとき h = 1Ah = (gf)h = g(fh) = g(fk) =
(gf)k = k となるので f は単射である. 同様に f が全射であることも示せる.

3. 2 を使えば分かるが, 直接示しておこう（ほぼ同じことをやることになるが）.
f : A → B を同型射, g, h : B → A をその逆射とする. 定義より, fh = 1B ,
gf = 1A が成り立つ. よって g = g1B = g(fh) = (gf)h = 1Ah = h.

注意 2.14. 一般に (2)の逆は成立しない, すなわち, 全射かつ単射であっても同型射とは
限らない.

問題 2.15. 包含写像 i : Z→ Q は, 単位元をもつ可換環の圏の射とみたとき, 全射かつ単
射であることを示せ. また iは同型射ではないことを示せ（例えば [1, 1.8.5]を参照せよ).

問 2.16. 1. (Set)における単射とは写像としての単射である.
2. (Set)における全射とは写像としての全射である.
3. (Set)における同型射とは全単射である.

注意 2.17. (Set) における単射, 全射は写像としての単射, 全射と同じであるので混乱
は生じないであろう（英語ではそれぞれ monomorphism, epimorphism, injective map,
surjective map と違う単語）.

問題 2.18. 例-定義 2.5, 2.6, 定義 2.9の各例について, 単射, 全射, 同型射がどのような
ものか考察せよ.

定義 2.19 (始対象, 終対象). C を圏とする.

1. 対象 s ∈ C が始対象 (initial object)である.
⇔
def
任意の対象 C ∈ C に対し C(s, C) がただ 1点からなる集合である.

2. 対象 t ∈ C が終対象 (terminal object) である.
⇔
def
任意の対象 C ∈ C に対し C(C, t) がただ 1点からなる集合である.

補題 2.20. 始対象と終対象は, 存在すれば, 同型を除いて一意的である.

注意 2.21. 「同型を除いて (up to isomorphism) 一意的」といった言い方が圏論（に限
らず数学）でよく出てくる. 例えば, 補題 2.20で言っているのは,

sと s′ が始対象ならば, s ∼= s′ である
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tと t′ が終対象ならば, t ∼= t′ である

ということ.
さらに, 圏論で出てくる多くの場合, “unique up to unique isomorphism” である, つま

り, その同型を与える同型射も適当な意味で一意的であることが多い.

Proof. s と s′ が C の始対象であるとする. s が始対象なので, 射 f : s → s′ ∈ C が
ただ一つ存在する. また, s′ が始対象なので, 射 g : s′ → s ∈ C がただ一つ存在する.
1s, gf ∈ C(s, s)であり, s は始対象なので, gf = 1s. 同様に, 1s′ , fg ∈ C(s′, s′)であり, s′

は始対象なので, fg = 1s′ . よって, f, g は同型射で, s ∼= s′.
双対的に終対象の方も成り立つ.
始対象と終対象は双対である: t ∈ C が C における終対象であることと, t ∈ Co が Co に

おける始対象であることは同値である.
tと t′ が C の終対象であるとすると, tと t′ は Co の始対象であるから, 前半に示したこ

とより, Co において t ∼= t′. よって C において t ∼= t′.

例 2.22. (Set)においては, 空集合 ∅が始対象で, 1点集合が終対象である.
(Grp)においては, 単位元のみからなる群が始対象かつ終対象である.

例 2.23. P を順序集合とする. P の始対象は最小元, 終対象は最大元.

問題 2.24. 例-定義 2.5, 2.6, 定義 2.9の各例について, 始対象, 終対象は存在するか. 存
在すればそれはどのようなものか.

2.2 関手
定義 2.25 (Functor). 圏 C から圏 D への関手 (functor) F : C → D とは以下の 2つの
data (i), (ii) からなり, 条件 (a), (b) をみたすものをいう.

data (i) 写像 F : Ob C → ObD
(ii) C の対象の各順序対 (A, B)に対して定められた写像

FA,B : HomC(A, B)→ HomD(F (A), F (B))

普通 FA,B を単に F と書く.
条件 (a) 任意の射 f : A → B ∈ C, g : B → C ∈ C に対し, 等式 F (gf) = F (g)F (f)

が成り立つ.
(b) C の任意の対象 A ∈ C に対し, 等式 F (1A) = 1F (A) が成り立つ.
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定義 2.26 (Contravariant Functor). 圏 C から圏 D への反変関手 (contravariant
functor) F : C → D とは以下の 2つの data (i), (ii) からなり, 条件 (a), (b) をみたす
ものをいう.

data (i) 写像 F : Ob C → ObD
(ii) C の対象の各順序対 (A, B)に対して定められた写像

FA,B : HomC(A, B)→ HomD(F (B), F (A))

普通 FA,B を単に F と書く.
条件 (a) 任意の射 f : A → B ∈ C, g : B → C ∈ C に対し, 等式 F (gf) = F (f)F (g)

が成り立つ.
(b) C の任意の対象 A ∈ C に対し, 等式 F (1A) = 1F (A) が成り立つ.

反変関手 F : C → D は関手 F : C◦ → D あるいは F : C → D◦ とみなせる. 逆に関手
F : C → D は反変関手 F : C◦ → D あるいは F : C → D◦ とみなせる. ただし C◦ は C の
双対圏である.
考えている関手が反変関手ではないことを明確にしたいときは共変関手 (covariant

functor) とよぶ.

定義 2.27. 1. 二つの関手 F : C → D と G : D → E に対し, 合成 GF : C → E を
(GF )(A) = G(F (A)) と GF (f) = G(F (f)) により定義する. これが関手になっ
ていることは容易に示される.

2. 圏 C に対し, 恒等関手 (identity functor) 1C : C → C を 1C(A) = Aと 1C(f) =
f により定義する.

3. 圏 D の対象 D ∈ D に対し, 定値関手 (constant functor) ∆D : C → D を
∆D(C) = D と ∆D(f) = 1D により定義する. 定値関手は共変かつ反変である.

4. 圏の直積 (定義 2.9.2)からの関手 F : C × D → E は bifunctor とよばれる.

例 2.28. 忘却関手

例 2.29. 離散位相, 密着位相, 離散順序

例 2.30. 順序を保つ写像, 群の準同型, 群の作用

例 2.31. 反変冪集合, 2X

例 2.32. 双対ベクトル空間

例 2.33. 与えられた集合を基底とするベクトル空間
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定義 2.34. F : C → D を関手とする.

1. F は忠実 (faithful) である.
⇔
def
任意の A, B ∈ C に対し, F : C(A, B)→ D(F (A), F (B))が単射.

2. F は充満 (full) である.
⇔
def
任意の A, B ∈ C に対し, F : C(A, B)→ D(F (A), F (B))が全射.

3. F は同型 (isomorphism) である.
⇔
def

GF = 1C と FG = 1D をみたすような関手 G : D → C が存在する.

例 2.35. 忘却関手

問 2.36. F : C → D が同型⇔ F : Ob C → ObD が全単射であり, F は充満かつ忠実.

定義 2.37. F : C → D を関手とする.

1. F が単射（全射, 同型射）を保つ (preserves).
⇔
def

f ∈ C が単射（全射, 同型射）ならば F (f) ∈ D もそうである.
2. F が単射（全射, 同型射）を反射する (reflects).
⇔
def

F (f) ∈ D が単射（全射, 同型射）ならば f ∈ C もそうである.

補題 2.38. F : C → D を関手とする.

1. F は同型射を保つ.
2. F が忠実ならば, F は単射および全射を反射する.
3. F が充満かつ忠実ならば, F は同型射を反射する.

Proof. 1. やさしい.
2. F が忠実で, F (f) が単射であるとする. 射 g, h ∈ C について, fg = fh ∈ C と
すると, F (f)F (g) = F (fg) = F (fh) = F (f)F (h) ∈ D. F (f) は単射なので
F (g) = F (h). F は忠実であるから g = h, よって f は単射.
全射の方も同様（双対）.

3. F が充満かつ忠実で, F (f) が同型射であるとする. F (f) は同型射なので逆射
F (f)−1 が存在する. F は充満であるから, 射 g ∈ C で, F (g) = F (f)−1 となるも
のがある. F (fg) = F (f)F (g) = F (f)F (f)−1 = 1 = F (1)であり, F は忠実であ
るから fg = 1. 同様にして gf = 1となり f は同型射.

問 2.39. (1)を示せ.
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2.3 自然変換
定義 2.40 (Natural transformation). F, G : C → D を関手とする.

1. F からGへの自然変換 (natural transformation) α : F → G とは, Ob C で添
字付けられた D の射の族 {αA : F (A) → G(A)}A∈C で, 任意の射 f : A → B ∈ C
に対し次の図式を可換にするもの:

F (A) αA //

F (f)
��

G(A)

G(f)
��

F (B)
αB

// G(B).

自然変換を次のような図式で表すことがある:

C
F

&&

G

88�� α D

2. 自然変換 α は, 全ての A ∈ C に対し αA が D における同型射であるとき, 自然同
型 (natural isomorphism) と呼ばれる.

3. 関手 F から Gへの自然同型が存在するとき, F と Gは同型 (isomorphic)であ
るといい, F ∼= Gと表す.

4. F から Gへの自然変換全体のなすクラスを Nat(F, G)で表す.

定義 2.41. 1. 自然変換 α : F → Gと β : G→ H

C

F

���� α
EE

H

�� β
G // D

に対し,
(β ◦ α)A = βA ◦ αA : F (A) αA−−→ G(A) βA−−→ H(A)
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と定めると, 自然変換

β ◦ α : F → H

C

F

��

H

@@�� β◦α D

が得られる. これを垂直な合成という.
2. 自然変換 α : F → Gと α′ : F ′ → G′

C
F

&&

G

88�� α C′
F ′

''

G′
88�� α′ C′′

に対し, α′ の自然性から次は可換:

F ′F (A)
α′

F (A) //

F ′(αA)
��

G′F (A)

G′(αA)
��

F ′G(A)
α′

G(A)

// G′G(A).

A ∈ C に対し

(α′ ∗ α)A = α′
G(A) ◦ F ′(αA) = G′(αA) ◦ α′

F (A) : F ′F (A)→ G′G(A)

と定めると, 自然変換

α′ ∗ α : F ′F → G′G

C
F ′F

))

G′G

55�� α′∗α C′′

が得られる. これを水平合成という.
誤解の恐れがないときは, しばしば ∗を省略して α′αと書く.

3. (1F )A = 1F (A) により定まる自然変換を恒等自然変換といい, 1F : F → F と書く.

補題 2.42. α : F → Gを自然変換とする.
αが自然同型⇔ 自然変換 β : G→ F で, β ◦ α = 1F , α ◦ β = 1G をみたすものが存在

する.

Proof.
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例 2.43. 反変冪集合, 2X

例 2.44. 双対ベクトル空間, 二重双対ベクトル空間

定義 2.45. 関手 F : C → D は, GF ∼= 1C と FG ∼= 1D をみたす関手 G : D → C が存在
するとき, 同値 (equivalence)と呼ばれる. 圏 C と D の間に同値が存在するとき, C と
D は同値 (equivalent)であるという.

2.4 圏の例, 構成
定義 2.46 (Subcategory). C を圏とする.

1. C の部分圏（subcategory） A とは以下の data
(i) 部分クラス ObA ⊂ Ob C
(ii) Aの各順序対に対し定められた部分集合 HomA(A, B) ⊂ HomC(A, B)
からなり, 次の条件をみたすものである:
(a) 全ての A ∈ ObAに対し, 1A ∈ HomA(A, A).
(b) HomA(A, B)たちは C の合成について閉じている.
Cの合成により部分圏Aは圏となる. また,包含ObA → Ob C と HomA(A, B)→
HomC(A, B) は忠実関手 A → C を定める. これを包含関手という.

2. C の部分圏 A は, 包含関手が充満である, すなわち, 全ての A, B ∈ A に対し
HomA(A, B) = HomC(A, B) であるとき, 充満部分圏（full subcategory）と
いう.

例 2.47. (set), (Setinj). 忘却関手について注意?

定義 2.48 (Comma category). F : I → C と G : J → C を関手とする. comma category
(F ↓ G) を以下のように定義する:

(F ↓ G)の対象は i ∈ Ob I, j ∈ Ob J , f : F (i)→ G(j) ∈ C からなる三組 (i, j, f).
(F ↓ G)における射 (i, j, f) → (i′, j′, g) は, 射 u : i → i′ ∈ I と v : j → j′ ∈ J のペア

(u, v)で, 次の図式が可換となるもの:

F (i)
F (u) //

f

��

F (i′)

g

��
G(j)

G(v)
// G(j′).

射の合成は自然に定まるもの.
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Gが identity 1C : C のとき, (F ↓ 1C)を (F ↓ C)と書く.
(F ↓ C)の対象は i ∈ Ob I, A ∈ C, f : F (i)→ A ∈ C からなる三組 (i, A, f).
(F ↓ C)における射 (i, A, f)→ (j, B, g) は, 射 u : i→ j ∈ I と h : A→ B ∈ C のペア

(u, h)で, 次の図式が可換となるもの:

F (i)
F (u) //

f

��

F (j)

g

��
A

h
// B.

いくつかよく使われる例を挙げよう.
1 を一点集合とする.
圏 C の対象 C ∈ C に対し, ∆C : 1 → C を C に値をとる定値関手とする. このとき,

comma category (∆C ↓ 1C) は category of objects under C とよばれ, (C ↓ C)または
C/C と書かれる. （本質的には）C/C の対象は, 射 f : C → D ∈ C で, C/C の射は, C の
射で次が可換になるもの:

C
f

��

f ′

  
D // D′.

同様に, comma category (1C ↓ ∆C) は category of objects over C とよばれ, (C ↓ C)ま
たは C/C と書かれる.
もう少し一般的に, 関手 F : I → C に対し, comma category (∆C ↓ F ) は, (C ↓ F )あ

るいは C/F と書かれる. C/F の対象は, i ∈ I と射 f : C → F (i)のペア (i, f)で, (i, f)
から (j, g)への射は u : i→ j ∈ I で次が可換になるもの:

C
f

}}

g

!!
F (i)

F (u)
// F (j).

関手 F : I → (Set) と ∆1 : 1→ (Set) に対し, comma category (∆1 ↓ F ) を (1 ↓ F )
と書く. 写像 1→ F (i)を定めることと, F (i)の元を一つとることは同じなので, (1 ↓ F )
の対象は I の対象 iと x ∈ F (i)のペア (x, i)と考えてよい. (x, i) から (x′, i′) への射は,
射 u : i→ i′ ∈ I で, F (u)(x) = x′ となるもの.

補題 2.49. F : I → C, G : C → D を関手とする:

I
F //C G //D
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Gは関手 (F ↓ C)→ (GF ↓ D)を定める.
混乱のおそれがなければ, この関手を同じ Gで表す.

Proof. (i, A, f) ∈ (F ↓ C), F (i) f−→ A ∈ C, に対し (i, G(A), G(f)), GF (i) G(f)−−−→ G(A) ∈
D を, 射 (u, h) : (i, A, f)→ (j, B, g)

F (i)
F (u) //

f

��

F (j)

g

��
A

h
// B

に対し, (u, G(h))

GF (i)
GF (u) //

G(f)
��

GF (j)

G(g)
��

G(A)
G(h)

// G(B)

を対応させる.

補題 2.50. F : C → D を関手とする.
D が始対象 ∅ を持てば, (∅ ↓ F ) ∼= C である.
D が終対象 1D を持てば, (F ↓ 1D) ∼= C である.

Proof. あきらかに射影 (∅ ↓ F )→ C と (F ↓ 1D)→ C は同型射である.

定義 2.51 (Functor category). C, D を圏とする.

1. C から D への関手全体を対象とし, 自然変換を射とする圏を functor category
といい, [C,D]で表す.
一般に Hom[C,D](F, G) = Nat(F, G)は集合ではなく, [C,D]は局所小圏ではない.
C が小圏であれば, Hom[C,D](F, G) = Nat(F, G)は集合となり, [C,D]は局所小圏
である.

2. bifunctor ev : [C,D] × C → D を以下のように定める. F ∈ [C,D] と A ∈ C に
対し, ev(F, A) := F (A). 自然変換 α : F → G と射 f : A → B ∈ C に対し,
ev(α, f) := αBF (f) = G(f)αA : F (A)→ G(B).
これを evaluation functorという.

補題 2.42より, C から D への二つの関手が同型（定義 2.40）であることと, [C,D]の
対象として同型であることは同じことである.
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補題 2.52. F : C × D → E を bifunctor とする.
C の対象 C ∈ C に対し, F を {C} × D に制限することで関手

F C = F (C,−) : D → E

が得られる.
また, C の射 f : C → C ′ ∈ C と, D ∈ D に対し, E の射の族

{F (f, 1D) : F (C, D)→ F (C ′, D)}D∈D

を考えると, これは自然変換 F C → F C′ を与え, 写像

F ∗ : HomC(C, C ′)→ Nat(F C , F C′
)

が得られる.
C ∈ C に F C ∈ [D, C] を対応させ, F ∗ により射の対応を与えることで関手 F ∗ : C →

[D, E ]が得られる.
同様に, D ∈ Dに対し, 関手 FD = F (−, D) : C → E for D ∈ Dが, 射 g : D → D′ ∈ D

と C ∈ C に対し E の射の族 {F (1C , g) : F (C, D) → F (C, D′)}C∈C を対応させることで
写像 F∗ : HomD(D, D′)→ Nat(FD, FD′) が得られ, 関手 F∗ : D → [C, E ] が得られる.

Proof. 条件をチェックすればよい.

系 2.53. [C, [D, E ]] ∼= [C × D, E ].

Proof. チェック!

2.5 表現可能関手と米田の補題
この節では C は局所小圏であるとする.

定義 2.54. C を（局所小）圏とする.

1. bifunctor Hom: C◦ × C → (Set) を以下で定める.
各対象 (A, B) ∈ C◦ × C に対し, 集合 Hom(A, B)を対応させる.
C◦ × C の射 (f, g) : (A, B)→ (A′, B′), すなわち C の射 f : A′ → A と g : B → B′

（f は C◦ における A から A′ への射）に対し,

Hom(f, g)(h) = ghf : A′ f−→ A
h−→ B

g−→ B′
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で定まる写像 Hom(f, g) : Hom(A, B)→ Hom(A′, B′) を対応させる.
この bifunctor を一つめの変数については反変で二つめの変数については共変であ
る “bifunctor” C × C → (Set) と思う.

2. 補題 2.52より, A ∈ C に対し, 二つの関手が得られるが, これらを次の記号で表す:

hA := Hom(A,−) : C → (Set),

hA := Hom(−, A) : C◦ → (Set).

圏 C を明記する必要があるときは, hA を hA
C , hA を hC

A と書く.
g : B → C ∈ C に対し, hA(g) : hA(B) → hA(C) は, hA(g)(u) = gu ∈ hA(C) に
より, hA(g) : hA(C)→ hA(B)は, hA(g)(v) = vg ∈ hA(B)により与えられる.
また, 補題 2.52で定めた写像を次の記号で表す:

h∗ : HomC(A, B)→ Nat(hA, hB),
h∗ : HomC(A, B)→ Nat(hB , hA).

h∗ は, f ∈ HomC(A, B), u ∈ hA(C)に対し

(h∗(f))C(u) = Hom(1C , f)(u) = fu

により与えられる.
h∗ は f ∈ HomC(A, B), v ∈ hB(C)に対し

(h∗(f))C(v) = Hom(f, 1C)(v) = vf

により与えられる.
h∗(f) を hf とか f∗ と, h∗(f) を hf とか f∗ と書くことがある.

3. 補題 2.52より, h(A) = hA により関手 h∗ : C → [C◦, (Set)]が得られる. これを米
田埋め込み関手 (Yoneda embedding functor)という.
また h∗(A) = hA により反変関手 h∗ : C → [C, (Set)]が得られる. これを反変米田
埋め込み関手 (contravariant Yoneda embedding functor)という.

定義 2.55 (表現可能関手 (Representable functor)). 関手 F : C → (Set)は, ある A ∈ C
と, 自然同型 F ∼= hA = HomC(A,−)が存在するとき表現可能 (representable)である
という. このとき Aを F の representative object という.

定理 2.56 (米田の補題 (the Yoneda lemma)). F : C → (Set) を関手とし, A ∈ C と
する.
このとき, A と F について自然な全単射

τF,A : Nat(hA, F )
∼=−→ F (A)
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が存在する.

注意 2.57. τF,A が全単射であるから, Nat(hA, F )は集合である.
τ が「自然な」というのは, 族 {τF,A}が二つの関手

Nat(h∗,−) : [C, (Set)]× C ∼= C × [C, (Set)]→ (Set)
ev : [C, (Set)]× C → (Set).

の間の自然変換となるということ.

Proof. 写像 τF,A : Nat(hA, F )→ F (A) を α ∈ Nat(hA, F )に対し

τF,A(α) = αA(1A) ∈ F (A)

と定める. ただし 1A ∈ Hom(A, A) は恒等射.
また, a ∈ F (A) と B ∈ C に対し, 写像

σ(a)B : hA(B) = HomC(A, B)→ F (B)

を f ∈ Hom(A, B) に対し σ(a)B(f) = F (f)(a) により定める. 射 g : B → C ∈ C と
f : A→ B ∈ Hom(A, B) = hA(B) に対し,

F (g)(σ(a)B(f)) = F (g)(F (f)(a)) = F (gf)(a)
= σ(a)C(gf) = σ(a)C(hA(g)(f)),

ゆえ, 次の図式は可換である:

hA(B)
σ(a)B //

hA(g)
��

F (B)

F (g)
��

hA(C)
σ(a)C

// F (C)

すなわち σ(a) : hA → F は自然変換である. これにより写像 σ : F (A) → Nat(hA, F )が
得られる.

σ(τF,A(α))B(f) = F (f)(τF,A(α)) = F (f)αA(1A) = αBhA(f)(1A) = αB(f)

ゆえ σ(τF,A(α)) = α.
一方,

τF,A(σ(a)) = σ(a)A(1A) = F (1A)(a) = 1F (A)(a) = a
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であるから, τF,A は全単射.
定義 2.54で見たように, 射 f : A→ B ∈ Cに対し, g ∈ hB(C)を hf

C(g) = gf ∈ hA(C)
に写すことにより, 自然変換

hf = Hom(f, 1) : hB = Hom(B,−)→ Hom(A,−) = hA

が得られ, 射 f : A→ B ∈ C と, 関手 F, G : C → (Set) の間の自然変換 ρ : F → G に対
し, 合成

Nat(hf , ρ)(α) = ραhf : hB → hA → F → G.

により写像
Nat(hf , ρ) : Nat(hA, F )→ Nat(hB , G)

が定まる. τF,A が自然, すなわち次の図式が可換であることを示そう:

Nat(hA, F )
τF,A //

Nat(hf ,ρ)
��

F (A)

ev(ρ,f)
��

Nat(hB , G)
τG,B

// G(B),

ただし, ev(ρ, f) = ρBF (f) = G(f)ρA は定義 2.51で定義した evaluation functor.
この図式は次のように二つに分割できる:

Nat(hA, F )
τF,A //

Nat(hf ,1)
��

F (A)

F (f)
��

Nat(hB , F )
τF,B //

Nat(1,ρ)
��

F (B)

ρB

��
Nat(hB , G)

τG,B

// G(B).

α ∈ Nat(hA, F ) に対し, 定義および α の自然性 (αBhA(f) = F (f)αA)から

τF,B Nat(hf , 1)(α) = τF,B(αhf ) = (αhf )B(1B) = αBhf
B(1B) = αB(f)

= αBhA(f)(1A) = F (f)αA(1A) = F (f)τF,A(α)

となる. すなわち,
τF,B Nat(hf , 1) = F (f)τF,A

ゆえ, 上の四角形は可換.
一方, β ∈ Nat(hB , F )に対し,

ρBτF,B(β) = ρB(βB(1B)) = (ρβ)B(1B) = τG,B(ρβ) = τG,B(Nat(1, ρ)(β))

ゆえ, 下の四角形も可換.
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この定理を C◦ に適用すると次を得る:

定理 2.56◦. F : C◦ → (Set) を関手とし, A ∈ C とする.
このとき, 自然な全単射

τF,A : Nat(hA, F )
∼=−→ F (A)

が存在する.

系 2.58. 米田埋め込み関手

h∗ : C → [C◦, (Set)]
h∗ : C → [C, (Set)]

は充満かつ忠実である.

Proof. h∗ の方のみ示す.
定義 2.54 の写像

h∗ : Hom(A, B)→ Nat(hA, hB),

が全単射であることを示せばよい.
定理 2.56◦ より, 自然な全単射

τ : Nat(hA, hB)
∼=−→ hB(A) = Hom(A, B)

が存在するが, 定理 2.56の証明でみたように, τ の逆写像は

(τ−1(f))C(u) = hB(u)(f) = fu = (h∗(f))C(u)

により与えられる. すなわち, τ−1 = h∗ である. よって h∗ は全単射.

h∗ が充満かつ忠実であるということは, 任意の自然変換 α : hA → hB に対し, 射
f : A→ B ∈ C で, 任意の u ∈ hA(C) = HomC(C, A)に対し

αC(u) = (hf )C(u) = fu

をみたすもの, がただ一つ存在するということである.
また, h∗ が充満かつ忠実であるということは, 任意の自然変換 β : hB → hA に対し, 射

f : A→ B ∈ C で, 任意の v ∈ hB(C) = HomC(B, C)に対し

βC(v) = (hf )C(v) = vf

をみたすもの, がただ一つ存在するということである.
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注意 2.59. 定義より, f : A → B が単射であることと, すべての C ∈ C に対し
Hom(1C , f) : Hom(C, A) → Hom(C, B) が単射であることは同値で, f : A → B が
全射であることと, すべての C ∈ C に対し Hom(f, 1C) : Hom(B, C) → Hom(A, C) が
単射であることは同値である.

系 2.60. f : A→ B ∈ C とする.

1. 次は同値.
（a）f は同型.
（b）h∗(f)は同型.
（c）h∗(f)は同型.

2. 次は同値.
（a）f は単射.
（b）すべての C ∈ C に対し (h∗(f))C : hA(C)→ hB(C)は単射.
（c）h∗(f) : hA → hB は単射.

3. 次は同値. 本当か?
（a）f は全射.
（b）すべての C ∈ C に対し (h∗(f))C : hB(C)→ hA(C)は単射.
（c）h∗(f) : hB → hA は単射.

Proof. 1. 補題 2.38より, 関手は同型射を保ち, 充満忠実関手は同型射を反射する.
2. (a) ⇔ (b) は定義よりあきらか.
実際, f が単射であるということは, 任意の C ∈ C と, 任意の g, h ∈ Hom(C, A) =
hA(C)に対し, 「fg = fhならば g = h」, つまり, 「(h∗(f))C(g) = (h∗(f))C(h)
ならば, g = h」ということ, つまり (h∗(f))C が単射だということ.
(b)⇒ (c).
F : Co → (Set), α, β : F → hA, h∗(f) ◦ α = h∗(f) ◦ β とする.
C ∈ C に対し,

(h∗(f))C ◦ αC = (h∗(f))C ◦ βC

F (C)
αC //
βC

// hA(C)
(h∗(f))C// hB(C)

であるから, (b)より, αC = βC . よって α = β.
補題 2.38より, 忠実関手は単射を反射するので, (c)⇒(a)が成り立つ.

3. 双対. 一応示しておく.
(a) ⇔ (b) は定義よりあきらか.
実際, f が全射であるということは, 任意の C ∈ C と, 任意の g, h ∈ Hom(B, C) =



2.5 表現可能関手と米田の補題 23

hB(C)に対し, 「gf = hf ならば g = h」, つまり, 「(h∗(f))C(g) = (h∗(f))C(h)
ならば, g = h」ということ, つまり (h∗(f))C が単射だということ.
(b)⇒ (c).
F : C → (Set), α, β : F → hB , h∗(f) ◦ α = h∗(f) ◦ β とする.
C ∈ C に対し,

(h∗(f))C ◦ αC = (h∗(f))C ◦ βC

F (C)
αC //
βC

// hB(C)
(h∗(f))C// hA(C)

であるから, (b)より, αC = βC . よって α = β.
(c)⇒(a)
h∗ は反変関手であるから, 共変関手 h∗ : Co → [C, (Set)] とみなせる. h∗ は忠実
で, 補題 2.38より, 忠実関手は単射を反射するので, h∗(f) : hB → hA が単射であ
れば, f : B → A ∈ Co は単射, つまり, f : A→ B ∈ C は全射.

系 2.61. 表現可能関手（定義 2.55）の representative object は同型を除いて一意的.

Proof. A と B が 表現可能関手 F の representative ojbect であるとすると, hA と hB

は同型である: hA ∼= F ∼= hB . α : hA → hB を自然同型とする.
h∗ は充満なので, 射 f : B → Aで, h∗(f) = αとなるものが存在する.
h∗ は同型射を反射するので, f : B → Aは同型射, ゆえ A ∼= B.
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第 3章

Limits and colimits

3.1 直積と直和
定義 3.1 (直積). C を圏とし, A1, A2 ∈ C とする. C における図式

A1 P
p1oo p2 // A2 (3.1)

は次の条件をみたすとき, A1 と A2 の直積図式という.

• C の任意の射 f1 : X → A1, f2 : X → A2 に対し, 射 f : X → P で, f1 = p1f ,
f2 = p2f をみたすものがただ一つ存在する.

X
f2

  

f1

~~
f

��
A1 P

p2
//

p1
oo A2

図式 (3.1)が直積図式であるとき, 三組 (P, p1, p2)を A1 と A2 の直積とよぶ.
しばしば, p1, p2 を省略して, P を A1 と A2 の直積とよぶ. また, P を A1 ×A2 と書く
ことがある.

命題 3.2. 直積は, 存在すれば, 同型を除いて一意的である. すなわち,

A1 P
p1oo p2 // A2

A1 Q
q1

oo
q2

// A2

がどちらも 直積図式であれば, 射 p : P → Qで, p1 = q1p, p2 = q2pをみたすものがただ



26 第 3章 Limits and colimits

ひとつ存在し, さらに p : P → Qは同型射である:

P
p1

~~

p2

  
∃p ∼=

��

A1 A2

Q

q1

``

q2

>>

Proof. Qが直積であるから 射 p : P → Qで, p1 = q1p, p2 = q2pをみたすものがただひ
とつ存在する. また, P が直積であるから 射 q : Q→ P で, q1 = p1q, q2 = p2q をみたす
ものがただひとつ存在する:

P
p1

~~

p2

  
p

��
A1 Q

q1
oo q2 //

q

��

A2

P

p1

``

p2

>>

合成 qp : P → P を考えると

p1(qp) = (p1q)p = q1p = p1

p2(qp) = (p2q)p = q2p = p2

をみたす. また明らかに恒等射 1P : P → P も p11P = p1, p21P = p2 をみたす.

P
p1

~~

p2

  
qp 1P

��

A1 A2

P

p1

``

p2

>>

よって一意性から qp = 1P . 同様に pq = 1Q がわかり, p : P → Qは同型射である.

双対的に直和を定義する. すなわち C◦ における直積を C における直和という.

定義 3.1◦(直和). C を圏とし, A1, A2 ∈ C とする. C における図式

A1
i1 // C A2

i2oo (3.2)

は次の条件をみたすとき, A1 と A2 の直和図式という.
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• C の任意の射 f1 : A1 → X, f2 : A2 → X に対し, 射 f : C → X で, f1 = fi1,
f2 = fi2 をみたすものがただ一つ存在する.

X

A1
i1

//

f1

>>

C

f

OO

A2
i2

oo

f2

``

図式 (3.2)が直和図式であるとき, 三組 (C, i1, i2)を A1 と A2 の直和とよぶ.
しばしば,i1, i2 を省略して, C を A1 と A2 の直和とよぶ. また, C を A1

⨿
A2 と書く

ことがある.

命題 3.2◦. 直和は, 存在すれば, 同型を除いて一意的である.

例 3.3. 順序集合 P を圏と思ったとき, p, q ∈ P に対し, p と q の直積は p ∧ q, 直和は
p ∨ q である.

3.2 Pullback と Pushout
定義 3.4 (Pullback). C を圏とし, f : A1 → B, g : A2 → B を C の射とする. C における
図式

C
f ′

//

g′

��

A2

g

��
A1

f
// B

(3.3)

は次の条件をみたすとき pullback 図式とよばれる.

1. 図式は可換である, すなわち, fg′ = gf ′.
2. C の射 h1 : X → A1, h2 : X → A2 が fh1 = gh2 をみたせば, 射 h : X → C で,

h1 = g′h, h2 = f ′hをみたすものがただ一つ存在する.

X
h2

$$

h1

��

h   
C

f ′
//

g′

��

A2

g

��
A1

f
// B.



28 第 3章 Limits and colimits

図式 (3.3)が pullback 図式であるとき, 三組 (C, g′, f ′)を f と g の pullback とよぶ.
しばしば, g′, f ′ を省略して, C を f と g の pullback とよぶ. また, C を A1 ×B A2 と
書くことがある. 図式 (3.3)が pullback 図式であることを右下にマークをつけて

C
f ′

//

g′

��

A2

g

��
A1

f
// B

と書くことがある.

直積, 直和と同様に, pullback の一意性がわかる.

命題 3.5. pullback は, 存在すれば, 同型を除いて一意的である. すなわち,

C
f ′

//

g′

��

A2

g

��

D
f ′′

//

g′′

��

A2

g

��
A1

f
// B A1

f
// B

がどちらも pullback 図式であれば, 射 h : C → D で, g′ = g′′h, f ′ = f ′′hをみたすもの
がただひとつ存在し, さらに h : C

∼=→ D は同型射である.

Proof. D が pullback だから, このような射 h がただひとつ存在する. 同様に C が
pullback だから射 k : D → C で g′′ = g′k, f ′′ = f ′k をみたすものがただひとつ存在
する.

D
f ′′

##

g′′

��

k   

C
f ′

$$

g′

��

h   
C

f ′
//

g′

��

A2

g

��

D
f ′′

//

g′′

��

A2

g

��
A1

f
// B A1

f
// B

射 hk : D → D を考えると, g′′hk = g′k = g′′, f ′′hk = f ′k = f ′′ をみたす. また明かに
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射 1D : D → D も g′′1D = g′′, f ′′1D = f ′′ をみたす.

D
f ′′

# #

g′′

��

hk

1D

  
D

f ′′
//

g′′

��

A2

g

��
A1

f
// B.

よって一意性から hk = 1D. 同様にして kh = 1C となり, h : C → D は同型射であ
る.

双対的に (すなわち, 射の向きをすべて逆にすることで) pushout が定義される. つま
り, C◦ における pullbackを C における pushout という.

定義 3.4◦(Pushout). C を圏とし, f : B → A1, g : B → A2 を C の射とする. C における
図式

B
g //

f

��

A2

f ′

��
A1

g′
// C

(3.4)

は次の条件をみたすとき pushout 図式とよばれる.

1. 図式は可換である, すなわち, f ′g = g′f .
2. C の射 h1 : A1 → X, h2 : A2 → X が h1f = h2g をみたせば, 射 h : C → X で,

h1 = hg′, h2 = hf ′ をみたすものがただ一つ存在する.

B
g //

f

��

A2

f ′

�� h2

��

A1
g′

//

h1 ,,

C

h   
X

図式 (3.4)が pushout 図式であるとき, 三組 (C, g′, f ′)を f と g の pushout とよぶ.
しばしば, g′, f ′ を省略して, C を f と g の pushout とよぶ. また, C を A1 ⨿B A2 と
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書くことがある. 図式 (3.4) が pushout 図式であることを左上にマークをつけて

B
g //

f

��

A2

f ′

��
A1

g′
// C

と書くことがある.

命題 3.5◦. pushout は, 存在すれば, 同型を除いて一意的である.

3.3 Equalizer と Coequalizer
定義 3.6 (Equalizer). C を圏とし, f, g : A→ B を C の射とする. C における図式

K
k // A

f //
g

// B (3.5)

は次の条件をみたすとき equalizer 図式とよばれる.

1. fk = gk.
2. C の射 h : C → Aが fh = ghをみたせば, 射 l : C → K で, h = kl をみたすもの
がただ一つ存在する:

K
k // A

f //
g

// B

C

l

OO

h

>>

図式 (3.5)が equalizer図式であるとき, 組 (K, k)を f と gの equalizerとよび, Ker(f, g)
と書く（ことがある）.
しばしば, k を省略して, K を f と g の equalizer とよび, K = Ker(f, g)と書く.

命題 3.7. equalizer は, 存在すれば, 同型を除いて一意的である.

命題 3.8. (K, k)が equalizer であれば, k は単射である.

Proof.

K
k // A

f //
g

// B

を equalizer 図式とする. fk = gk である.
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l, m : C → K を C の射で, kl = km をみたすものとする. h := kl = km とおくと,
fh = fkl = gkl = gh. よって, 射 C → K で, kと合成すると hとなるものがただ一つ存
在するが, kl = h = kmであるから, 一意性より l = m. よって k は単射.

K
k // A

f //
g

// B

C

l m

OO

h

>>

定義 3.6◦(Coequalizer). C を圏とし, f, g : A→ B を C の射とする. C における図式

A
f //
g

// B
q // Q (3.6)

は次の条件をみたすとき coequalizer 図式とよばれる.

1. qf = qg.
2. C の射 h : B → C が hf = hg をみたせば, 射 l : Q → C で, h = lq をみたすもの
がただ一つ存在する:

A
f //
g

// B
q //

h ��

Q

l

��
C

図式 (3.6) が coequalizer 図式であるとき, 組 (Q, q) を f と g の coequalizer とよび,
Coker(f, g)と書く（ことがある）.
しばしば, q を省略して, Qを f と g の coequalizer とよび, Q = Coker(f, g)と書く.

命題 3.7◦. coequalizer は, 存在すれば, 同型を除いて一意的である.

命題 3.8◦. (Q, q)が coequalizer であれば, q は全射である.

3.4 cone と cocone
ここまでに挙げたもの（直積, pullback, equalizer, 直和, pushout, coequalizer）はす

べて同じパターンをしている. これらの条件の 1と, 2の仮定の部分
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X
f2

  

f1

~~
A1 A2

X
h2

  

h1

~~
fh1=gh2

��
A1

f
// B A2g

oo

C
fh=gh

��

h

��
A

f //
g

// B

A1

f1   

A2

f2~~
X

A1

h1   

B
g

//
f

oo

h1f=h2g

��

A2

h2~~
X

A
f //
g

//

hf=hg ��

B

h��
C

を一般化したものを考える.

定義 3.9. I, C を圏とする.
A ∈ C に対し, Aにおける定値関手を∆A : I → C と書く.
f : A→ B ∈ C に対し, 自然変換 ∆f : ∆A → ∆B を, ∆f,i = f により定める.
I が小圏であるとき, ∆(A) = ∆A, ∆(f) = ∆f により定まる関手を ∆: C → [I, C] と
書く.

定義 3.10. I, C を圏, F : I → C を関手とする.

1. ∆A から F への自然変換 α : ∆A → F を, A を頂点とする F の cone といい,
(A, α)であらわす.
すなわち, cone とは, C の射の族 α = {αi : A→ F (i)}i∈I であって, 任意の i, j ∈ I

と任意の u : i→ j ∈ I に対し, αj = F (u)αi をみたすもの:

A

αi

��

αj

��
F (i)

F (u)
// F (j).

2. F から ∆A への自然変換 α : F → ∆A を, Aを頂点とする F の cocone あるいは
F の下の cone といい, (A, α)であらわす.
すなわち, cocone とは, C の射の族 α = {αi : F (i) → A}i∈I であって, 任意の
i, j ∈ I と任意の u : i→ j ∈ I に対し, αj = αiF (u)をみたすもの:

F (i)
F (u) //

αi
��

F (j)

αj
��

A

I を小圏, C を圏とする.
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関手∆: C → [I, C]に対し, comma category (∆ ↓ [I, C]) は, I から C への関手の cone
たちの圏である:

(∆ ↓ [I, C])の対象は, A ∈ C, 関手 F : I → C, 自然変換 α : ∆A → F の三組 (A, α, F ),
つまり関手とその上の cone である.
また, (A, α, F ), (B, β, G) ∈ (∆ ↓ [I, C]) に対し, (A, α, F ) から (B, β, G) への射は,

f : A→ B ∈ C と自然変換 τ : F → Gの組 (f, τ)で, 次の図式が可換となるもの:

∆A

∆f //

α

��

∆B

β

��
F

τ
// G

同様に, comma category ([I, C] ↓ ∆) は, I から C への関手の cocone たちの圏である
I を小圏, C を圏, F : I → C を関手とする.
∆: C → [I, C]と F ∈ [I, C]に対し, comma category (∆ ↓ F )を考える. (∆ ↓ F )の対

象は, A ∈ C と射（自然変換）α : ∆A → F ∈ [I, C]のペア (A, α), すなわち, F の cone
であり, (∆ ↓ F )の射 (A, α)→ (B, β)は, C の射 f : A→ B で, α = β∆f となるもので
ある:

∆A

∆f / /

α
  

∆B

β~~
F

同様に, comma category (F ↓ ∆)は F の cocone の圏である.

3.5 極限と余極限
定義 3.11 (Limit). I, C を圏, F : I → C を関手とする.

F の cone (L, τ)は, 次の条件をみたすとき F の極限 (limit), あるいは逆極限 (inverse
limit), あるいは射影極限 (projective limit) といい

(L, τ) = lim←−
I

F, lim←−F, Lim F

等と表す.

• 任意の cone α : ∆A → F に対し, 射 f : A→ Lで, α = τ∆f をみたすものがただ
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一つ存在する:

∆A

∆f //

α
  

∆L

τ
~~

F

(L, τ)が F の極限であるとき, L を F の limit object といい, しばしば

L = lim←−
I

F, lim←−F, Lim F

等と書く. また, τ あるいは (L, τ)を F の limitting cone ということがある.
言い換えると, F の極限とは, C の対象 L ∈ C と C の射の族 τ = {τi : L→ F (i)}i∈I の
組 (L, τ)であって次の条件をみたすもの:

1. 任意の i, j ∈ I と任意の u : i→ j ∈ I に対し, τj = F (u)τi.
2. C の射の族 {αi : A → F (i)}i∈I が, 任意の i, j ∈ I と任意の u : i → j ∈ I に対し

αj = F (u)αi をみたせば, 射 f : A → Lで任意の i ∈ I に対し αi = τif をみたす
ものが, ただ一つ存在する:

A
f //

αi

� �
αj

##

L

τi

{{
τj

��
F (i)

F (u)
// F (j).

I が小圏の場合, 極限を以下の様に見ることができる.
まず, 極限の定義よりあきらかに次が成り立つ.

命題 3.12. F の極限は (∆ ↓ F )の終対象である.

問 3.13. これを確かめよ.

系 3.14. Limit object は, 存在すれば, 同型を除いて一意的.

また, limit object を representative object と見ることもできる.

命題 3.15. I を小圏, C を圏, F : I → C を関手とする.
A ∈ C に対し, Aを頂点とする cone 全体のなす集合（I が小圏なので集合になる）を
対応させることで得られる反変関手

CNat(∆−, F ) : // (Set)

A
� // Nat(∆A, F )



3.5 極限と余極限 35

を limit 関手という.
(L, τ) が F の極限であることと, limit 関手が表現可能で, L がその representative

object, すなわち, ある L ∈ C が存在し,

Nat(∆−, F ) ∼= HomC(−, L)

となり, また, τ が 1L ∈ HomC(L, L)に対応する cone τ : ∆L → F であることは同値で
ある.

問 3.16. これを確かめよ.

双対的に余極限 (colimit) を定義する.

定義 3.11◦(Colimit). I, C を圏, F : I → C を関手とする.
F の cocone (C, σ) は, 次の条件をみたすとき F の余極限 (colimit), あるいは順極限

(direct limit), あるいは入射極限 (injective limit) といい

(C, σ) = lim−→
I

F, lim−→F, Colim F

等と表す.

• 任意の cocone α : F → ∆A に対し, 射 f : C → Aで, α = ∆f σ をみたすものがた
だ一つ存在する:

∆A ∆C

∆foo

F

α

``

σ

>>

(C, σ)が F の余極限であるとき, C を F の colimit object といい, しばしば

C = lim−→
I

F, lim−→F, Colim F

等と書く. また, σ あるいは (C, σ)を F の colimitting cocone ということがある.
言い換えると, F の余極限とは, C の対象 C ∈ C と C の射の族 σ = {σi : F (i)→ C}i∈I

の組 (C, σ)であって次の条件をみたすもの:

1. 任意の i, j ∈ I と任意の u : i→ j ∈ I に対し, σi = σjF (u).
2. C の射の族 {αi : F (i) → A}i∈I が, 任意の i, j ∈ I と任意の u : i → j ∈ I に対し

αi = αjF (u)をみたせば, 射 f : C → Aで任意の i ∈ I に対し αi = fσi をみたす
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ものが, ただ一つ存在する:

A C
foo

F (i)

αi

OO
σi

;;

F (u)
// F (j).

αj

cc

σj

OO

命題 3.12◦. I を小圏, C を圏, F : I → C を関手とする.
F の余極限は (F ↓ ∆)の始対象である.

系 3.14◦. Colimit object は, 存在すれば, 同型を除いて一意的.

命題 3.15◦. I を小圏, C を圏, F : I → C を関手とする.
A ∈ C に対し, A を頂点とする cocone 全体のなす集合を対応させることで得られる
関手

CNat(F, ∆−) : // (Set)

A � // Nat(F, ∆A)

を colimit 関手という.
(C, σ)が F の余極限であることと, colimit 関手が表現可能で, C がその representative

object, すなわち,
Nat(F, ∆−) ∼= HomC(C,−)

となり, また, σ が 1C ∈ HomC(C, C)に対応する cocone σ : F → ∆C であることは同値
である.

極限, 余極限の定義からあきらかであるが, 次の事実は有用である.

命題 3.17. I, C を圏, F : I → C を関手, (L, τ)を F の極限とする.
射 f, g : A→ L ∈ C が, 任意の i ∈ I に対し τif = τig をみたせば, f = g である. つま
り, Lへの射が等しいかどうかは, 各 τi との合成をみれば分かる.

命題 3.17◦. I, C を圏, F : I → C を関手, (C, σ)を F の余極限とする.
射 f, g : C → A ∈ C が, 任意の i ∈ I に対し fσi = gσi をみたせば, f = g である. つ
まり, C からの射が等しいかどうかは, 各 σi との合成をみれば分かる.

極限や余極限の特別な場合をいくつか挙げよう.

定義 3.18 (直積, product). この節の最初に二つの対象の直積を定義した（定義 3.1）.
より一般に, 集合で添字づけられた対象の族の直積が定義できる.
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集合 I を離散圏とみなす（例-定義 2.6.1 ）. I の射は恒等射だけなので, I から圏 C へ
の関手を与えることと, I の各元に C の対象を対応させること、つまり I で添字付けられ
た C の対象の族 {Ai}i∈I を与えることは同じことである. この関手の極限を, 族 {Ai}i∈I

の直積 (product) という.
すなわち, 族 {Ai}i∈I の直積とは, C の対象 P ∈ C と, C の射の族 p = {pi : P → Ai}i∈I

の組 (P, p)であって次の条件をみたすもの.

• C の任意の射の族 {fi : X → Ai}i∈I に対し, 射 f : X → P で, 任意の i ∈ I に対し
fi = pif をみたすものが, ただ一つ存在する.

X
f //

fi   

P

pi

��
Ai

注意. I には恒等射しかないので, 「任意の u : i → j ∈ I に対し τj = F (u)τi」, 「任意
の i, j ∈ I と任意の u : i → j ∈ I に対し αi = αjF (u)」に相当する条件は自動的にみた
される.

普通, 直積の limit object（上述の P）を∏
Ai 等と表す. また, 射 pi :

∏
Ai → Ai を

標準的射影という.
しばしば,（射影を省略して）∏

Ai を, 族 {Ai}i∈I の直積という.

注意. 直積は, 存在すれば, 「同型を除いて」一意に定まるが, 一意に定まるわけではな
い. 「∏

Ai ∈ C が族 {Ai}i∈I の直積である」というときは, 直積の条件をみたす対象∏
Ai ∈ C を一つ選んで固定するということになる.

I = {1, 2}のとき, 定義 3.1の直積 A1×A2 は, 族 {Ai}i∈{1,2} の（ここで定義した）直
積である.

I = ∅のときの直積は終対象である.

定義 3.18◦(Coproduct). {Ai}i∈I を, 集合 I で添字付けられた C の対象の族とする. こ
れを, 離散圏 I からの関手と見たときの余極限を, この族の直和 (coproduct) という.
すなわち, 族 {Ai}i∈I の直和とは, C の対象 C ∈ C と, C の射の族 ι = {ιi : Ai → C}i∈I

の組 (C, ι)であって次の条件をみたすもの.

• C の任意の射の族 {fi : Ai → X}i∈I に対し, 射 f : C → X で, 任意の i ∈ I に対し
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fi = fιi をみたすものが, ただ一つ存在する.

X C
foo

Ai

ιi

OO

fi

``

普通, 直和の colimit object を ⨿
Ai 等と表す.

I = {1, 2}のとき, 定義 3.1◦ の A1
⨿

A2 は, 族 {Ai}i∈{1,2} の（ここで定義した）直積
である.

I = ∅のときの直和は始対象である.

例 3.19 (Pullback). 図 • → • ← • で表される圏（対象が３つ, 恒等射以外の射は図の矢
印）を考える.
この圏から圏 C への関手を定めることは, C の射 f : A → C, g : B → C を定めること
に他ならない.
この関手の極限は, f と g の pullback （定義 3.4）である.

例 3.19◦(Pushout). 双対的に, 圏 • ← • → • から圏 C への関手とは, C の射のペア
f : C → A, g : C → B に他ならず,
この関手の余極限は, f と g の pushout （定義 3.4◦）である.

例 3.20 (Equalizer). 図 • ////• で表される圏から圏 C への関手を与えることは, C の
射のペア f, g : A→ B を与えることに他ならない.
この関手の極限は f と g の equalizer （定義 3.6）である.

例 3.20◦(Coequalizer). 双対的に, 図 • ////• で表される圏から圏 C への関手の余極限
は f と g の coequalizer （定義 3.6◦）である.

注意 3.21. • ////• の双対圏は • •oooo であるが, あきらかにこれは • ////• と圏と
して同型で, • ////• からの関手を考えることと • •oooo からの関手を考えることは,
本質的に同じことである.

例 3.22. 集合の圏 (Set) では,

1. 直積はデカルト積.
2. 直和は非交和 (disjoint union).
3. 写像 f, g : A → B の equalizer は, 集合 K = {a ∈ A | f(a) = g(a)} と包含写像

K → Aで与えられる.
4. 写像 f, g : A→ B の coequalizer は, {(f(a), g(a)) | a ∈ A} ⊂ B × B の生成する
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同値関係による B の商集合への射影により与えられる.
5. 写像 f : A → C と g : B → C の pullback は, ファイバー積 {(a, b) ∈ A ×

B | f(a) = g(b)}.
6. 写像 f : C → A と g : C → B の pushout は融合和 A ⨿C B, すなわち, disjoint

union A⨿B において, 各 c ∈ C に対し f(c)と g(c)を同一視して得られる集合.

例 3.23. アーベル群の圏 (Abel) では,

1. 直積 (Products) は直積 (direct products).
2. 直和 (Coproducts) は直和 (direct sums).
3. 準同型 f, g : A→ B の equalizer は f − g の核.
4. 準同型 f, g : A→ B の coequalizer は f − g の余核, すなわち B/ Im(f − g).

3.6 （余）極限の関手性
極限や余極限は関手性, 自然性を持っている.
自然変換は極限の間の射を誘導する.

3.7 （余）極限の存在
3.8 関手圏における（余）極限
3.9 極限と余極限の交換
3.10 関手と（余）極限

I, C,D を圏, F : C → D と D : I → C を関手とする.
(K, σ) が D の cone (cocone) ならば, (F (K), Fσ) は, 合成 FD : I → D の cone

(cocone)である.

K

σi

��

σi′

""

F (K)

F (σi)
��

F (σi′ )

$$
D(i) // D(i′) FD(i) // FD(i′)

定義 3.24. F が D の limit (colimit)を保つ.
⇔
def
(K, σ)がDの limit (colimit)ならば (F (K), Fσ) は合成 FD : I → Dの limit (colimit)
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である.
つまり, F がDの limit (colimit) を FDの limit (colimit) にうつすということである.

定義 3.25. F が D の limit (colimit) を reflect する.
⇔
def
(K, σ) が D の cone (cocone) で, (F (K), Fσ) が FD の limit (colimit) であるならば,
(K, σ) は D の limit (colimit)である.
つまり, F で, FD の limit (colimit)にうつるならば, D の limit (colimit) であるとい
うこと.

定義 3.26. F が D の limit (colimit)を createする.
⇔
def
(L, τ) が, 合成 FD : I → D の limit (colimit) ならば, D の cone (cocone) (K, σ) で,
F (K) = L, Fσ = τ となるものが唯一つ存在し, さらに (K, σ) が D の limit (colimit)
になっている.
つまり, FDが limit (colimit) を持てば, F でそれにうつるようなDの limit (colimit)
がひとつだけあるということ.

命題 3.27. 1. F が D の limit (colimit) を create するならば, F は D の limit
(colimit)を reflectする.

2. F がDの limit (colimit) を create し, さらに, FD が limit (colimit)を持つなら
ば, F は D の limit (colimit)を保つ.

3. F が D の limit (colimit) を reflectし, さらに, FD が (F (K), Fσ) という形 (た
だし (K, σ) は D の cone (cocone))の形の limit (colimit) を持つならば, F は D

の limit (colimit)を保つ.

Proof. 1. 定義より明らか.
2. F が Dの limit を create し, さらに, FD が limit を持つとする. 定義より, Dの

limit (K, σ)で, (F (K), Fσ) が FD の limit であるようなものが存在する.
(K ′, σ′) を D の limit とすると, limit は同型を除いて一意的であるから, 同型射
f : K → K ′ ∈ C で, 任意の i ∈ I について σi = σ′

if となるようなものが存在する.
このとき F (f) : F (K) → F (K ′) ∈ D は, 同型 (F (K), Fσ) ∼= (F (K ′), Fσ′)を与
える. したがって (F (K ′), Fσ′) は FD の limitである.

3. (2)と同様に示せる.
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Adjoint functors

定義 4.1. L : B → A, R : A → B を関手とする. 全ての A ∈ A, B ∈ B に対し, 自然な
全単射

Φ: A(L(B), A)
∼=−→ B(B, R(A))

が存在するとき, Lは Rの左随伴（left adojoint）であるといい, Rは Lの右随伴（right
adojoint）であるという.
三つ組 (L, R, Φ)を adjunction という.

注意 4.2. Φが自然な全単射であるというのは, Φが自然変換

Bo ×A
A(L(−),−)

++

B(−,R(−))
33�� Φ (Set)

であるということ. すなわち, 任意の f : A→ A′ ∈ Aと, g : B → B′ ∈ B に対し, 次の図
式が可換であるということ;

A(L(B′), A) Φ //

A(L(g),f)
��

B(B′, R(A))

B(g,R(f))
��

A(L(B), A′)
Φ

// B(B, R(A′))

つまり, 任意の h : L(B′)→ A ∈ Aに対し,

R(f) ◦ Φ(h) ◦ g = Φ (f ◦ h ◦ L(g))

が成り立つということ.
f あるいは g として恒等射を考えると, 任意の h : L(B′)→ A ∈ Aに対し,

R(f) ◦ Φ(h) = Φ (f ◦ h) Φ(h) ◦ g = Φ (h ◦ L(g))
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が成り立つ.
逆に, 任意の f, g, hに対しこれらが成り立てば, R(f) ◦ Φ(h) ◦ g = Φ (f ◦ h ◦ L(g))が
成り立つ.

記法 4.3. f : L(B) → Aに対し, Φ(f) : B → R(A)を f の随伴とよび, f̂ 等といった記
号で表すことがある.
また g : B → R(A)に対し, Φ−1(g) : L(B) → Aを g の随伴とよび, ĝ 等といった記号
で表すことがある.
記号ˆをどちらにも使うとややこしいこともあるが, どちらにも使ったりすることもよ
くある.

ˆ以外の記号を使うこともよくある.

注意 4.4. A の射 h : L(B) → A, h′ : L(B′) → A′ および A の射 f : A → A′, B の射
g : B → B′ に対し, Φの自然性より, 次の左側の図式が可換になることと, 右側の図式が
可換になることは同値である:

L(B) h //

L(g)
��

A

f

��

B

g

��

ĥ // R(A)

R(f)
��

L(B′)
h′

// A′ B′
ĥ′

// R(A′)

実際,

Φ(fh) = R(f)Φ(h) = R(f)ĥ

Φ(h′L(g)) = Φ(h′)g = ĥ′g

ゆえ, fh = h′L(g)が成り立つとすると,

R(f)ĥ = Φ(fh) = Φ(h′L(g)) = ĥ′g

となる.
逆に, R(f)ĥ = ĥ′g が成り立てば,

Φ(fh) = R(f)ĥ = ĥ′g = Φ(h′L(g))

となり, Φが全単射なので, fh = h′L(g)となる.
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記法 4.5. Lが Rの左随伴（⇔ Rが Lの右随伴）であることを（Φは明記しないで）

L ⊣ R : A //Boo L ⊣ R : A / /Boo

A
R

//⊥ B
Loo B

L
//⊤ A

Roo

A
R //
⊤ B
L

oo B
L //
⊥ A
R

oo

等と表記することがある.

例 4.6. Aを集合とする.
集合X に対しデカルト積X×Aを,写像 f : X → Y に対し写像 f×id : X×A→ Y ×A

を対応させることで関手 −×A : (Set)→ (Set)がえられる.
集合 X に対し, Aから X への写像全体のなす集合をここでは（Map(A, X)ではなく）

XA と書く. 写像 f : X → Y に対し, 写像 f∗ : XA → Y A を f∗(h) = fhにより定める:

XA //f∗ : Y A

A −→
h

X � // A −→
h

X −→
f

Y

集合 X に対し XA を, 写像 f : X → Y に対し写像 f∗ : XA → Y A を対応させることで
関手 −A : (Set)→ (Set)がえられる.

((Φ(φ)) (x)) (a) = φ(x, a)で与えられる写像

Φ: Map(X ×A, Y )→ Map(X, Y A)

は自然な全単射であった. すなわち (
−×A,−A, Φ

)は随伴である:

(Set)
−×A

//⊤ (Set)
−A

oo

写像 h : X × A→ Y , h′ : X ′ × A→ Y ′, f : X → X ′, g : Y → Y ′ に対し, 次の左側の
図式が可換になることと, 右側の図式が可換になることは同値である:

X ×A
h //

f×id
��

Y

g

��

X

f

��

ĥ // Y X

g∗

��
X ′ ×A

h′
// Y ′ X ′

ĥ′
// Y ′A

問 4.7. 上の Φの自然性を確かめよ.
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例 4.8. P, Qを順序集合, f : P → Q, g : Q→ P を写像とする.
任意の p ∈ P と q ∈ Qに対し,

f(p) ≤ q ⇔ p ≤ g(q)

が成り立つとき, g は f の右随伴 (right adjoint)あるいは upper adjoint であるといい,
f は g の左随伴 (left adjoint)あるいは lower adjoint であるというのであった.
このとき, f, g は順序を保つ.
P, Qを圏とみなすと, 順序を保つ写像は関手に他ならない.
f と g が順序集合の間の写像として随伴であるということと, 圏の間の関手と見たとき
に随伴であるということは同じことである.

補題 4.9. 以下の条件は全て同値である.

1. Lは Rの左随伴.
2. 自然変換 η : 1B → RLで次の条件をみたすものが存在する:
任意の射 g : B → R(A) ∈ B に対し, 射 f : L(B)→ A ∈ Aで g = R(f)ηB をみた
すものが, ただ一つ存在する:

B
g //

ηB
""

R(A) A

RL(B)

R(f)

OO

L(B).

f

OO

3. Rは Lの右随伴.
4. 自然変換 ε : LR→ 1A で次の条件をみたすものが存在する:
任意の射 f : L(B)→ A ∈ Aに対し, 射 g : B → R(A) ∈ B で f = εAL(g)をみた
すものが, ただ一つ存在する:

A L(B)
foo

L(g)
��

B

g

��
LR(A)

εA

bb

R(A).

5. 自然変換 η : 1B → RL, ε : LR→ 1A で次をみたすものが存在する:

(Rε)(ηR) = 1R : R
ηR−−→ (RL)R = R(LR) Rε−−→ R,

(εL)(Lη) = 1L : L
Lη−−→ L(RL) = (LR)L εL−−→ L.
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自然変換 η : 1B → RLをこの adjunction の unit, ε : LR→ 1A を counit という.

注意 4.10. 自然変換

A
R(LR)

''

R

77��Rε B

は, (Rε)A = R(εA) : R(LR(A))→ R(A) によりあたえられるもの.

A
R

''

(RL)R

77�� ηR B

は (ηR)A = ηR(A) : R(A)→ RL(R(A))によりあたえられるもの.

Proof. 自然変換 η, ε, Φ は, いずれか一つを定めれば, 他の二つは, f : L(B) → A

g : B → R(A)に対し,

Φ(f) = R(f)ηB , Φ−1(g) = εAL(g)

により定まる. これらが条件をみたすことを確かめればよい.
もう少しだけ丁寧にみてみよう.
1⇔3は定義である. 1⇔2を示そう.
1⇒2. 仮定より, 自然な全単射

Φ: A(L(B), A)
∼=−→ B(B, R(A))

がある. とくに
Φ: A(L(B), L(B))

∼=−→ B(B, RL(B)).

B ∈ B に対し, ηB := Φ(1L(B)) : B → RL(B) と定める. Φ の自然性から, 任意の
g : B → B′ ∈ B に対し次は可換:

A(L(B), L(B)) Φ //

A(1,L(g))
��

B(B, RL(B))

B(1,RL(g))
��

A(L(B), L(B′)) Φ // B(B, RL(B′))

A(L(B′), L(B′))
Φ

//

A(L(g),1)

OO

B(B′, RL(B′))

B(g,1)

OO



46 第 4章 Adjoint functors

したがって,

RL(g)ηB = B(1, RL(g)) ◦ Φ(1L(B)) = Φ ◦ A(1, L(g))(1L(B))
= Φ(L(g))
= Φ ◦ A(L(g), 1)(1L(B′)) = B(g, 1) ◦ Φ(1L(B′))
= ηB′g

1L(B) ∈
_ ��

_

��

A(L(B), L(B)) Φ //

A(1,L(g))

��

B(B, RL(B))

B(1,RL(g))

��

ηB∋ _

��
RL(g)ηB

∋
L(g) ∈ A(L(B), L(B′)) Φ // B(B, RL(B′))

ηB′g

∋

1L(B) ∈_ OO

_

OO

A(L(B′), L(B′))
Φ

//

A(L(g),1)

OO

B(B′, RL(B′))

B(g,1)

OO

ηB′∋
_

OO

つまり次は可換:
B

ηB //

f

��

RL(B)

RL(f)
��

B′
ηB′

// RL(B′)

したがって η : 1B → RLは自然変換.
射 f : L(B)→ A ∈ Aに対し, 次の図式

A(L(B), L(B)) Φ //

A(1,f)
��

B(B, RL(B))

B(1,R(f))
��

A(L(B), A)
Φ

// B(B, R(A))

は可換であるから, Φ(f) = R(f)ηB である.
Φ は全単射なので, 任意の射 g : B → R(A) に対し, g = Φ(f), すなわち g = R(f)ηB

となる射 f : L(B)→ Aがただ一つ存在する.
2⇒1. 写像 Φ: A(L(B), A)→ B(B, R(A))を Φ(f) = R(f)ηB により定めると, 上と同
様な議論で Φが自然な全単射であることが分かる.
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双対性により, あるいは全く同様な議論で, 3⇔4 が成り立つ. よって 1～4 は同値で
ある.

1⇒5. 1が成り立つとき,

ηB = Φ(1L(B)), εA = Φ−1(1R(A))

と定めると, η : 1B → RL, ε : RL→ 1A は自然変換であり, f : L(B)→ A g : B → R(A)
に対し,

Φ(f) = R(f)ηB , Φ−1(g) = εAL(g)

が成り立つ.
合成

R(A)
ηRA // RL(RA) = R(LRA)

R(εA) // R(A)

を考える. εA : LR(A)→ Aに対し Φ(εA)を考えると

R(εA)ηR(A) = Φ (εA)
= Φ

(
Φ−1(1R(A))

)
= 1R(A)

ゆえ

(Rε)(ηR) = 1R

同様に

εL(B)L(ηB) = Φ−1(ηB)
= Φ−1 (

Φ(1L(B))
)

= 1L(B)

ゆえ

(εL)(Lη) = 1L

5⇒1. 5が成り立つとき, 写像

Φ: A(L(B), A)→ B(B, R(A)), Ψ: B(B, R(A))→ A(L(B), A)
を

Φ(f) = R(f)ηB , Ψ(g) = εAL(g)

と定めれば, Φ, Ψは自然で

ΨΦ(f) = Ψ (R(f)ηB)
= εAL(R(f)ηB)
= εAL(R(f))L(ηB)
= fεL(B)L(ηB)
= f1L(B) = f
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ただし, 2行目から 3行目は Lの関手性を, 3行目から 4行目は εの自然性

LR(L(B))

LR(f)
��

εL(B) // L(B)

f

��
LR(A)

εA

// A

を用いた.
全く同様に ΨΦ = idが分かり, Φ, Ψは全単射である.

例 4.11. 随伴

(Set)
−×A

//⊤ (Set)
−A

oo

の unit
ηX : X → (X ×A)A

は ηX(x) = ix であたえられる. ただし, ix : A→ X ×Aは ix(a) = (x, a)という写像.
また counit

εY : Y A × Y → A

は εY (f, y) = f(y), すなわち evaluation map であたえられる.

問 4.12. これを確かめよ.

系 4.13. 随伴関手は, 存在すれば, 同型を除いて一意的である. すなわち, L L′ が Rの左
随伴ならば, Lと L′ は同型, つまり自然同型 α : L→ L′ が存在する.
右随伴についても同様なことが成り立つ.

Proof. 右随伴の方を示そう.
R R′ を Lの右随伴とする. 補題 4.9より, 自然変換 ε : LR→ 1A ε′ : LR′ → 1A で, 補
題 4.9 にある性質をみたすものが存在する. 各 A ∈ A に対し, 射 αA : R(A) → R′(A),
α′

A : R′(A) → R(A) で εA = ε′
AL(αA), ε′

A = εAL(α′
A)をみたすものがただ一つ存在す

る. 一意性から {αA}が自然変換であることと, 自然同型であることが分かる:

A LR(A)εAoo

L(αA)
��

R(A)

αA

��
1R(A)LR′(A)

ε′
A

gg

L(α′
A)

��

R′(A)

α′
A

��
LR(A)

εA

__

R(A).



49

もう少し丁寧にやってみよう.
ε′ の普遍性より, 射 εA : L(RA)→ Aに対し, 射 αA : RA→ R′(A)で, εA = ε′

AL(αA)
をみたすものが, ただ一つ存在する.

A L(RA)εAoo

L(αA)
��

R(A)

αA

��
LR′(A)

ε′
A

bb

R′(A)

射 f : A→ B ∈ Aに対し, 次の図式を考える.

B A
foo L(RA)εAoo R(A)

��
LR′(B)

ε′
B

bb

R′(B)

Lの関手性, ε′ の自然性および αA の定義より

ε′
BL(R′(f)αA) = ε′

BL(R′(f))L(αA)
= fε′

AL(αA)
= fεA

B A
foo L(RA)εAoo

L(αA)
��

R(A)

αA

��
LR′(A)

LR′(f)
��

ε′
A

bb

R′(A)

R′(f)
��

LR′(B)

ε′
B

``

R′(B)

一方 Lの関手性, αB の定義および εの自然性より

ε′
BL(αBR(f)) = ε′

BL(αB)L(R(f))
= εBL(R(f))
= fεA
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B A
foo L(RA)εAoo

L(R(f))
��

R(A)

R(f)
��

LR(B)

L(αB)
��

εB

hh

R(B)

αB

��
LR′(B)

ε′
B

``

R′(B)

fεA = ε′
BL(g) となる射 g : RA → R′(B) の一意性より, R′(f)αA = αBR(f) が成り

立つ:
R(A) αA //

R(f)
��

R′(A)

R′(f)
��

R(B)
αB

// R′(B)

よって α : R→ R′ は自然変換である.
同様に自然変換 α′ : R′ → Rが定まる.
さらに, αA, α′

A の定義より

εAL(α′
AαA) = εAL(α′

A)L(αA)
= ε′

AL(αA)
= εA

= εAL(1R(A))

ゆえ, 一意性より α′
AαA = 1R(A). 同様に αAα′

A = 1R′(A) が分かり, α : R → R′ は自然
同型.

命題 4.14. A right adjoint functor F : A → B, namely, which has a left adjoint,
preserves all existing limits.

命題 4.14◦. A left adjoint functor G : B → A preserves all existing colimits.

Proof of 命題 4.14. Let D : I → A be a functor and (L, τ) its limiting cone. We show
that (F (L), F τ) is a limiting cone of FD : I → B. Let G : B → A be left adjoint to F

and
Φ: HomA(G(B), A) ∼= HomB(B, F (A))

the natural bijection giving an adjunction. Let {αi : B → F (Di)} be a cone on
the composite functor FD. Taking adjoint, by the naturality of Φ, we obtain a
cone {Φ−1(αi) : G(B) → Di}. Since L is a limit of D, there exists a unique arrow
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f : G(B) → L which makes the lefthand side of the following diagram commutative
for all arrows u : i→ j ∈ I:

G(B)
f //

Φ−1(αi)

��

Φ−1(αj)

!!

L

τi

}}

τj

��

B
Φ(f) //

αi

��

αj

##

F (L)

F (τi)

||

F (τj)

��
D(i)

D(u)
// D(j) FD(i)

F D(u)
// FD(j),

and we obtain an arrow Φ(f) : B → F (L), which makes the righthand one commu-
tative by the naturality of Φ. The uniquness of the arrow follows from that of the
arrow f and the bijectivitiy of the map Φ.

注意 4.15. If one knows that a limit of FD exists, then for all B ∈ B, we have

HomB(B, F (lim←−D)) ∼= HomA(G(B), lim←−D)
∼= lim←−

I

HomA(G(B), D(i))

∼= lim←−
I

HomB(B, FD(i))

∼= HomB(B, lim←−FD),

and we see that F (lim←−D) ∼= lim←−FD.

■追記

定義 4.16. F : C → Dが本質的全射, essentially surjective ⇔
def
任意のD ∈ Dに対し, あ

る C ∈ C が存在し, D ∼= F (C).

補題 4.17. F, G : C → D を関手, F ∼= Gとする. このとき

1. F が full ⇔ Gが full.
2. F が faithful ⇔ Gが faithful.

Proof. α : F → Gを自然同型とする.
任意の f : A→ B ∈ C に対し次は可換

FA

F (f)
��

αA

∼=
// GA

G(f)
��

FB
αB

// GB
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ゆえ, 次は可換
C(A, B) F //

G &&

D(FA, FB)

D(α−1
A

,αB)∼=
��

D(GA, GB)

で, あきらかに D(α−1
A , αB)は全単射（逆写像は D(αA, α−1

B )）.

忠実性についてはもう少し詳しく, 次がわかる.

補題 4.18. F, G : C → D を関手, α : F → Gを自然変換とする. このとき

1. α が pointwise mono, すなわち, 任意の A ∈ C に対し αA : FA → GAが単射で,
かつ F が faithful ⇒ Gも faithful.

2. αが pointwise epi かつ Gが faithful ⇒ F も faithful.

Proof. 1 を示す. fi : A→ B ∈ C に対し次は可換:

FA

F fi

��

αA // GA

Gfi

��
FB

αB

// GB

よって, Gf1 = Gf2 とすると,

αBFf1 = Gf1αA

= Gf2αA

= αBFf2

αB が単射ゆえ

Ff1 = Ff2

で, F が忠実ゆえ

f1 = f2

補題 4.19. F : C → D, G : D → E を関手とする. GF : C → D が faithful ならば, F は
faithful.
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Proof.
C(A, B) F // D(FA, FB) G // E(GFA, GFB)

GFA,B = GF A,F BFA,B が単射ならば FA,B は単射.

注意 4.20. GF が full でも Gは full とは限らない.
D : (Set)→ (Top)を, 離散位相を入れる関手, U : (Top)→ (Set)を忘却関手とする

と, UD = 1(Set) : (Set)→ (Set)ゆえ UD は full だが, U は full ではない.

補題 4.21. F : C → C を関手とする.

1. 自然変換 ρ : 1C → F で, pointwise epi であるものが存在するならば, 任意の
α : F → F に対し, F ∗ α = α ∗ F : F 2 → F 2, すなわち, 任意の A ∈ C に対し
F (αA) = αF A : F (FA)→ F (FA).

2. 1C ∼= F ならば, 任意の α, β : F → F に対し, α ◦ β = β ◦ α, すなわち, 任意の
A ∈ C に対し αAβA = βAαA : FA→ FA.

Proof. 1. ρの自然性より次は可換:

A

ρA

��

ρA // F (A)

F (ρA)
��

FA
ρF A

// F (FA)

すなわち ρF AρA = F (ρA)ρA. 仮定より ρA は epi ゆえ, ρF A = F (ρA).
ρと αの自然性より次は可換:

FA

αA

��

ρF A // F (FA)

F (αA)
��

FA
αA //

F (ρA)
� �

FA

F (ρA)
��

FA
ρF A

// F (FA) F (FA)
αF A

// F (FA)

よって

F (αA)ρF A = ρF AαA

= F (ρA)αA

= αF AF (ρA)
= αF AρF A

で, ρF A が epi だから
F (αA) = αF A
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2. 一般に (α ∗ F ) ◦ (F ∗ β) = (F ∗ β) ◦ (α ∗ F )が成り立つが, 1C ∼= F ゆえ, 1より
F ∗ α = α ∗ F だから

F ∗ (α ◦ β) = (F ∗ α) ◦ (F ∗ β)
= (α ∗ F ) ◦ (F ∗ β)
= (F ∗ β) ◦ (α ∗ F )
= (F ∗ β) ◦ (F ∗ α)
= F ∗ (β ◦ α)

つまり, 任意の A ∈ C に対し

F (αAβA) = F (βAαA)

が成り立つ:
F (FA)

βF A //

F (αA)=αF A

��

F (FA)

αF A=F (αA)
��

F (FA)
βF A

// F (FA)

1C ∼= F ゆえ F は忠実だから, α ◦ β = β ◦ α.

命題 4.22. 随伴
L ⊣ R : A //Boo

を考える.

1. 次は同値.
（a）Lは fully faithful
（b）unit η : 1B → RLは同型
（c）1B ∼= RL

2. 次は同値.
（a）Rは fully faithful
（b）counit ε : LR→ 1A は同型
（c）LR ∼= 1A

Proof. 1のみ示す. 2は双対.
(a)⇔(b)を示す.
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次の図式は可換:
B(B, B′) L //

B(1B ,ηB′ )
��

A(L(B), L(B′))

B(B, RL(B′))
Φ−1

66

Φ−1(ηB′g) = εLB′L(ηB′g)
= εLB′L(ηB′)Lg

= Lg

Φ−1 は全単射であるから, Lが全単射⇔ B(1B , ηB′)が全単射.
(a)⇒(b). Lが fully faithful とすると, 任意の B, B′ に対し B(1B , ηB′)が全単射. と

くに
B(1RLB , ηB) : B(RLB, B)→ B(RLB, RLB)

が全射だから, f : RLB → B ∈ B で, ηBf = 1RLB となるものが存在する. また

B(1B , ηB) : B(B, B)→ B(B, RLB)

が単射で,

ηB(fηB) = (ηBf)ηB = 1RLBηB = ηB = ηB1B

ゆえ

fηB = 1B

よって ηB : B → RLB は同型.
(b)⇒(a). ηB′ が同型ならば B(1B , ηB′)は全単射ゆえあきらか.
よって (a)⇔(b)が示せた （下記注意 4.23参照）.
(b)⇒(c) は自明.
(c)⇒(b)を示そう（[3]）.
ε : LR→ 1A を counit, β : 1B → RLを自然同型とする.

RLB
ηRLB // RLRLB

RεLB //

RL(β−1
B

)
��

RLB

B

βB
∼=

OO

ηB

// RLB

RL(βB)

OO
∼=

η の自然性から上の図式の四角形は可換であるから, 任意の B に対し,

RL(β−1
B )ηRLB : RLB → RLB
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が同型であることを示せばよい. η, εは unit, counit であるから(
(RεLB)RL(βB)

)(
RL(β−1

B )(ηRLB)
)

= (RεLB)(ηRLB)
= ((Rε)(ηR))LB = 1RLB

一方 1B ∼= RLであるから補題 4.21より(
(RLβ−1

B )(ηRLB)
)(

(RεLB)(RLβB)
)

=
(
(RεLB)(RLβB)

)(
(RLβ−1

B )(ηRLB)
)

= 1RLB

注意 4.23. (a)⇔(b)は, 米田の補題を使う方がスッキリする.
米田の補題 系 2.58 より, 任意の B, B′ に対し B(1B , ηB′)が全単射⇔ 任意の B′ に対
し ηB′ が同型 ⇔ η が同型.
ただし, 次のことを使っている.

• F : C → D が fully faithful のとき, f が同型⇔ F (f)が同型（定義 2.37 ）.
• Yoneda embedding

h∗ : B → [Bo, (Set)]
h∗(B) = hB = B(−, B) : B → (Set)
h∗(g) : h∗(B) = hB = B(−, B)→ B(−, B′) = hB′ = h∗(B′)
h∗(g)C = B(1C , g) : hB(C) = B(C, B)→ B(C, B′) = hB′(C) ∈ (Set)

は fully faithful なので, g : B → B′ が同型⇔ h∗(g) : hB → hB′ が同型.
自然変換 h∗(g) : hB → hB′ が同型ということは, 任意の C ∈ B に対し, h∗(g)C =
B(1C , g)が同型（全単射）.

定理 4.24. F : A → X を関手とする. 次は同値.

1. F は同値. すなわち関手 G : X → Aが存在し, GF ∼= 1A, FG ∼= 1X .
2. F は（左）随伴同値, すなわち関手 G : X → A が存在し, F ⊣ G かつ, unit

η : 1A → GF , counit ε : FG→ 1X は同型.
3. F は（右）随伴同値, すなわち関手 G : X → A が存在し, G ⊣ F かつ, unit

η : 1X → FG, counit ε : GF → 1A は同型.
4. F は fully faithful かつ essentially surjective.

Proof. 2 ⇒ 4. η : 1A → GF が同型だから前命題より F は fully faithful. また
εX : F (G(X))→ X は同型ゆえ, F は essentially surjective.
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4⇒ 1. F は essentially surjective ゆえ, 各X ∈ X に対し, AX ∈ Aと同型 ηX : X
∼=−→

F (AX)が存在する. （各X に対しこのような AX と ηX を選び）G(X) = AX と定める.
F は fully faithful ゆえ 次の図式の F は全単射. また, ηX , ηY は同型ゆえ X (η−1

X , ηY )
も全単射:

X (X, Y )

X (η−1
X

,ηY ) ∼=
��

A(G(X), G(Y ))

F

∼=

uu
X (F (G(X)), F (G(Y )))

G := F −1X (η−1
X , ηY ) : X (X, Y )→ A(G(X), G(Y ))

と定める.
Gは関手である.

G(1X) = F −1X (η−1
X , ηX)(1X)

= F −1(ηX1Xη−1
X )

= F −1(1F G(X))
= 1G(X)

f : X → Y, g : Y → Z ∈ X に対し,

F (G(g)G(f)) = F (G(g))F (G(f))
= F

(
F −1X (η−1

Y , ηZ)(g)
)

F
(
F −1X (η−1

X , ηY )(f)
)

= (ηZgη−1
Y )(ηY fη−1

X )
= ηZgfη−1

X

= F
(
F −1X (η−1

X , ηZ)(gf)
)

= F (G(gf))

ゆえ

G(g)G(f) = G(gf)

η : 1X → FGは自然変換である. f : X → Y ∈ X に対し,

FG(f)ηX = F
(
F −1X (η−1

X , ηY )(f)
)

ηX

= ηY fη−1
X ηX

= ηY f

よって η : 1X → FGは自然同型.
各 A ∈ Aに対し θA : A→ GF (A) ∈ Aを θA := F −1(ηF A)により定める:

X (F (A), FGF (A)) A(A, GF (A))
F

∼=oo
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ηF A が同型で, F が fully faithful なので θA も同型である. また, g : A→ B ∈ Aに対し,
η は自然変換なので次は可換:

FA
ηF A //

F (g)
��

FGFA

F GF (g)
��

FB
ηF B

// FGFB

よって

F (θBg) = F (θB)F (g)
= ηF BF (g)
= FGF (g)ηF A

= FGF (g)F (θA)
= F (GF (g)θA)

F は faithful ゆえ

θBg = GF (g)θA

すなわち, θ : 1A → GF は自然同型.
1⇒ 2. η : 1A → GF を自然同型とする.
FG ∼= 1X ゆえ FG は fully faithful. X ∈ X に対し, 射 εX : FGX → X を εX :=

(FG)−1 (
F (η−1

GX)
)と定める:

X (FGX, X) F G
∼=

// X (FGFGX, FGX)

εX
� //

∈

F (GFGX
η−1

GX−−−→ GX)

∈

FGが fully faithful で, FG(εX) = F (η−1
GX)が同型だから εX は同型.

FGが faithful で, F ∗ η−1 ∗Gが自然変換だから εは自然変換である: f : X → Y ∈ X
に対し

FG(fεX) = FG(f)FG(εX)
= FG(f)F (η−1

GX)
= F (Gfη−1

GX)
= F (η−1

GY GFGf)
= F (η−1

GY )FGFGf

= FG(εY )FG(FGf)
= FG(εY FGf)
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ゆえ
fεX = εY FGf

FGX
εX //

F Gf

��

X

f

��

FGFGX

F GF Gf

��

F (η−1
GX

)
// FGX

F Gf

��

GFGX

GF Gf

��

η−1
GX // GX

Gf

��
FGY

εY

// Y FGFGY
F (η−1

GY
)
// FGY GFGY

η−1
GY

// GY

X ∈ X に対し

F (G(εX)ηGX) = FG(εX)F (ηGX)
= F (η−1

GX)F (ηGX)
= F (1GX)

GF ∼= 1A ゆえ F は faithful. よって
G(εX)ηGX = 1GX

A ∈ Aに対し

FG (εF AF (ηA)) = FG (εF A) FG (F (ηA))
= F

(
η−1

GF A

)
FG (F (ηA))

= F
(
η−1

GF AGF (ηA)
)

= F
(
η−1

GF AGF (ηA)
)

= F (1GF A)
= FG(1F A)

ゆえ
εF AF (ηA) = 1F A

GFA
η−1

A //

GF (ηA)
��

A

ηA

��
GFGFA

η−1
GF A

// GFA

よって η を unit, εを counit として F ⊣ Gであり, η, εは同型.
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第 5章

Kan extensions

A, Bを小圏とする. 関手 K : A → B に対し, 関手 K∗ : [B, C]→ [A, C]が K∗F = FK

により定義される. C に適当な（余）完備性があれば, K∗ は随伴を持つ:

[A, C]
⊥

LanK

''

⊥
RanK

77
[B, C]K∗oo

これらを Kan extension という.
小圏であるとか完備性の仮定をしない状況で Kan extension を定義する.

定義 5.1. A, B, C を圏, K : A → B, F : A → C を関手とする.
関手 LanK F : B → C と自然変換 η : F → LanK FK の組 (LanK F, η)は, 次の普遍性

をみたすとき, K にそった F の left Kan extension という:

• 任意の関手 G : B → C と任意の自然変換 α : F → GK に対し, 自然変換
σ : LanK F → G で (σK)η = α をみたすものがただ一つ存在する:

B

LanK F

��

G

��

F
α //

η

��

GK G

σ

@@

A
F

//

K

OO

C LanK FK

σK

OO

LanK F

σ

OO

定理 5.2. C が余完備であれば, left Kan extension が存在する.

Proof. 関手 LanK F : B → C を次のように定める:
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B ∈ B に対し, (K ↓ B) を A K−→ B ∋ B により定まる comma category とし,
QB : (K ↓ B) → A を QB((A, g)) = A, QB(f) = f : A → A′ により定まる標準的射影
関手とする. LanK F (B) ∈ C を合成

(K ↓ B)
QB // A F // C

の余極限と定める:
LanK F (B) = Colim FQB ∈ C

K(A)
K(f) //

g
��

K(A′)

g′
��

B

QB

��

A
f // A′ F // F (A)

F (f) //

σ(A,g) &&

F (A′)

σ(A′,g′){{
Colim FQB LanK F (B)

Colim FQB を lim−→
(K↓B)

F と書くことがある.

射 h : B → B′ ∈ B は合成により関手

(K ↓ h) : (K ↓ B)→ (K ↓ B′)

を定める:

K(A)
K(f) //

g
""

K(A′)

g′
||

K(A)
K(f) //

g
""

K(A′)

g′
||

B B

h

��
B′
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あきらかに FQB = FQB′(K ↓ h) であるから, 射

LanK F (h) : LanK F (B) = lim−→
(K↓B)

FQB → lim−→
(K↓B′)

FQB′ = LanK F (B′)

が得られる（??◦ を見よ. LanK F (h) = Colim(K ↓ h)∗
F QB′ :

(K ↓ B)
(K↓h) //

F QB

55(K ↓ B′)
F QB′ // C

FQB′(K ↓ h)

σF Q
B′ (K↓h)

��

FQB

σF QB

��

∆Colim F QB′ (K ↓ h)

∆Colim F QB′ ∆Colim F QB
oo

F (A)

FQB′(A, hg)

σ
F Q

B′
(A,hg)

��

FQB(A, g)

σ
F QB
(A,g)

��
Colim FQB′ Colim FQB

LanK F (B′) LanK F (B)
LanK F (h)

oo

）.
LanK F が関手となることは容易にわかる.
自然変換 η : F → LanK FK を次のように定める:
A ∈ Aに対し, LanK F (K(A))は関手

(K ↓ K(A))
QK(A) // B F // C
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の余極限であった. (A, 1K(A)) は comma category (K ↓ K(A)) の対象であることに注
意し, ηA : F (A)→ LanK F (K(A)) を標準的な射（colimitting cocone の一部）

F (A) = FQK(A)(A, 1K(A))→ lim−→
(K↓K(A))

FQK(A) = LanK F (K(A))

と定める.
射 f : A→ A′ ∈ Aは, (K ↓ K(A′))の射 f : (A, K(f))→ (A′, 1K(A′))を定める:

K(A′)

1K(A′) $$

K(A)
K(f)oo

K(f){{
K(A′)

よって, 次の図式の上の三角形は（LanK F (K(A′)) = Colim FQK(A′) の colimitting
cocone の一部なので）可換である. また, 下の三角形は LanK F の定め方より可換である.

F (A′)

ηA′ =σ′
(A′,1)

��

F (A)

σ(A,1)=ηA

��σ′
(A,K(f))tt

F (f)oo

LanK F (K(A′)) LanK F (K(A))
LanK F (K(f))
oo

よって η は自然変換である.
普遍性を確かめよう.
G : B → C を関手, α : F → GK を自然変換とする.
自然変換 σ : LanK F → Gを以下のように定める:
B ∈ B に対し, cocone π : KQB → ∆B が

π(A,g) = g : KQB(A, g) = K(A)→ B

により定まり, cocone

FQB
αQB // GKQB

Gπ // ∆G(B)

（射の族 {G(g)αA}(A,g)

FQB(A, g) = F (A) αA−−→ GK(A) G(g)−−−→ G(B)

） を得る. よって Colim FQB の普遍性より射

σB : LanK F (B) = Colim FQB → G(B)

を得る.
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射 h : B → B′ に対し

(K ↓ B)
(K↓h) // (K ↓ B′)

F QB′

))

∆G(B′)

55�� C

に??◦ を使うと次は可換

LanK F (B′)

σB′

��

Colim FQB′ Colim FQB′(K ↓ h)
LanK (h)o o LanK F (B)

σB

��
G(B′) Colim ∆G(B′) Colim ∆G(B′)(K ↓ h)

G(h)
oo G(B′)

ゆえ σ は自然変換.
σK(A) の定義より, 任意の (A′, g) ∈ (K ↓ K(A))に対し, 次は可換:

FQK(A)(A′, g) F (A′)
αA′ //

σ(A′,g)

��

GK(A′)

G(g)
��

LanK F (K(A)) Colim FQK(A) σK(A)
// GK(A)

特に (A, 1K(A)) ∈ (K ↓ K(A))に対し

FQK(A)(A, 1) F (A) αA //

ηA=σ(A,1)

��

GK(A)

G(1)=1

LanK F (K(A)) Colim FQK(A) σK(A)
// GK(A)

が可換, すなわち (σK)η = α.
τ : LanK F → Gが自然変換で, (τK)η = αをみたすとする. このとき, τ = σ である

こと, すなわち, 任意の B ∈ B に対し, τB = σB : LanK F (B) → G(B)であることを示
そう.

σB の定め方から任意の (A, h) ∈ (K ↓ B) に対し, τBσ(A,h) = G(h)αA であることを
示せばよい.

h : K(A)→ B ∈ B とする. 任意の (A′, g) ∈ (K ↓ K(A))に対し, (A′, hg) ∈ (K ↓ B)
で, LanK F (h)の定め方より, 次は可換:

F (A′)
σ(A′,hg)

xx

σ(A,g)

''
LanK F (B) LanK F (K(A))

LanK F (h)
oo
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特に (A, 1K(A)) ∈ (K ↓ K(A))に対し

F (A)
σ(A,h)

yy

σ(A,1)=ηA

&&
LanK F (B) LanK F (K(A))

LanK F (h)
oo

は可換. 次の図式で, 上の三角形は仮定より可換, 下の四角形は τ が自然変換なので可換.

F (A)
αA

''
ηA

��σ(A,h)

��

LanK F (K(A))
τK(A)

//

LanK F (h)vv

GK(A)

G(h)
��

LanK F (B)
τB

// G(B)

よって τBσ(A,h) = G(h)αA.

定義 5.1◦. A, B, C を圏, K : A → B, F : A → C を関手とする.
関手 RanK F : B → C と自然変換 ε : RanK FK → F の組 (RanK F, ε) は, 次の普遍
性をみたすとき, K にそった F の right Kan extension という:

• 任意の関手 G : B → C と任意の自然変換 α : GK → F に対し, 自然変換 σ : G →
RanK F で ε(σK) = α をみたすものがただ一つ存在する:

B

RanK F

��

G

��

F GK

σK

��

αoo G

σ

��

�� σ

A
F

//

K

OO

C RanK FK

ε

\\

RanK F

定理 5.2◦. C が完備であれば, right Kan extension が存在する.

Proof.

(B ↓ K)
QB // A F // C

RanK F (B) = Lim FQB ∈ C

と定める.
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B
g

��

g′

��
K(A)

K(f)
// K(A′)

QB

�� Lim FQB RanK F (B)
σ(A,g)

y y

σ(A′,g′)

$$
A

f // A′ F // F (A)
F (f)

// F (A′)

定理 5.3 (Left Kan extension). Let A, B be small categories, C a cocomplete catgory,
and K : A → B be 関手. Then the functor K∗ : [B, C] → [A, C] has a left adojoint
functor LanK : [A, C]→ [B, C]. Thus there exits a natural isomorphism

Nat(LanK F, G) ∼= Nat(F, GK)

for each F : A → C and G : B → C.

Proof. For 関手 F ∈ [A, C], we define 関手
For a 自然変換 α : F → G ∈ [A, C], we define a natural transformation

LanK α : LanK F → LanK G ∈ [B, C] as follows: For each object B ∈ B, the 自然変換
α defines a 自然変換 α1: FQB → GQB , which induces an arrow

(LanK α)B : LanK F (B) = lim−→
(K↓B)

FQB → lim−→
(K↓B)

GQB = LanK G(B).

It is straightforward to see that LanK α is natural in B ∈ B and LanK : [A, C]→ [B, C]
is 関手.

To prove that the functor LanK is left adjoint to K∗, we show that the condition
(5) in 補題 4.9 holds, namely, there exist 自然変換 s

η : 1[A,C] → K∗ LanK and ε : LanK K∗ → 1[B,C]

such that the following equalities hold:

(K∗ε)(ηK∗) = 1K∗ : K∗ ηK∗

−−−→(K∗ LanK)K∗

=K∗(LanK K∗) K∗ε−−−→ K∗, (5.1)
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(ε LanK)(LanK η) = 1LanK
: LanK

LanK η−−−−→LanK(K∗ LanK)

=(LanK K∗) LanK
ε LanK−−−−→ LanK . (5.2)

We construct 自然変換 s

ηF : F → K∗ LanK(F ) and εG : LanK K∗(G)→ G

as follows: By the definition of K∗, we have (K∗ LanK F )(A) = LanK F (K(A)) for
A ∈ A. Note that (A, 1K(A)) is an object of (K ↓ K(A)).

Let ηF (A) : F (A)→ (K∗ LanK F )(A) be the canonical arrow

F (A) = FQK(A)(A, 1K(A))→ lim−→
(K↓K(A))

FQK(A)

= LanK F (K(A)) = (K∗ LanK F )(A).

Let B ∈ B be an object. Each object (A, f) ∈ (K ↓ B) gives an arrow

GKQB(A, f) = G(K(A)) G(f)−−−→ G(B),

which defines a cocone GKQB → ∆G(B), whence we obtain an arrow

εG(B) : LanK K∗G(B) = lim−→
(K↓B)

(K∗G)QB = lim−→
(K↓B)

GKQB → G(B).

Again it is straightforward to see that η and ε are natural transformaitons.
We will show that the equality (5.1) holds. For A ∈ A and G ∈ [B, C], the following

diagram is commutative by definitions:

K∗G(A)
(ηK∗)G(A)=ηK∗G(A)

**
GK(A) GKQK(A)(A, 1K(A)) // lim−→

(K↓K(A))
GKQK(A) K∗ LanK K∗G(A).

On the other hand, for each object (A′, f) ∈ (K ↓ K(A)), the following diagram is
commutative by definitions:

GK(A′)

G(f) ..

GKQK(A′)(A′, f) // lim−→
(K↓K(A))

GKQK(A) K∗ LanK K∗G(A)

(K∗ε)G(A)= K∗(εG(K(A)))

��
GK(A) K∗G(A).
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In particular, we have the folloing commutative diagram;

K∗G(A)
ηK∗

**
GK(A)

G(1K(A))=1 ..

GKQK(A)(A, 1K(A)) // lim−→
(K↓K(A))

GKQK(A) K∗ LanK K∗G(A)

K∗ε

��
GK(A) K∗G(A),

which shows that the equality (5.1) holds.
Finally we will show that the equality (5.2) holds. Let B ∈ B and F ∈ [B, C]. By

definitions, we have the following commutative diagram for each object (A, f) ∈ (K ↓
B);

LanK F (B)
(Lank η)F (B)

=(LanK(ηF ))(B)
// LanK K∗ LanK F (B)

(ε LanK )F (B)

=εLanK F (B)
// LanK F (B)

lim−→
(K↓B)

FQB lim−→
(K↓B)

K∗ LanK FQB lim−→
(K↓B)

FQB

K∗ LanK FQB(A, f)

OO

LanK F (K(A))

LanK F (f)

BB

lim−→
(K↓K(A))

FQK(A)

FQB(A, f)

OO

FQK(A)(A, 1K(A))

OO

FQB(A, f)

OO

where vertical arrows are canonical ones. By the universality of the colimit
lim−→

(K↓B)
FQB , the composite (ε LanK)(Lank η)F (B) is the identity, which shows that

the equality (5.2) holds.

定理 5.3◦((Right Kan extension)). Let A, B be small categories, C a complete catgory,
and K : A → B be 関手. Then the functor K∗ : [B, C] → [A, C] has a right adojoint
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functor RanK : [A, C]→ [B, C]. Thus there exits a natural isomorphism

Nat(GK, F ) ∼= Nat(G, RanK F )

for each F : A → C and G : B → C.

One may set RanK F (B) = lim←−
(B↓K)

FQB .
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