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2019年度後期「幾何学 IV」の講義メモ.
Su [3] や de Longueville [1] の 1 章を元ネタに公平な分割について講義した. ホモロ

ジーの導入もやりたかったがそこまでは全然到達しなかった.
講義内容を全部タイプしたわけではない. また, 途中何度か記号や添字を変更したので,

整合性が取れていない部分が多々あると思われる.
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第 1章

Fair-Division

Definition 1.0.1. • I = [0, 1]を閉区間とする.
• µ1, . . . , µn を, 分布関数が連続であるような確率測度とする.

1. I の部分集合 P1, . . . , Pn で次の条件をみたすもの

（a）各 Pi ⊂ I は区間の和集合（可測集合であればよい）
（b）I =

⋃n
i=1 Pi

（c）i 6= j なら Pi ∩ Pj は有限集合
と, 置換 π ∈ Sn の組 (P1, . . . , Pn;π)を I の n分配とよぶ.

2. I の n分配 (P1, . . . , Pn;π)が
（a）fair（公平) ⇔

def
任意の iに対し, µi(Pπ(i)) ≥ 1/n.

（b）envy-free（妬みなし) ⇔
def
任意の i, j に対し, µi(Pπ(i)) ≥ µi(Pj).

Remark . I 上の確率測度 µに対し, F (t) = µ([0, t])で与えられる関数を分布関数という.
ここでは区間の測度（その区間がどれくらい好きか）が決まればよいので, 以下のよう

な設定で考えればよい.

1. 連続関数 F : I → I で, 次の条件をみたすもの
• F (0) = 0, F (1) = 1
• F は単調増加

が与えられており, µ([a, b]) = F (b)− F (a)により, µを定める.
F (t)は区間 [0, t]が全体 [0, 1]に対してどれくらいの割合で好き/欲しいかを表して
いる.

2. あるいは, 少し強い条件になるが, 可積分関数 f : [0, 1] → R≥0 で,
∫ 1

0 f(t)dt = 1
をみたすものが与えられており, µ([a, b]) =

∫ b
a
f(t)dtにより, µを定める（この場

合, 分布関数は絶対連続となり, f はその密度関数）.
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f(t)は t ∈ I の部分がどれくらい好き/欲しいかを表している.

一点の測度は 0であることに注意.

公平な分配については次の事が知られている.

Theorem 1.0.2. n − 1回のカットによる（つまり各 Pi が区間となる） fair な n分配

が存在する.

Remark . カット数を気にしなければぴったり 1/n となるように出来ることが知られて
いる. また, 全員の好みが異なっていれば > 1/nとなる n分配が存在することも.

証明は moving-knife algorithm による. I を例えばパウンドケーキだと思って, 右端か
らナイフをゆっくり動かす. 1/nになったと思った人が手を挙げ, そこでカットしたピー
スをとる. これを繰り返す.
ちゃんと証明をつけると余計わかりにくくなる気もするが一応つけておこう.
見た目が少し強い次の結果を示す（帰納法を使う際この形の方がよい）. 定理はこれで

a = 0, b = 1としたもの.

Proposition 1.0.3. 0 ≤ a < b ≤ 1が任意の iに対し µi([a, b]) > 0をみたすとする.
このとき, [a, b]の分割

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

と, 置換 π ∈ Sn で, 任意の iに対し

µi([tπ(i)−1, tπ(i)]) ≥
µi([a, b])

n

となるものが存在する.

Proof. nについての帰納法.
n = 1のときはあきらか.
n ≥ 2とし, n− 1で成立するとして, nの場合を示す.
まず a = 0, b = 1の場合を示す. Fi を µi の分布関数とし,

si = maxF−1
i (1− 1/n)

とおく. Fi(0) = 0, Fi(1) = 1, Fi は連続ゆえ中間値の定理より F−1
i (1− 1/n) 6= ∅. また

Fi は連続だから F−1
i (1 − 1/n)は I の（よって Rの）閉集合. したがって最大数が存在

する.

µi([0, si]) = Fi(si)
= 1− 1/n
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= n− 1
n

µi([si, 1]) = 1− µi([0, si])
= 1− (1− 1/n)
= 1/n

である.

tn−1 = max
i
si

in = max {i si = tn−1}

とおく.
sin = tn−1 なので,

µin([tn−1, 1]) = µin([sin , 1]) = 1/n.

また, 任意の iに対し si ≤ tn−1 ゆえ [0, si] ⊂ [0, tn−1]だから

µi[0, tn−1] ≥ µi([0, si]) = n− 1
n

.

[0, tn−1] と {1, . . . , n} \ {in} に帰納法の仮定を使えば, 分割 0 = t0 < · · · < tn−1 と,
{1, . . . , n} \ {in}の置換 π が存在して, i 6= in に対し,

µi([tπ(i)−1, tπ(i)]) ≥
µi([0, tn−1])

n− 1

≥ n− 1
n
· 1
n− 1

= 1
n

となる. π(in) = nと定めればよい.
一般の a, bの場合.
関数 l : I → [a, b]を l(t) = (1− t)a+ tbで定める. νi([c, d]) = µi([l(c), l(d)])/µi([a, b])

とおく. 上で示したことから, ν1, . . . , νn に対し, 分割 0 = s0 < · · · < sn = 1と置換 πで,
任意の iに対し,

νi([sπ(i)−1, sπ(i)]) ≥ 1/n

となるものがある.
ti = l(si)とおけば, a = t0 < · · · < tn = bで,

µi([tπ(i)−1, tπ(i)]) = µi([l(sπ(i)−1), l(sπ(i))])
= µi([a, b])νi([sπ(i)−1, sπ(i)])
≥ 1/n
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envy-free な分配についての次の結果を示すのが, この講義の前半（今の調子だと講義
全体）の主題（結局全体の主題となった）.

Theorem 1.0.4 ([5, 2, 3]). n回のカットによる（つまり各 Pi が区間となる） envy-free
な n+ 1分配が存在する.
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第 2章

三角形に対する Sperner の補題と
Fari-Division

つづく...





7

第 3章

単体複体

3.1 記号

この講義では以下の記号を使う. 私が担当のときの幾何学序論の記号とは違う!!ので注
意せよ.
また, 記号の使い方が修正されていない部分が含まれている.

Notation 3.1.1. 1. n ∈ Z, n ≥ −1に対し,

[n] = {m ∈ Z 0 ≤ m ≤ n} = {0, 1, . . . , n}

と定める. また必要があれば, 普通の順序 0 < 1 < · · · < nを入れる.
][n] = n+ 1であることに注意せよ.

[−1] = ∅
[0] = {0}
[1] = {0, 1}
[2] = {0, 1, 2}

2. n ∈ Z, n ≥ 0に対し,

n = {m ∈ Z 0 ≤ m < n} = {0, 1, . . . , n− 1}

と定める. また必要があれば, 普通の順序 0 < 1 < · · · < n− 1を入れる. （幾何学
序論ではこれを [n]と書いていた.）]n = nである.

0 = ∅
1 = {0}
2 = {0, 1}
3 = {0, 1, 2}
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3. n ∈ Z, n ≥ 0に対し,

n = {m ∈ Z 1 ≤ m ≤ n} = {1, 2, . . . , n}

と定める. また必要があれば, 普通の順序 1 < 2 < · · · < nを入れる.
]n = nである.

0 = ∅
1 = {1}
2 = {1, 2}
3 = {1, 2, 3}

3.2 凸包

RN である必要は全然ないし, アフィン空間を導入するのが自然なのだろうけれど, あ
まりたくさん準備をするのも何なので RN で話をする.

Definition 3.2.1. 1. v0, v1, . . . , vn ∈ RN の一次結合
∑n
i=0 aivi は,

（a）
∑n
i=0 ai = 1であるときアフィン結合 (affine combination)であるという.

（b）
∑n
i=0 ai = 1かつ, 任意の iに対し ai ≥ 0であるとき凸結合 (convex com-

bination)であるという.
2. {v0, v1, . . . , vn} ⊂ RN がアフィン独立 (affine independent)あるいは一般の位
置にある

⇔
def

n∑
i=0

aivi = 0 かつ
n∑
i=0

ai = 0⇒ a0 = . . . an = 0.

Example 3.2.2. x, y, z ∈ R2 とする.

1. x 6= y であるとき, x, y のアフィン結合全体

{tx+ (1− t)y t ∈ R}

は xと y を通る直線である. また x, y の凸結合全体

{tx+ (1− t)y 0 ≤ t ≤ 1}

は xと y を結ぶ線分である.
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2. x, y, z がアフィン独立なのは, x, y, z が一直線上にないとき（かつそのときだけ）
である.

exercise 1. 1. 上の 2を確かめよ. 次の形の方が示しやすいかもしれない.
x, y, z が一般の位置にない ⇔ x, y, z が一直線上にある

2. x, y, z ∈ R2 が一般の位置にあるとき, x, y, z の凸結合全体

{sx+ ty + uz s+ t+ u = 1, s, t, u ≥ 0}

はどんな図形?
3. x, y, z ∈ R3 が一般の位置にあるとき, x, y, z のアフィン結合全体

{sx+ ty + uz s+ t+ u = 1}

はどんな図形?

Lemma 3.2.3. {v0, v1, . . . , vn} ⊂ RN とする. 次は同値.

1. {v0, v1, . . . , vn}はアフィン独立.
2. {vi − v0 0 < i ≤ n}は一次独立.
3. 任意の j に対し, {vi − vj 0 ≤ i ≤ n, i 6= j}は一次独立.

Proof. 1,2が同値であることを示せばよい.
n = 0 のとき（を別にやる必要はないはず?だが多分別にした方が分かりやすいであ

ろう）.
定義より明らかに {v0}はアフィン独立. 一方, {vi − v0 0 < i ≤ 0} = ∅であり, ∅は

一次独立である.
n > 0とする.
1⇒2.

0 =
∑
i≥1

ai(vi − v0) =

−∑
i≥1

ai

 v0 +
∑
i≥1

aivi

とすると, 仮定より ai = 0.
2⇒1.

n∑
i=0

aivi = 0,
n∑
i=0

ai = 0

とすると

a0 = −
n∑
i=1

ai
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だから

0 =

−∑
i≥1

ai

 v0 +
∑
i≥1

aivi

=
∑
i≥1

ai(vi − v0).

仮定より ai = 0 (i ≥ 1)となり, a0 = −
∑
i≥1 ai = 0.

Definition 3.2.4. 1. RN の部分集合 F は, ある u ∈ F が存在し,

F − u := {x− u x ∈ F} ⊂ RN

が部分ベクトル空間となるとき, アフィン部分空間 (affine subspace)という.
V := F − uとおくと,

F = V + u := {v + u v ∈ V (F )}

と書ける. つまり F は部分ベクトル空間 V を uだけ平行移動したものである.
Lemma 3.2.5で示すように, 部分ベクトル空間 V は u ∈ F のとり方によらずに定
まる. V を V (F )と書き, V (F )が d次元ベクトル空間であるとき, F は d次元ア

フィン部分空間であるという.
1 次元アフィン部分空間は RN 内の直線, 2 次元アフィン部分空間は RN 内の平
面,... といった具合である.

2. {v0, v1, . . . , vn} ⊂ RN に対し, v0, . . . , vn のアフィン結合で書ける元全体のなす集

合をアフィン包 (affine hull)といい, Aff(v0, . . . , vn)と書く:

Aff(v0, . . . , vn) =

{
n∑
i=0

aivi

n∑
i=0

ai = 1

}

Remark . 任意の部分集合 S ⊂ RN に対し, S を含む最小のアフィン部分空間として, S
のアフィン包が定義され, 後で述べる凸包と同様な性質が成り立つ（証明もほぼ同様に出
来る）.

Lemma 3.2.5. F ⊂ RN をアフィン部分空間とする. このとき, 任意の x, y ∈ F に対し,
F − x = F − y である.

Proof. u ∈ F , V = F − uが部分ベクトル空間であるとする. 任意の x, y, z ∈ F に対し
x− u, y − u, z − u ∈ V ゆえ

(z − u)− (x− u) + (y − u) ∈ V
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だから

(z − u)− (x− u) + (y − u) + u ∈ F
ゆえ

z − x = ((z − u)− (x− u) + (y − u) + u)− y ∈ F − y

したがって F − x ⊂ F − y. 対称性から F − y ⊂ F − x.

Example 3.2.2は点の数が増えても成り立つ.

Lemma 3.2.6. 1. Aff(v0, . . . , vn)は高々 n次元アフィン部分空間である.
また, これが n次元であることと, {v0, . . . , vn}がアフィン独立であることは同値.

2. {v0, . . . , vn}がアフィン独立でないことと, {v0, . . . , vn}が n− 1次元（以下）のア
フィン部分空間に含まれることは同値

Proof. 1. {vi − v0 0 < i ≤ n}の張る部分ベクトル空間を V とする.

Aff(v0, . . . , vn) = V + v0

を示せばよいが,

v0 +
∑
i≥1

ai(vi − v0) =

1−
∑
i≥1

ai

 v0 +
∑
i≥1

aivi

より（Lemma 3.2.3の証明と同様に）容易に分かる.
2. Aff(v0, . . . , vn) の次元は {vi − v0 0 < i ≤ n} の張るベクトル空間の次元である
ことより分かる.

Example-Definition 3.2.7.

γ : R→ Rd, γ(t) = (t, t2, . . . , td)

により与えられる Rd 内の曲線をモーメント曲線 (the moment curve)という.
t0, . . . , td ∈ R が全て異なるとき, d + 1 個の点 {γ(t0), . . . , γ(td)} はアフィン独立で

ある.

Proof.
γ(ti)− γ(t0) = (ti − t0, t2i − t20, . . . , tdi − td0)
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である. 行列式をみると∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t1 − t0 t21 − t20 . . . td1 − td0
t2 − t0 t22 − t20 . . . td2 − td0

...
...

. . .
...

td − t0 t2d − t20 . . . tdd − td0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 t0 t20 . . . td0

0 t1 − t0 t21 − t20 . . . td1 − td0
0 t2 − t0 t22 − t20 . . . td2 − td0
...

...
...

. . .
...

0 td − t0 t2d − t20 . . . tdd − td0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

←−+

←−−−−+

←−−−−−−−+

←−−−−−−−−−−+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 t0 t20 . . . td0

1 t1 t21 . . . td1

1 t2 t22 . . . td2
...

...
...

. . .
...

1 td t2d . . . tdd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
これは Vandermonde 行列式だから

=
∏

0≤i<j≤d

(tj − ti) 6= 0

ゆえ *1, {γ(ti)− γ(t0) 0 < i ≤ d}は一次独立.

exercise 2. ∣∣∣∣∣∣
1 t0 t20
1 t1 t21
1 t2 t22

∣∣∣∣∣∣ = (t1 − t0)(t2 − t0)(t2 − t1)

であることを行列式の定義に戻って（左辺を展開し, 因数分解することで）確かめよ.

Definition 3.2.8. 1. RN の部分集合 C が凸 (convex)である
⇔
def
任意の x, y ∈ C に対し, xと y を結ぶ線分が C に含まれる.

2. X ⊂ RN に対し, X を含む最小の凸集合を X の凸包 (convex hull) といい,
Conv(X)と書く.
次の Lemma 3.2.9.1, 2より, 凸包は存在し

Conv(X) =
⋂
C: 凸
C⊃X

C

である.
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Lemma 3.2.9. 1. RN は凸である.
2. Cλ ⊂ RN が凸であれば,

⋂
λ Cλ もそうである.

3. C ⊂ RN が凸であれば, C の元の凸結合は C の元である.
4.

Conv(X) =
{
x xは X の元の凸結合

}
Proof. 1, 2はあきらか.

3. C の元 n個の凸結合で書ける元全体のなす集合を Cn と書く. Cn ⊂ C であること

を帰納法で示そう.
明らかに C1 = C ゆえ, C1 ⊂ C.
Cn ⊂ C と仮定する. このとき Cn+1 ⊂ C であることを示す. v0, . . . , vn ∈ C,∑n
i=0 ai = 1, ai ≥ 0であれば,

x :=
n∑
i=0

aivi ∈ C

となることを示せばよい.
a0 = 1のとき.

1 = a0 +
∑
i>0

ai = 1 +
∑
i>0

ai

ゆえ ∑
i>0

ai = 0

であり, ai ≥ 0なので a1 = · · · = an+1 = 0. よって x = v0 ∈ C.
a0 6= 1のとき. ∑

i>0
ai = 1− a0 > 0

ゆえ

∑
i>0

ai
1− a0

= 1, ai
1− a0

≥ 0.

よって ∑
i>0

ai
1− a0

vi ∈ Cn.

したがって, 帰納法の仮定より∑
i>0

ai
1− a0

vi ∈ C
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である.

x = a0v0 +
∑
i>0

aivi

= a0v0 + (1− a0)
∑
i>0

ai
1− a0

vi

で, C は 凸 だから x ∈ C.
4.

CX =
{
x xは X の元の凸結合

}
とおく. X ⊂ Conv(X)で, Conv(X)は凸だから, 3より CX ⊂ Conv(X).
一方, X ⊂ CX だから, Conv(X) ⊂ CX を示すには, CX が凸であることを示せばよ
い. x =

∑
aiui, y =

∑
bjwj をX の元の凸結合 とする. {ui} ∪ {wj}をあらためて {vi}

と書き, 適当に番号を付け替えて（必要なら係数に 0を付け加えて）やれば x =
∑
aivi,

y =
∑
bivi であるとしてよい. 0 ≤ t ≤ 1に対し,

tx+ (1− t)y = t
∑

aivi + (1− t)
∑

bivi

=
∑

(tai + (1− t)bi)vi
である. ∑

(tai + (1− t)bi) = t
∑

ai + (1− t)
∑

bi

= t+ (1− t) = 1

であり, 明らかに tai + (1− t)bi ≥ 0だから tx+ (1− t)y も X の元の凸結合である.

Proposition 3.2.10. f : RN → RM を線型写像とする.

1. C ⊂ RN が凸ならば f(C)もそう.
2. X ⊂ RN とする. このとき f (Conv(X)) = Conv (f(X)).

Proof. 1. f は線型だから線分を線分にうつす. （tf(x) + (1− t)f(y) = f(tx+ (1−
t)y).）

2. X ⊂ Conv(X)ゆえ f(X) ⊂ f (Conv(X)). Conv(X)は凸ゆえ f (Conv(X))もそ
う. よって Conv (f(X)) ⊂ f (Conv(X)).
一方, Lemma 3.2.9.Item 4より, Conv(X)の元は X の元の凸結合である. f は線
型なので X の元の凸結合を f(X)の元の凸結合にうつす. よって f (Conv(X)) ⊂
Conv (f(X)).
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Example-Definition 3.2.11. Rn の部分空間

Dn = {x ∈ Rn |x| ≤ 1}
Sn−1 = {x ∈ Rn |x| = 1}

をそれぞれ n次元円盤, n− 1次元球面という.
Dn は凸である. 実際, x, y ∈ Dn とすると, 0 ≤ t ≤ 1に対し

|tx+ (1− t)y| ≤ |tx|+ |(1− t)y|
= |t||x|+ |1− t||y|
≤ |t|+ |1− t|
= t+ (1− t)
= 1

あきらかに Sn−1 は凸ではない. （より強いことが成り立つ. x, y ∈ Sn−1 に対し, xと
y を結ぶ線分上の x, y 以外の点は Sn−1 の点ではない. 実際, x 6= y, 0 < t < 1 のとき,
|tx+ (1− t)y| < |tx|+ |(1− t)y|となることが示せる. ）

Lemma 3.2.12. C ⊂ Rn を凸有界閉集合で, 内点を持つ（C◦ 6= ∅）ものとする. このと
き, C は Dn と同相で, 境界 Cf = Ca − C◦(= C − C◦)は Sn−1 と同相である.

Remark . 内点を持つという条件はさほど本質的ではない. C の張るアフィン部分空間を
考えればよい.

0
ϕ(x)

ψ(x) x

図 3.1

Proof. C の内点 a ∈ C◦ を一つとり,

Uε(a) ⊂ C
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となる ε > 0を一つ固定する. 拡大縮小と平行移動（x 7→ (x− a)/ε）は Rn から Rn への
同相写像なので, a = 0, ε = 1としてよい.
証明の方針は以下のとおり（図 3.1参照）.
x ∈ Rn − {0}に対し, xと原点 0を結ぶ半直線が C の境界とただ一点で交わることを

示し, その点を ψ(x)とする. 写像

ψ : Sn−1 → Cf ,

ϕ : Cf → Sn−1, ϕ(x) = x

|x|

が同相写像であることを示し, さらに, 写像

Ψ: Dn → C, Ψ(x) = |ψ(x)|x

Φ: C → Dn, Φ(x) = x

|ψ(x)|

が同相写像であることを示す.
さて, x ∈ Rn − {0}に対し, 連続写像

rx : R≥0 → Rn, rx(t) = tx

の像を Rx とおく: Rx := rx(R≥0).
rx(0) = 0 ∈ C ゆえ r−1

x (C) 6= ∅. C が有界なので r−1
x (C)も有界. C が閉集合なので

r−1
x (C)も閉集合. よって r−1

x (C) ⊂ R≥0 は最大値を持つ.

t(x) : = max r−1
x (C)

= sup {t ≥ 0 tx ∈ C}
ψ(x) : = t(x)x ∈ Rn

とおく. 次が成り立つ.

1. t(x) > 0.
2. |ψ(x)| = t(x)|x| ≥ 1.
3. t > t(x)ならば tx 6∈ C.
4. ψ(x) = t(x)x ∈ Cf .
5. t < t(x)ならば tx ∈ C◦.

実際, 0 ≤ t < 1/|x|ならば |tx| < 1だから rx(t) = tx ∈ U1(0) ⊂ C ゆえ t ∈ r−1
x (C).

すなわち, [0, 1/|x|) ⊂ r−1
x (C). よって t(x) ≥ 1/|x| > 0 であり, |ψ(x)| = |t(x)x| =

t(x)|x| ≥ 1.
t(x)の定義よりあきらかに 3は成り立つ. また ψ(x) ∈ C である.
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U1(0) ⊂ C, ψ(x) ∈ C で, C は凸なので, 0 ≤ t < t(x)ならば

U t(x)−t
t(x)

(tx) ⊂ C

ゆえ *2, tx ∈ C◦, すなわち 5が成り立つ.
4は 3, 5より従う.
4より, ψ は写像

ψ : Rn − {0} → Cf

を定める.
また, 3, 4, 5 より Rx ∩ Cf = {ψ(x)}である. よって

6. x ∈ Cf ならば（x ∈ Rx ∩ Cf = {ψ(x)}ゆえ）ψ(x) = x.
7. 0 6= y ∈ Rx ならば（Ry = Rx ゆえ）ψ(y) = ψ(x). 言い換えれば, k > 0 ならば
ψ(kx) = ψ(x).

写像

ϕ : Rn − {0} → Sn−1, x 7→ x

|x|

を考える. ϕはあきらかに連続である. 0 6∈ Cf ゆえ Cf ⊂ Rn − {0}である. ϕ及び ψ の
制限

ϕ = ϕ|Cf : Cf → Sn−1, x 7→ x

|x|
ψ = ψ|Sn−1 : Sn−1 → Cf , x 7→ ψ(x)

を考える. x ∈ Cf に対し

ψ ◦ ϕ(x) = ψ(ϕ(x))
= ψ(x) (ϕ(x) ∈ Rx だから 7より)

= x (x ∈ Cf だから 6より).

一方, x ∈ Sn−1 に対し, すぐわかるように

ϕ ◦ ψ(x) = x.

すなわち, ϕ|Cf : Cf → Sn−1 は連続な全単射で, ψ|Sn−1 : Sn−1 → Cf がその逆写像であ

る. Cf は Rn の有界閉集合だからコンパクト, Sn−1 は Hausdorff なので, ϕ|Cf は同相写

像. よって ψ|Sn−1 : Sn−1 → Cf もそう, とくに連続である.
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x ∈ Rn − {0} に対し, 先と同様に ϕ(x) ∈ Rx なので, ψ ◦ ϕ(x) = ψ(x), すなわち
ψ = (ψ|Sn−1) ◦ φである:

Rn − {0}
ψ //

ϕ
%%

Cf

Sn−1

ψ|Sn−1

<<

ϕ, ψ|Sn−1 はどちらも連続なので, ψ : Rn − {0} → Cf も連続である.
写像

Ψ: Dn → C, Φ: C → Dn

を

Ψ(x) =

{
|ψ(x)|x, x 6= 0
0, x = 0

Φ(x) =


x

|ψ(x)|
, x 6= 0

0, x = 0

により定める.
2より

|ψ(x)| = t(x)|x|,

3, 4, 5より t ∈ R≥0 に対し

tx ∈ C ⇔ t ≤ t(x)
とくに

x ∈ C ⇔ t(x) ≥ 1

だから,

|x| ≤ 1⇔ |ψ(x)| ≤ t(x)⇔ |ψ(x)|x ∈ C
x ∈ C ⇔ t(x) ≥ 1⇔ |ψ(x)| ≥ |x|

ゆえ, x ∈ Dn − {0} なら |ψ(x)|x ∈ C, x ∈ C ならば x/|ψ(x)| ∈ Dn である. よって
Ψ, Φは well-defined で, x 6= 0で連続である. また, Cf が有界なので ψ(x)は上に有界.
よって x → 0 のとき |ψ(x)|x → 0. さらに 2 より 1 ≤ |ψ(x)| であるから 1/|ψ(x)| ≤ 1.
よって x→ 0のとき x/|ψ(x)| → 0. だから x = 0でも連続.
あきらかに, Ψ ◦ Φ(0) = 0, Φ ◦Ψ(0) = 0.
x 6= 0のとき

Ψ ◦ Φ(x) = Ψ (Φ(x))

= Ψ
(

x

|ψ(x)|

)
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=
∣∣∣∣ψ( x

|ψ(x)|

)∣∣∣∣ x

|ψ(x)|

= |ψ(x)| x

|ψ(x)|
(7 より)

= x.

Φ ◦Ψ(x) = Φ (Ψ(x))
= Φ (|ψ(x)|x)

= |ψ(x)|x
||ψ(x)|x|

= x.

よって Ψ, Φは同相写像.
また, x ∈ Sn−1, すなわち |x| = 1ならば |ψ(x)| = t(x)|x| = t(x)なので,

Ψ(x) = |ψ(x)|x = t(x)x = ψ(x),

すなわち Ψ|Sn−1 = ψ|Sn−1 .
x ∈ Cf ならば, ψ(x) = xなので,

Φ(x) = x

|ψ(x)|
= x

|x|
= ϕ(x),

すなわち Φ|Cf = ϕ|Cf .
よって, Ψ|Sn−1 : Sn−1 → Cf , Φ|Cf : Cf → Sn−1 は同相写像.

*1 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 t0 t2
0 . . . td

0

1 t1 t2
1 . . . td

1

1 t2 t2
2 . . . td

2

...
...

...
. . .

...
1 td t2

d . . . td
d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
←−

−1

+

←−−−−−

−1

+

←−−−−−−−−−−

−1

+

←−−−−−−−−−−−−−−

−1

+

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 t0 t2
0 . . . td

0

0 t1 − t0 t2
1 − t2

0 . . . td
1 − td

0

0 t2 − t0 t2
2 − t2

0 . . . td
2 − td

0

...
...

...
. . .

...
0 td − t0 t2

d − t2
0 . . . td

d − td
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y−t0 +

y−t0 +

y−t0 +

y−t0 +

t1 − t0 t2
1 − t2

0 t3
1 − t3

0 . . . td
1 − td

0

t2 − t0 t2
2 − t2

0 t3
2 − t3

0 . . . td
2 − td

0

...
...

...
. . .

...
td − t0 t2

d − t2
0 t3

d − t3
0 . . . td

d − td
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t1 − t0 t2

1 − t0t1 t3
1 − t0t2

1 . . . td
1 − t0td−1

1

t2 − t0 t2
2 − t0t2 t3

2 − t0t2
2 . . . td

2 − t0td−1
2

...
...

...
. . .

...

td − t0 t2
d − t0td t3

d − t0t2
d . . . td

d − t0td−1
d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t1 − t0 (t1 − t0)t1 (t1 − t0)t2

1 . . . (t1 − t0)td−1
1

t2 − t0 (t2 − t0)t2 (t2 − t0)t2
2 . . . (t2 − t0)td−1

2

...
...

...
. . .

...

td − t0 (td − t0)td (td − t0)t2
d . . . (td − t0)td−1

d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∏

1≤j≤d

(tj − t0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 t1 t2

1 . . . td−1
1

1 t2 t2
2 . . . td−1

2

...
...

...
. . .

...

1 td t2
d . . . td−1

d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
後は帰納法.

あるいは, ti に tj を代入すると行列式は 0 になるので
∏

0≤i<j≤d
(tj − ti) で割り切れ, 次数を比較する

とこれの定数倍. t1t2
2 . . . td

d の係数を比較.
*2 点 y を中止とする半径 r の球面上の点 z に対し, 点 tx + (1− t)z は, 点 tx + (1− t)y を中心とする半径
|1− t|r の球面上の点である（図 3.2）:

|(tx + (1− t)z)− (tx + (1− t)y))| = |(1− t)(z − y)|
= |1− t||z − y|
= |1− t|r.

もちろん対応 z 7→ tx + (1− t)z は t 6= 1ならば全単射.
x を原点に平行移動して考えたほうが見やすいかもしれない. この場合, k = 1 − t 倍するという Rn から

Rn への写像が, 点 y を中心とする半径 r の球面を, 点 ky を中心とする半径 |k|r の球面に写すということを
いっている.
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y

z

tx+ (1− t)y

tx+ (1− t)z

x

図 3.2

3.3 幾何的単体

Definition 3.3.1. 1. RN 内の d次元幾何的単体 (geometric simplex)とは, RN

内の d+ 1個のアフィン独立な点の凸包である. またこれら d+ 1個の点を頂点と
いい, これらの頂点がこの幾何的単体を張るという. しばしば幾何的単体を省略し
て単体といい, d次元単体を d単体という.
{v0, . . . , vd}がアフィン独立であるとき, これらの張る単体を |v0 . . . vd|と書く.
単体 σ の次元を dim σ と書く. σ が d単体ならば dim σ = dである.

2. 頂点の部分集合（もアフィン独立）の凸包は次元が d以下の単体であるが, これら
はその幾何的単体の面 (face)とよばれる.
k 次元の面を k 面とよぶことがある.
空集合（空集合の凸包）は面とは見なさないことが多いが, この講義では −1次元
面であると考える.
単体 τ が単体 σ の面であるとき τ ≤ σ と書く.

3. Rd+1 の部分集合 {e0, . . . , ed}の張る幾何的単体を標準的 d単体 といい, ∆d で表

す. ただし, e0 = (1, 0, . . . , 0), e1 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , ed = (0, . . . , 0, 1).
定義より

∆d =

{
(x0, . . . , xd) ∈ Rd+1

d∑
i=0

xi = 1, ∀i : xi ≥ 0

}
である（図 3.3参照）.

Definition 3.3.2. {v0, . . . , vd} ⊂ RN がアフィン独立であるとする. 任意の x ∈
|v0 . . . vd|は

x =
∑

λivi,
∑

λi = 1
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図 3.3 ∆1 と ∆2

と一意に表される（もちろん, このとき λi ≥ 0である）. 実際,

x =
∑

λivi,
∑

λi = 1

=
∑

µivi,
∑

µi = 1

であれば,

0 =
∑

(λi − µi)vi
∑

(λi − µi) = 0

で, {v0, . . . , vd}はアフィン独立であるから, 任意の iに対し λi − µi = 0.
(λ0, . . . , λd) を, 点 x ∈ |v0 . . . vd| の（v0, . . . , vd に関する）重心座標 (barycentric

coordinate)という. (λ0, . . . , λd) ∈ ∆d ⊂ Rd+1 である.
点
∑
λivi (

∑
λi = 1)は, 各点 vi に重さ λi のものを置いた時の重心. これが重心座標

という名前の由来.

Definition 3.3.3. σ = |v0 . . . vd|を d単体とする. σ の d− 1面全体の和集合を σ の境

界 (boundary)といい, σ̇ と書く.

σ̇ =
d⋃
i=0
|v0 . . . v̌i . . . vd| =

⋃
τ≤σ
τ 6=σ

τ

である. ただし v̌i は vi を除くということ. また, σ − σ̇ を σ の内部といい, Intσ と書く.
σ̇ は, 重心座標のある成分が 0である点全体であり, Intσ は, 重心座標の成分が全て正
である点全体である.
σ ⊂ Rd（σ の次元と同じ次元のユークリッド空間に含まれる）のときは, Rd の部分集
合としての境界, 内部と一致する（ことが分かる）.
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Proposition 3.3.4. σ = |v0 . . . vd| ⊂ RN を d単体とする. 写像

∆d //ϕσ : σ

(λ0, . . . , λd)

∈

� //
d∑
i=0

λivi

∈

は同相写像である. （この写像を σ の特性写像ということがある. 頂点の順序の選び方に
依存していることに注意）.
また, ϕσ の制限は同相

ϕσ : ∆̇d → σ̇

を与える.

Proof. (λ0, . . . , λd) ∈ ∆d ならば
∑
λi = 1, λi ≥ 0 だから ϕ(λ0, . . . , λd) ∈ σ ゆえ, ϕσ

は well-defined.
ϕσ はあきらかに連続（Rd+1 から RN への線型写像の制限）である.
また, 重心座標を対応させる写像

σ //λσ : ∆d

d∑
i=0

λivi

∈

� // (λ0, . . . , λd)

∈

を考えると, あきらかに ϕσ ◦ λσ = id, λσ ◦ ϕσ = idが成り立つ. すなわち λσ は ϕσ の逆

写像であり, ϕσ は全単射である.
∆d は Rd+1 の有界閉集合（

∆d ⊂ Bd+1

∆d = s−1(1) ∩
⋂
p−1
i (R≥0)

ただし s(λ0, . . . , λd) =
∑
λi, pi(λ0, . . . , λd) = λi ）ゆえコンパクト. σ は RN の部分空

間だから Hausdorff.
よって ϕσ は同相写像（で, λσ がその逆写像）.
あきらかに ϕσ

(
∆̇d
)

= σ̇ ゆえ, ϕσ の制限は同相 ∆̇d → σ̇ を与える.

また, この証明より次が分かった.

Corollary 3.3.5. 重心座標を対応させる写像

λσ : σ → Rd+1

は連続 *3.
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Corollary 3.3.6. d 単体たちは同じ重心座標の点を対応させて同相. すなわち σ =
|v0 . . . vd|, τ = |u0 . . . ud|を d単体とすると, 写像

σ // τ∑
λivi

∈

� //
∑

λiui

∈

は同相写像である. とくに, この対応により, 境界 σ̇ と τ̇ も同相.

Proof. これは合成

σ
λσ //∆d ϕτ //τ.

Definition 3.3.7. {u0, . . . , ul}, {v0, . . . , vm} は ア フ ィ ン 独 立 で あ る と し,
f : {u0, . . . , ul} → {v0, . . . , vm}を写像とする.
写像 |f | : |u0 . . . ul| → |v0 . . . vm|を

|f |

(
l∑
i=0

λiui

)
=

l∑
i=0

λif(ui)

で定め, f の線型拡張（っていう?）あるいは f の幾何学的実現 (geometric realization)
という.

l∑
i=0

λif(ui) =
m∑
j=0

 ∑
i:f(ui)=vj

λi

 vj

であり

m∑
j=0

 ∑
i:f(ui)=vj

λi

 =
l∑
i=0

λi = 1,

∑
i:f(ui)=vj

λi ≥ 0

ゆえ

l∑
i=0

λif(ui) ∈ |v0 . . . vm|

だから |f |は well-defined.
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Proposition 3.3.8. {u0, . . . , ul}, {v0, . . . , vm}, {w0, . . . , wn}はアフィン独立であると
し, f : {u0, . . . , ul} → {v0, . . . , vm}, g : {v0, . . . , vm} → {w0, . . . , wn}を写像とする. こ
のとき次が成り立つ.

1. |id| = id: |u0 . . . ul| → |u0 . . . ul|.
2. |g ◦ f | = |g| ◦ |f | : |u0 . . . ul| → |w0 . . . wn|.
3. i : {ui1 , . . . , uik} ↪→ {u0, . . . , ul}を部分集合の包含写像とすると, |i| : |ui1 . . . uik | →
|u0 . . . ul|も包含者像.

Proof. あきらか.

Proposition 3.3.4（あるいは Corollary 3.3.5）と Proposition 3.3.8から次が分かる.

Corollary 3.3.9. {u0, . . . , ul}, {v0, . . . , vm} はアフィン独立, f : {u0, . . . , ul} →
{v0, . . . , vm} を写像とする. f の拡張 |f | : |u0 . . . ul| → |v0 . . . vm| は, Im f ⊂
{v0, . . . , vm}の張る面への全射連続写像である.

Proof. |f |は, 重心座標 λ : |u0 . . . ul| → ∆l と線型写像

Rl+1 // RM

(λ0, . . . , λl)

∈

� //
∑

λif(ui)

∈

（{v0, . . . , vm} ⊂ RM）の合成だから連続.
切断 s : Im f → {u0, . . . , ul}, すなわち f ◦ s = idとなる写像を一つとると, |f | ◦ |s| =

id: | Im f | → | Im f |ゆえ, Im |f | = | Im f |.

Example 3.3.10. 標準的単体の他によく使われる単体として以下のものがある.

1. (0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1) ∈ Rd の張る d次元単体を

∆d
c と書く.

∆d
c =

{
(x1, . . . , xd) ∈ Rd

d∑
i=1

xi ≤ 1, ∀i : xi ≥ 0

}

である（図 3.4参照）.
2. (1, . . . , 1), (0, 1, . . . , 1), . . . , (0, . . . , 0, 1), (0, . . . , 0) ∈ Rd の張る d 次元単体を ∆d

∗

と書く.
∆d

∗ =
{

(x1, . . . , xd) ∈ Rd 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xd ≤ 1
}
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である（図 3.5参照）. 実際, vi = (
i︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, 1, . . . , 1)とおくと,

d∑
i=0

λivi = (λ0, λ0 + λ1, . . . , λ0 + · · ·+ λd−1)

ゆえ,
∑d
i=0 λi = 1, λi ≥ 0ならば

0 ≤ λ0 ≤ λ0 + λ1 ≤ · · · ≤ λ0 + · · ·+ λd−1 ≤ 1.

一方, x0 = 0, xd+1 = 1とおくと

(x1, . . . , xd) =
d∑
i=0

(xi+1 − xi)vi

ゆえ, 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xd ≤ 1ならば,

d∑
i=0

(xi+1 − xi) = xd+1 − x0 = 1, xi+1 − xi ≥ 0

だから (x1, . . . , xd) ∈ ∆d
∗.

いずれも Rd+1 ではなく Rd の部分集合であることに注意.

図 3.4 ∆2
c と ∆3

c

Proposition 3.3.11. d ≥ 1とする（d = 0でもよいけど...）. d次元単体は d次元円盤

Dd と同相. d次元単体の境界は d− 1次元球面 Sd−1 と同相.

Proof. Corollary 3.3.6より, 特定の d単体に対して示せばよい.
∆d
c ⊂ Rd は凸有界閉集合で, あきらかに内点を持つ. また（単体としての）境界と

Rd の部分集合としての境界が同じであること, ∆̇d
c =

(
∆d
c

)f , が容易に分かる. よって
Lemma 3.2.12より, ∆d

c は Dd と, ∆̇d
c は Sd−1 と同相.
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図 3.5 ∆2
∗ と ∆3

∗

*3 重心座標はアフィン包 Aff(v0, . . . , vd)でも全く同様に定義され,

H :=

{
(x0, . . . , xd) ∈ Rd+1

d∑
i=0

xi = 1

}
⊂ Rd+1

とおくと, 写像
Aff(v0, . . . , vd) //λ : H∑

λivi

∈

� // (λ0, . . . , λd)

∈

を与え, 連続である（平行移動と線型写像の合成...アフィン写像）.

3.4 （有限）幾何的単体複体

Definition 3.4.1. RN 内の（有限）幾何的単体複体 (geometric simplicial complex)
K とは, RN 内の単体の有限個（ただし 1個以上）の集合で次の条件をみたすものである.

1. K の単体の面は全てK に属す:
σ ∈ K かつ τ ≤ σ ならば τ ∈ K

2. K の二つの単体の共通部分は, それぞれの単体の面である:
σ, τ ∈ K ならば σ ∩ τ ≤ σ, σ ∩ τ ≤ τ .

混乱の恐れのないときは, 幾何的単体複体を（「幾何的」を略して）単体複体という.

Remark . 単体を無限個持つものも同様に定義される. が, 後で出てくる多面体の位相の
入れ方に少し準備が必要なので, この講義では扱わない.

Remark . 先に注意したように, この講義では, 単体 σに対し, ∅ ⊂ σも面であると考える.
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多くの文献では ∅は面とは考えないので, Definition 3.4.1の条件 2は「σ, τ ∈ K かつ
σ ∩ τ 6= ∅ ならば, σ ∩ τ ≤ σ, σ ∩ τ ≤ τ」としている.

Definition 3.4.2. K を単体複体とする.

1. K の単体の最大の次元をK の次元といい, dimK で表す:

dimK = max {dim σ σ ∈ K}

2. K の 0単体全体をK0 または V (K)と書き, K の頂点集合という.

Example 3.4.3. σ = |v0 . . . vd|を d単体とする.

1. σ の面全体のなす集合
K(σ) := {τ τ ≤ σ}

は単体複体である. 条件 1はあきらかに成り立つ. 条件 2を確かめよう.
τ1, τ2 ∈ K(σ) とする. ある T1, T2 ⊂ {v0, . . . , vd} が存在し, τi = Conv(Ti) とな
る. このとき

Conv(T1) ∩ Conv(T2) = Conv(T1 ∩ T2)

である. 実際, あきらかに

Conv(T1) ∩ Conv(T2) ⊃ Conv(T1 ∩ T2).

一方, x ∈ Conv(T1) ∩ Conv(T2)とすると,

x =
∑
u∈T1

λuu =
∑
v∈T2

µvv∑
u∈T1

λu =
∑
v∈T2

µv = 1, λu ≥ 0, µv ≥ 0

と書ける.

0 =
∑
u∈T1

λuu−
∑
v∈T2

µvv

=
∑

u∈T1\T2

λuu−
∑

v∈T2\T1

µvv +
∑

w∈T1∩T2

(λw − µw)w

0 =
∑
u∈T1

λu −
∑
v∈T2

µv

=
∑

u∈T1\T2

λu −
∑

v∈T2\T1

µv +
∑

w∈T1∩T2

(λw − µw)
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で, T1∪T2 ⊂ {v0, . . . , vd}はアフィン独立だから, 係数は全て 0, とくに u ∈ T1\T2

に対し λu = 0. よって,

x =
∑
u∈T1

λuu =
∑

u∈T1∩T2

λuu

1 =
∑
u∈T1

λu =
∑

u∈T1∩T2

λu

となり x ∈ Conv(T1 ∩ T2). したがって

τ1 ∩ τ2 = Conv(T1 ∩ T2) ≤ Conv(Ti) = τi.

dimK(σ) = dim σ = d である.
2. σ の proper面全体のなす集合

K(σ̇) = {τ τ ≤ σ, τ 6= σ}

は d− 1次元単体複体である.

Definition 3.4.4. RN 内の単体複体K に対し, RN の部分空間

|K| =
⋃
σ∈K

σ

をK の多面体 (polytope)という.

Example 3.4.5. σ を単体とする.

|K(σ)| =
⋃

τ∈K(σ)

τ =
⋃
τ≤σ

τ = σ

|K(σ̇)| =
⋃

τ∈K(σ̇)

τ =
⋃
τ<σ

τ = σ̇

Remark . 単体複体は単体の集まりであって, 位相空間ではない. 例えば

K(|v0v1v2|) = {∅, v0, v1, v2, |v0v1|, |v1v2|, |v0v2|, |v0v1v2|}

である.

Definition 3.4.6. K を単体複体とする. K の部分集合 Lは,

σ ∈ Lかつ τ ≤ σ ならば, τ ∈ L

という条件をみたすとき, 部分複体という.
幾何的単体複体の定義の条件 2は, K の任意の部分集合に対し成立する. したがってK

の部分集合 Lについて, Lがそれ自身単体複体になっていることと, LがK の部分複体で

あることは同値である.
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K(|v0v1v2|)

•
v0

|v0v1|

•v1
|v1v2|

• v2

|v0v2|

|v0v1v2|

|K(|v0v1v2|)| = |v0v1v2|

|v0v1v2|

図 3.6 K と |K|

Proposition 3.4.7. L,K を幾何的単体複体とする.

1. L ∩K も単体複体である.
2. |L| ∩ |K| = |L ∩K|ならば, L ∪K も単体複体である.

Remark . 1. ∅ ∈ Lと考えているので, ∅ ∈ L ∩K となり L ∩K 6= ∅である.
2. あきらかに |L| ∩ |K| ⊃ |L ∩K|は常に成り立つ. 等号は一般には成立しない.
なお, 定義より（|L ∪K|は L ∪K が単体複体でなくても意味を持ち）|L ∪K| =
|L| ∪ |K|が常に成り立つ.

3. 和集合の方に条件がついているのはちょっと感じが悪い. 抽象単体複体であればこ
の条件は不要.

Proof. 1. あきらか.
2. 条件 1はあきらかに成り立つ. 条件 2を確かめよう.
σ, τ ∈ L ∪K とする. このとき σ ∩ τ ≤ σ を示せばよい.
σ, τ ∈ Lまたは σ, τ ∈ K のときはよい.
σ ∈ L, τ ∈ K の場合を考える. このとき

σ ∩ τ ⊂ |L| ∩ |K|
= |L ∩K|

=
⋃

ρ∈L∩K
ρ
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であるから

σ ∩ τ =σ ∩ τ ∩

 ⋃
ρ∈L∩K

ρ


=

⋃
ρ∈L∩K

(σ ∩ τ ∩ ρ)

ρ ∈ L ∩K に対し σ ∩ τ ∩ ρ ≤ σ であることをみよう. ρ ∈ L, ρ ∈ K である.
τ ∈ K, ρ ∈ K で, K は単体複体だから τ ∩ ρ ≤ ρ.
τ ∩ ρ ≤ ρ ∈ Lで, Lは単体複体だから, τ ∩ ρ ∈ L.
σ, τ ∩ ρ ∈ Lで, Lは単体複体だから σ ∩ τ ∩ ρ = σ ∩ (τ ∩ ρ) ≤ σ.
よって σ ∩ τ は σ の面の和集合であり, 凸集合の共通部分ゆえ凸だから, 次の
Lemma 3.4.8より, σ の面

Lemma 3.4.8. 幾何的単体 σ の面の和集合 cが凸ならば, cは σ の面: c ≤ σ.

Proof. τi ≤ σ とし, c =
⋃
i τi が凸であるとする. このとき

c = Conv

(⋃
i

V (τi)

)

であることを示そう.

c ⊃
⋃
i

V (τi)

で, cは凸なので

c ⊃ Conv

(⋃
i

V (τi)

)

一方

τi = Conv(V (τi))

⊂ Conv

(⋃
i

V (τi)

)
ゆえ

c =
⋃
i

τi ⊂ Conv

(⋃
i

V (τi)

)
.

⋃
i V (τi) ⊂ V (σ)ゆえ, その凸包は σ の面.



32 第 3章 単体複体

Corollary 3.4.9. K1, . . . ,Kn が幾何的単体複体で, 任意の i, j に対し |Ki| ∩ |Kj | =
|Ki ∩Kj |であれば,

⋃n
i=1 Ki も単体複体である.

Proof. nについての帰納法.⋃n−1
i=1 Ki が単体複体だとする. 仮定より |Ki| ∩ |Kn| = |Ki ∩Kn|なので∣∣∣∣∣

n−1⋃
i=1

Ki

∣∣∣∣∣ ∩ |Kn| =

(
n−1⋃
i=1
|Ki|

)
∩ |Kn|

=
n−1⋃
i=1

(|Ki| ∩ |Kn|)

=
n−1⋃
i=1
|Ki ∩Kn|

=

∣∣∣∣∣
n−1⋃
i=1

(Ki ∩Kn)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
(
n−1⋃
i=1

Ki

)
∩Kn

∣∣∣∣∣ .
よって

⋃n−1
i=1 Ki ∪Kn も単体複体.

Definition 3.4.10. x ∈ RN , A ⊂ RN とする. 任意の a ∈ Aに対し xa ∩A = {a}が成
り立つとき, xと Aは一般の位置にあるという. ただし

xa = {tx+ (1− t)a 0 ≤ t ≤ 1}

は xと aを結ぶ線分.
このとき, xと Aの点を結ぶ線分全体の和集合を x ∗ Aと書き, xと Aの結 (join)あ
るいは xを頂点とする A上の錐 (cone)という.

x ∗A =
⋃
a∈A

xa = {tx+ (1− t)a 0 ≤ t ≤ 1, a ∈ A}

Lemma 3.4.11. {v0, . . . , vn} がアフィン独立であるとする. x ∈ Aff(v0, . . . , vn) なら
ば xと |v0 . . . vn|は一般の位置にない.

Proof. x 6∈ |v0 . . . vn|としてよい.

x =
∑
i

µivi,
∑
i

µi = 1

とする.
b := 1

n+ 1
∑
i

vi ∈ |v0 . . . vn|
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を考える. x 6= bである. xと bを結ぶ線分上の点は

tx+ (1− t)b =
∑
i

tµivi+ 1− t
n+ 1

∑
i

vi

=
∑
i

(
tµi + 1− t

n+ 1

)
vi

で, 係数の和は

∑
i

(
tµi + 1− t

n+ 1

)
= t
∑
i

µi + (n+ 1) 1− t
n+ 1

= t+ (1− t) = 1

である. 各 vi の係数は t について連続, 0 以上で, t = 0 のとき正. よって, 十分小さい
t > 0に対し正. すなわち十分小さい t > 0に対し tx+ (1− t)bは {v0, . . . , vn}の凸結合
ゆえ |v0 . . . vn|の点. よって xb∩ |v0 . . . vn| ⊋ {b}, すなわち xと |v0 . . . vn|は一般の位置
にない.

Lemma 3.4.12. Aを凸とし, xと Aが一般の位置にあるとする.

1. {v0, . . . , vn} ⊂ Aがアフィン独立ならば, {x, v0, . . . , vn}もアフィン独立である.
2. x ∗A = Conv({x} ∪A).

Proof. 1.
ax+

∑
i

λivi = 0, a+
∑
i

λi = 0

とする. A は凸なので |v0 . . . vn| ⊂ A であり, x と A が一般の位置にあるので, x
と |v0 . . . vn|も一般の位置にある. とくに x 6∈ Aff(v0, . . . , vn)なので a = 0である
（a 6= 0とすると aで割れば,

x =
∑
i

−λi
a
vi,

∑
i

−λi
a

= 1

つまり xは {v0, . . . , vn}のアフィン結合となる）.
このとき, {v0, . . . , vn}がアフィン独立という仮定より, λi = 0となる.

2. xa ⊂ Conv({x} ∪A)ゆえ x ∗A ⊂ Conv({x} ∪A).
{x} ∪A ⊂ x ∗Aゆえ, x ∗Aが凸であることを示せばよい.
y, z ∈ x ∗Aとする. y と z を結ぶ線分が x ∗Aに含まれることを示そう.
a, b ∈ A, 0 ≤ s, t ≤ 1が存在し y = sx+ (1− s)a, z = tx+ (1− t)bとなる. Aは
凸ゆえ 0 < s, t < 1の場合を考えればよい（ことがすぐ分かる）.
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0 ≤ r ≤ 1に対し

ry + (1− r)z
=r (sx+ (1− s)a) + (1− r) (tx+ (1− t)b)
= (rs+ (1− r)t)x+ r(1− s)a+ (1− r)(1− t)b
= (rs+ (1− r)t)x

+ (r(1− s) + (1− r)(1− t))
(
r(1− s)a+ (1− r)(1− t)b
r(1− s) + (1− r)(1− t)

)
である. rs+ (1− r)tは sと tを結ぶ線分上の点, r(1− s) + (1− r)(1− t)は 1− s
と 1− tを結ぶ線分上の点で, 0 < s, t < 1だから, 0 < 1− s, 1− t < 1なので

0 < rs+ (1− r)t < 1, 0 < r(1− s) + (1− r)(1− t) < 1

である. また r(1− s) ≥ 0, (1− r)(1− t) ≥ 0で, Aは凸だから

r(1− s)a+ (1− r)(1− t)b
r(1− s) + (1− r)(1− t)

∈ A

である.

(rs+ (1− r)t) + (r(1− s) + (1− r)(1− t))
= rs+ r(1− s) + (1− r)t+ (1− r)(1− t)
= r + (1− r) = 1

なので, ry + (1− r)z は Aの点と xを結ぶ線分上の点, すなわち x ∗Aの点.

x

a b

y

z

todo x ∗K

Definition 3.4.13. K,Lを幾何的単体複体とする. 次の二つの条件をみたすとき, Lは
K の細分 (subdivision)であるという.

1. 任意の τ ∈ Lに対し, ある σ ∈ K が存在し τ ⊂ σ となる.
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2. |L| = |K|

Remark . [1, Appendix]の細分の定義はよろしくない.

Lemma 3.4.14. L が K の細分であるとする. このとき, 任意の ∅ 6= τ ∈ L に対し,
σ ∈ K で, Int τ ⊂ Intσ となるものが, ただ一つ存在する. また, この σ に対し τ ⊂ σ で

ある.

Proof. τ 6= ∅ならば Int τ 6= ∅である. また, σ, σ′ ∈ K, σ 6= σ′ に対し Intσ ∩ Intσ′ = ∅
なので, 一意性はあきらか.
τ = |v0 . . . vm| ∈ Lとする.
L が K の細分なので, τ ⊂ σ となる σ ∈ K が存在する. στ =

⋂
τ⊂σ∈K σ とおくと,

K が（有限）単体複体であることより, στ ∈ K であることが分かる. στ = |u0 . . . ul|と
する.
|v0 . . . vm| = τ ⊂ στ ゆえ vi ∈ στ だから

vi =
∑
j

λijuj , λij ≥ 0

と書ける. このとき, 任意の j に対し, ある iが存在し λij > 0である. 実際, ある j が存

在し, 任意の iに対し λij = 0であるとすると, 任意の iに対し, vi ∈ |u0 . . . ûj . . . ul|とな
るので, τ ⊂ |u0 . . . ûj . . . ul| < στ となり, στ の最小性に反する.
x ∈ Int τ とすると,

x =
∑
i

µivi, ∀i : µi > 0

=
∑
i,j

µiλijuj

=
∑
j

(∑
i

µiλij

)
vj

任意の j に対し, λij > 0 なる i があり, µi > 0 だから,
∑
i µiλij > 0. すなわち

x ∈ Intστ . よって Int τ ⊂ Intστ . また, στ の定め方より τ ⊂ στ .

Remark . Int τ = τ なので, Int τ ⊂ Intσ ならば, τ = Int τ ⊂ σ.

Corollary 3.4.15. L が K の細分であるとする. ∅ 6= τ ∈ L, σ ∈ K に対し, Int τ ∩
Intσ 6= ∅ ⇔ Int τ ⊂ Intσ.

Proof. ⇐はあきらか.
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上で示したように Int τ ⊂ Intστ となる στ がただ一つ存在する. σ 6= στ なら

ば Intστ ∩ Intσ = ∅ である. Int τ ∩ Intσ ⊂ Intστ ∩ Intσ ゆえ, σ 6= στ ならば

Int τ ∩ Intσ = ∅. つまり, Int τ ∩ Intσ 6= ∅ならば σ = στ ゆえ Int τ ⊂ Intσ.

Corollary 3.4.16. LをK の細分, K ′ ⊂ K を部分複体とする. このとき

L′ : = {τ ∈ L ∃σ ∈ K ′ : τ ⊂ σ}
= {τ ∈ L ∃σ ∈ K ′ : τ ⊂ |K ′|}

はK ′ の細分である.

Proof. あきらかに L′ は Lの部分複体である. とくに単体複体である.
また, 細分の条件 1は L′ の定め方より成り立つ. 任意の σ ∈ K に対し

Intσ ⊂ |K| = |L| =
∐
τ∈L

Int τ

であり, Int τ ∩ Intσ 6= ∅ ⇔ Int τ ⊂ Intσ だから

Intσ = Intσ ∩

(∐
τ∈L

Int τ

)
=
∐
τ∈L

(Intσ ∩ Int τ)

=
∐
τ∈L

Int τ⊂Intσ

Int τ

が成り立つ. Int τ ⊂ Intσ ならば τ ⊂ σ ゆえ

|K ′| =
∐
σ∈K′

Intσ

=
∐
σ∈K′

 ∐
τ∈L

Int τ⊂Intσ

Int τ


⊂
∐
σ∈K′

∐
τ∈L
τ⊂σ

Int τ


⊂
⋃
τ∈L′

τ

= |L′|

よって |K ′| ⊂ |L′|. L′ の定め方よりあきらかに |L′| ⊂ |K ′|. したがって |K ′| = |L′|.
ToDo. L′ が下の形で書けること
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Corollary 3.4.17. LがK の細分ならば V (K) ⊂ V (L)である.

Proof. V (K) = K0 に上の補題を適応すれば分かる. あるいは
v ∈ V (K)に対し,

v ∈ |K| = |L| =
∐
τ∈L

Int τ

ゆえ, ある τ ∈ L が存在し, v ∈ Int τ となる. この τ に対し, ある σ ∈ K が存在し

Int τ ⊂ Intσ となる. よって v ∈ Intσ. とくに v ∈ σ. |v| = |v| ∩ σ は σ の 0面, すなわ
ち σ の頂点. 頂点が内部に含まれるのは dim σ = 0のときのみ. よって σ = |v|. τ ⊂ σ

なので, v ∈ τ ⊂ |v| = {v}ゆえ |v| = τ ∈ L.

Example 3.4.18. σ = |v0v1v2|を 2単体, K = K(σ)とする.
0 ≤ i < j ≤ 2に対し, vi と vj の中点を uij とおく:

u01 = v0 + v1

2
, u02 = v0 + v2

2
, u12 = v1 + v2

2
.

単体の集合

L =


v0, v1, v2, u01, u02, u12,

|v0u01|, |v0u02|, |v1u01|, |v1u12|, |v2u02|, |v2u12|,
|u01u02|, |u01u12|, |u02u12|,
|v0u01u02|, |v1u01u12|, |v2u02u12|, |u01u02u12|


= K(|v0u01u02|) ∪K(|v1u01u12|) ∪K(|v2u02u12|) ∪K(|u01u02u12|)

が単体複体であることが（例えば絵を見れば）容易に分かる.
２つめの条件が成り立つことは容易に分かる.
また,

|L| = |v0u01u02| ∪ |v1u01u12| ∪ |v2u02u12| ∪ |u01u02u12|

であるが, 絵を見れば |L| = σ = |K| が成り立つことも分かる（もちろん, きちんと式で
見てもそれ程大変ではない）.
よって LはK の細分である.

exercise 3. 1. {u01, u02, u12}はアフィン独立であることを示せ.
2. {v0, u01, u02}はアフィン独立であることを示せ.



38 第 3章 単体複体

•
v0

•u01

•v1 •
u12

•v2

•u02

|u01u02u12|

|v2u02u12||v1u01u12|

|v0u01u02|

図 3.7 Lと |L|

3.5 重心細分

Definition 3.5.1. σ = |v0 . . . vn|を n単体とする. 点

bσ = 1
n+ 1

n∑
i=0

vi ∈ σ

を σ の重心 (barycenter)という.
bσ ∈ Intσ であり, τ < σ ならば bσ 6∈ τ であることに注意.

|v0|の重心は v0. |v0v1|の重心は v0 と v1 を結ぶ線分の中点. |v0v1v2|の重心は三角形
の重心.

Lemma 3.5.2. σ = |v0 . . . vn|を n単体,

∅ 6= σ0 < σ1 < · · · < σd ≤ σ

を σ の面の列とする. このとき {bσ0 , . . . , bσd
}はアフィン独立である.

Proof. d = nのときを示せばよい. さらにこの場合, σi = |v0v1 . . . vi|, つまり,

∅ 6= σ0 < σ1 < · · · < σn = σ

|v0| |v0v1| |v0v1 . . . vn|
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としてよい.

bσi = 1
i+ 1

i∑
j=0

vj = 1
i+ 1

∑
j≤i

vj

である.
n∑
i=0

λibσi
= 0,

n∑
i=0

λi = 0

とすると,

0 =
n∑
i=0

λibσi

=
n∑
i=0

 λi
i+ 1

∑
j≤i

vj


=

n∑
j=0

∑
i≥j

λi
i+ 1

 vj

n∑
j=0

∑
i≥j

λi
i+ 1

 =
n∑
i=0

∑
j≤i

λi
i+ 1


=

n∑
i=0

(
(i+ 1) λi

i+ 1

)

=
n∑
i=0

λi

= 0

となる. {v0, . . . , vn}はアフィン独立なので, λ0 = · · · = λn = 0.

exercise 4. 上の証明中の計算を n = 2の場合にやってみよ.

Lemma 3.5.3. σ = |v0 . . . vn|を n単体, σi = |v0v1 . . . vi| ≤ σ とする. このとき

|bσ0 . . . bσn
| =

{
n∑
i=0

µivi µ0 ≥ µ1 ≥ · · · ≥ µn ≥ 0,
∑

µi = 1

}

である. さらに, x ∈ |bσ0 . . . bσn
| ⊂ |v0 . . . vn| の, bσ0 , . . . , bσn

に関する重心座標を

(λ0, . . . , λn), {v0, . . . , vn}に関する重心座標を (µ0, . . . , µn), つまり

x =
n∑
i=0

λibσi
=

n∑
i=0

µivi
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とすると,

µj =
n∑
i=j

λi
i+ 1

λj = (j + 1)(µj − µj+1)

（ただし µn+1 = 0とする）である.
とくに, λi = 0となる点, つまり {bσ1 . . . bσn

} \ {bσi} の張る面の点は,

µ0 ≥ · · · ≥ µi = µi+1 ≥ · · · ≥ µn ≥ 0

をみたす点である.

Proof. bσi
∈ σ ゆえ |bσ0 . . . bσn

| ⊂ σ である.
x ∈ |bσ0 . . . bσn

|に対し, 先の証明と同じ計算で

x =
n∑
i=0

λibσi
=

n∑
j=0

 n∑
i=j

λi
i+ 1

 vj

であるから

µj =
n∑
i=j

λi
i+ 1

が分かる. よって

µj − µj+1 =
n∑
i=j

λi
i+ 1

−
n∑

i=j+1

λi
i+ 1

= λj
j + 1

≥ 0.

これより λj = (j + 1)(µj − µj+1)および

|bσ0 . . . bσn
| ⊂

{
n∑
i=0

µivi µ0 ≥ µ1 ≥ · · · ≥ µn ≥ 0,
∑

µi = 1

}

が分かる. 一方,

x =
∑
i

µivi, µ0 ≥ µ1 ≥ · · · ≥ µn ≥ 0,
∑

µi = 1

とすると,
λi = (i+ 1)(µi − µi+1)

とおけば, 先の計算を逆にたどると

x =
∑
i

µivi =
∑
i

λibσi
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となる. µi ≥ µi+1 だから λi ≥ 0であり,

n∑
i=0

λi =
n∑
i=0

(i+ 1)(µi − µi+1)

=
n∑
i=0

µi = 1

だから x ∈ |bσ0 . . . bσn
|.

|Sd(σ)| = σ と τ ≤ σ なら Sd(τ) ⊂ Sd(σ)から inductive に Sd(σ̇)が単体複体である
ことを示し, Sd(σ) = bσ ∗ Sd(σ̇)は単体複体であるという風にやるのが楽か?

Proposition 3.5.4. 単体 σ に対し集合

Sd(σ) = {|bσ0 . . . bσd
| ∅ 6= σ0 < · · · < σd ≤ σ}

を考える. Sd(σ) は単体複体で, K(σ)の細分である. とくに

|Sd(σ)| = σ.

Proof. ToDo.

Definition 3.5.5. K を幾何的単体複体とする. 集合

SdK = {|bσ0 . . . bσd
| ∅ 6= σ0 < · · · < σd, σd ∈ K}

=
⋃
σ∈K
{|bσ0 . . . bσd

| ∅ 6= σ0 < · · · < σd ≤ σ}

=
⋃
σ∈K

Sd(σ)

は単体複体である.
実際, 上でみたように各 Sd(σ)は単体複体である. σ, τ ∈ K に対し σ ∩ τ ≤ σ, τ ゆえ

Sd(σ ∩ τ) ⊂ Sd(σ) ∩ Sd(τ)
だから

|Sd(σ ∩ τ)| ⊂ |Sd(σ) ∩ Sd(τ)|
⊂ |Sd(σ)| ∩ |Sd(τ)|
= σ ∩ τ
= |Sd(σ ∩ τ)|

したがって

|Sd(σ) ∩ Sd(τ)| = |Sd(σ)| ∩ |Sd(τ)|
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よって
⋃
σ∈K Sd(σ)は単体複体である.

これをK の重心細分という.
非負整数 r に対し, SdrK を

Sd0 K = K,

SdrK = Sd(Sdr−1 K)

により帰納的に定義する.

Definition 3.5.6. 単体複体K に対し, K の単体の直径の最大値を meshK と書く:

meshK = max δ(σ)|σ ∈ K.

なお,
δ(σ) = sup {‖x− y‖ x, y ∈ σ}

である.

Lemma 3.5.7. 1. 単体 σ = |v0 . . . vn|に対し

δ(σ) = max
i,j
‖vi − vj‖

である.
2. n次元幾何的単体複体K に対し

mesh SdK ≤ n

n+ 1
meshK.

よって
lim
r→∞

mesh SdrK = 0.

Proof. 1. x, y ∈ σ,

x =
∑
i

λivi,
∑
i

λi = 1, λi ≥ 0

y =
∑
i

µivi,
∑
j

µj = 1, µi ≥ 0

に対し

‖x− y‖ =

∥∥∥∥∥
(∑

i

λivi

)
−

(∑
i

λi

)
y

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∑
i

λi(vi − y)

∥∥∥∥∥
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≤
∑
i

λi‖vi − y‖

≤
∑
i

λi max
i
‖vi − y‖

= max
i
‖vi − y‖

同様に

‖vi − y‖ ≤
∑
j

µj‖vi − vj‖

≤ max
j
‖vi − vj‖

ゆえ

‖x− y‖ ≤ max
i,j
‖vi − vj‖

だから

δ(σ) ≤ max
i,j
‖vi − vj‖

vi ∈ σ ゆえmaxi,j ‖vi − vj‖ ≤ δ(σ).
2. σ < τ ∈ K, dim σ = l, dim τ = m とする. l < m ≤ n である. bσ =

1
l+1
∑
v∈V (σ) v だから, 上の証明の前半を bσ, bτ ∈ τ に適用すると, ある頂点

v ∈ V (σ) ⊂ V (τ)が存在し, ‖bσ − bτ‖ = ‖v − bτ‖となる.

‖bσ − bτ‖ = ‖v − bτ‖

=

∥∥∥∥∥∥v − 1
m+ 1

∑
u∈V (τ)

u

∥∥∥∥∥∥
≤ 1
m+ 1

∑
u∈V (τ)

‖v − u‖

= 1
m+ 1

∑
u∈V (τ)\v

‖v − u‖

≤ 1
m+ 1

∑
u∈V (τ)\v

δ(τ)

= m

m+ 1
δ(τ)

≤ m

m+ 1
meshK

≤ n

n+ 1
meshK

よって

mesh SdK ≤ n

n+ 1
meshK.
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3.5.1 ToDo

• もう少し単体複体の例を...

つづく...
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Sperner, Envy-free Division, Brouwer

4.1 グラフについて少し

Definition 4.1.1. 有限集合 V と E ⊂
(
V
2
)
の組 G = (V,E)を, 有限単純グラフという.

ただし (
V

2

)
= {e ⊂ V ]e = 2} .

V を Gの頂点集合, V の元を Gの頂点, E を Gの辺集合, E の元を Gの辺という. Gを
明示する必要がある場合, V を V (G), VG, E を E(G), EG 等と書く.

グラフの定義には様々なヴァリエーションがある. この講義では, グラフは全て有限単
純グラフを考える.

Definition 4.1.2. G = (V,E)をグラフとする. v ∈ V に対し, v から出ている辺の本数
を v の次数といい, deg v あるいは degG v で表す:

Ev = {e ∈ E v ∈ e}

とおけば, deg v = ]Ev.

単純グラフの一つの辺は頂点をちょうど二つ持つので, 各頂点から出ている辺の本数を
全て加えると, 辺の数の 2倍となる *4. すなわち, 次が成り立つ.

Lemma 4.1.3. G = (V,E)を有限単純グラフとする. このとき

2]E =
∑
v∈V

deg v.

Corollary 4.1.4. 有限単純グラフの奇数次数の頂点の個数は偶数である.
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Proof. G = (V,E)を有限単純グラフとし, 偶数次数の頂点全体を V0, 奇数次数の頂点全
体を V1 とする:

Vi = {v ∈ V deg v ≡ i (mod 2)} .

V = V0 q V1 だから

2]E =
∑
v∈V

deg v =
∑
v∈V0

deg v +
∑
v∈V1

deg v.

mod 2で見れば
0 =

∑
v∈V0

0 +
∑
v∈V1

1 = ]V1.

*4 形式的には E × V の部分集合 I を

I := {(e, v) v ∈ e} ⊂ E × V

とおいたときに ]I を考えるとよい. p1 : I → E, p2 : I → V を射影とする.

I = p−1
1 (E) =

∐
e∈E

p−1
1 (e)

で,
p−1

1 (e) = {(e, v) v ∈ e} ∼= {v v ∈ e} = e

だから ]p−1
1 (e) = ]e = 2. よって

]I = ]

(∐
e∈E

p−1
1 (e)

)
=
∑
e∈E

]p−1
1 (e) =

∑
e∈E

2 = 2]E.

一方

I = p−1
2 (V ) =

∐
v∈V

p−1
2 (v)

で,
p−1

2 (v) = {(e, v) v ∈ e} ∼= {e v ∈ e} = Ev

だから ]p−1
2 (v) = ]Ev = deg v. よって

]I = ]

(∐
v∈V

p−1
2 (v)

)
=
∑
v∈V

]p−1
2 (v) =

∑
v∈V

]Ev =
∑
v∈V

deg v.
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4.2 Spernerの補題
Definition 4.2.1. K を単体複体, V = V (K)をK の頂点集合とする.

1. S を集合とする. 写像 l : V → S を, K の（S に値をもつ）ラベリング (labeling)
という.

2. l : V → S を K のラベリングとし, T ⊂ S とする. τ ∈ K は, l(V (τ)) = T である

とき T 充満ラベル付き (fully labelled)であるという. S 充満ラベル付き である
とき充満ラベル付きであるという.

3. n単体 |v0 . . . vn|の細分（正確にはK(|v0 . . . vn|)の細分）K の [n] = {0, 1, . . . , n}
に値をもつラベリング l : V → [n] = {0, 1, . . . , n} は, 次の条件をみたすとき,
Sperner ラベリングという:

l(v) ∈ {i λi(v) 6= 0}

ただし λ : |v0 . . . vn| → Rn+1 を（{v0, . . . , vn}に関する）重心座標, λと第 i成分

への射影との合成を λi : |v0 . . . vn| → Rとする. つまり x =
∑
i λivi ∈ |v0 . . . vn|

に対し, λ(x) = (λ0, . . . , λn), λi(x) = λi. V ⊂ |K| = |v0 . . . vn|であることに注意
する.

Example 4.2.2. 1. l(vi) = i. v ∈ |vivj | ならば l(v) ∈ {i, j}. v ∈ |vivjvk| ならば
l(v) ∈ {i, j, k}.

2. 0単体 σ = |v0|の細分はK(σ) = {∅, σ}自身のみで, V = {v0}. よってラベリング
l : {v0} → [0] = {0}は一意に定まり（l(v0) = 0）, これは Sperner ラベリング.

Theorem 4.2.3 (Sperner の補題). ∆ = |v0 . . . vn| を n 単体, K を ∆ の細分, l : V =
V (K)→ [n]を K の Sperner ラベリングとする.
このとき, K は奇数個の充満ラベル付き単体を持つ.

Proof. 単体の次元 nに関する帰納法で示そう.
n = 0のときはあきらかに成り立つ.
n− 1次元まで成り立つと仮定する. K を n単体 |v0 . . . vn|の細分,

l : V = V (K)→ [n]

をK の Spernerラベリングとする.
σ ∈ K が充満ラベル付きならば dim σ = nなので, 充満ラベル付き n単体の個数が奇

数であることを示せばよい.
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まず, 次のことに注意する. σ ∈ K を K の n − 1 単体とする. もちろん σ ⊂ ∆̇ か
σ 6⊂ ∆̇のいずれかが成り立つ. K は n単体∆の細分なので, σ ⊂ ∆̇であれば σ < τ とな

る n単体 τ ∈ K がただ一つ存在し, σ 6⊂ ∆̇であれば σ < τ となる n単体 τ ∈ K がちょ
うど二つ存在する *5.
K の n− 1単体で, [n− 1]充満ラベル付きであるものをドアとよぶ. すなわち,

σ ∈ K がドア⇔ dim σ = n− 1 かつ l(V (σ)) = [n− 1].

K の任意の n単体 σには, ドア（σの面でドアであるもの）は高々二つしかない. また,
σ が充満ラベル付きであることと, ドアをただ一つ持つことは同値である. 実際, σ がドア
を持つとすると, σ = |u0 . . . un−1u|, l(uj) = j と書ける. l(u) ≤ n− 1ならば, σ はちょ
うど二つのドアを持ち, また, n 6∈ l(V (σ))だから充満ラベル付きではない. l(u) = nなら

ば, σ はただ一つのドアを持ち, 充満ラベル付きである.
∆の境界

∆̇ =
n⋃
i=0
|v0 . . . v̂i . . . vn|

に含まれるドアを考える. l が Spernerラベリングなので, σ ⊂ |v0 . . . v̂i . . . vn|であれば
i 6∈ l(V (σ))である. よって, i ≤ n− 1のとき |v0 . . . v̂i . . . vn|にはドアは無い. i = n, つ
まり |v0 . . . v̂i . . . vn| = |v0 . . . vn−1|の場合,

L = {σ ∈ K σ ⊂ |v0 . . . vn−1|}

とおくと, Lは単体複体であり, |v0 . . . vn−1|の細分である. また, l が Sperner ラベリン
グなので, l(V (L)) ⊂ [n− 1]であり, あきらかに l|V (L) : V (L)→ [n− 1]は Lの Sperner
ラベリングである. よって帰納法の仮定から, Lは奇数個の [n− 1]充満ラベル付き単体を
持つ. すなわち Lの元であるドアは奇数個ある.
次のグラフ Gを考える.
頂点集合 V (G)はK の n単体全体（をKn と書く）に一点付け加えたもの:

Kn : = {σ ∈ K dim σ = n} ,
V (G) = Kn ∪ {o}.

辺集合 E(G)は以下で定まるもの:

1. σ, τ ∈ Kn に対し, {σ, τ} ∈ E(G)⇔ σ ∩ τ がドアである.
2. σ ∈ Kn に対し, {o, σ} ∈ E(G)⇔ σ が Lの元であるドアを面に持つ.

Gの頂点の次数を考えよう.
σ ∈ Kn の n− 1面で Lの元であるものは高々一つである. また, 最初に注意したよう
に, Lの n − 1単体はただ一つの n単体の面である. よって, Lの元であるドアを面に持
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つ σ ∈ Kn の個数は, Lのドアの個数と等しい. したがって, oの次数は Lのドアの個数,
すなわち奇数である.
また, 任意の σ ∈ Kn に対し, σ の次数は σ のドアの数に等しい:

deg σ = ]
{
ρ < σ ρ はドア

}
実際,{

ρ < σ ρ はドア
}

=
{
ρ < σ ρ 6⊂ ∆̇, ρ はドア

}
q
{
ρ < σ ρ ⊂ ∆̇, ρ はドア

}
=
{
ρ < σ ρ 6⊂ ∆̇, ρ はドア

}
q
{
ρ < σ ρ ∈ L, ρ はドア

}
.

]
{
ρ < σ ρ ∈ L, ρ はドア

}
≤ 1なので

]
{
ρ < σ ρ ∈ L, ρ はドア

}
= 1

⇔
{
ρ < σ ρ ∈ L, ρ はドア

}
6= ∅

⇔{o, σ} ∈ E(G).

最初に注意したように, dim ρ = n− 1, ρ < σ, ρ 6⊂ ∆̇ならば, ρ = σ ∩ τ となる τ ∈ Kn

がただ一つ存在する. よって {
ρ < σ ρ 6⊂ ∆̇, ρ はドア

}
=
{
τ ∈ Kn σ ∩ τ はドア

}
= {τ ∈ Kn {σ, τ} ∈ E(G)} .

とくに deg σ ≤ 2だから deg σ が奇数⇔ deg σ = 1. また, deg σ = 1⇔ σ はドアをた

だ一つ持つ⇔ σ は充満ラベル付き.
グラフの奇数次数の頂点は偶数個で, oは奇数次数なので, σ ∈ Kn で deg σ が奇数のも

のが奇数個ある. つまり充満ラベル付き単体の個数は奇数.

*5 これを厳密に証明するのはちょっと細かい議論が必要だと思う. 直感的にはあきらかであろう.

4.3 Envy-free
目標であった Theorem 1.0.4:

Theorem 1.0.4 ([5, 2, 3]). n回のカットによる（つまり各 Pi が区間となる） envy-free
な n+ 1分配が存在する.
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の証明を与えよう. 証明は n = 2の場合と同様である.
「n回のカットによる envy-free な n+ 1分配」をきちんと定式化しておく.
I = [0, 1]を閉区間とする. I の n回カットというのは, I の n個の点を指定するという

ことなので, 集合

{(x1, . . . , xn) ∈ Rn 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ 1}

つまり n単体∆n
∗（Example 3.3.10）の点に他ならない. n回のカット x = (x1, . . . , xn) ∈

∆n
∗ により得られる n+ 1個のピースを P (x, 0), . . . , P (x, n)とする, すなわち

P (x, i) = [xi, xi+1]

と定める （ただし, x0 = 0, xn+1 = 1とおく）.
また, 閉区間の測度だけ考えれば十分である. したがって示したいことは次である.

Theorem 4.3.1. Fi : I → I（i ∈ [n] = {0, 1, . . . , n}）を単調増加連続関数で Fi(0) = 0,
Fi(1) = 1をみたすものとする. µi(a, b) = Fi(b)− Fi(a)により

µi : ∆2
∗ = {(a, b) 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} → I

を定め, 閉区間 [a, b]に対し, µi([a, b]) = µi(a, b)と定める.
このとき, ある点 x = (x1, . . . , xn) ∈ ∆n

∗ と, ある置換（全単射）π : [n] → [n] が存在
し, 任意の i, j ∈ [n]に対し

µi (P (x, π(i))) ≥ µi(P (x, j))

をみたす（ただし, P (x, j) = [xj , xj+1], x0 = 0, xn+1 = 1）.

まず, 近似解が（有限のステップで）得られること, すなわち次を示そう.

Theorem 4.3.2. 任意の ε > 0 に対し, ある点 x = (x1, . . . , xn) ∈ ∆n
∗ と, ある置換

π : [n]→ [n]が存在し, 任意の i, j ∈ [n]に対し

µi (P (x, π(i))) > µi(P (x, j))− ε

をみたす.

n = 2の場合と同様に, ∆n
∗ の細分上にうまく Sperner ラベリング を与えることで証明

する. そのために次を準備しよう.

Lemma 4.3.3. K を n次元単体複体とする. K の重心細分 SdK のラベリング

d : V (SdK) = {bσ σ ∈ K} → [n] = {0, 1, . . . , n}
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を
d(bσ) = dim σ

で定めると, SdK の任意の n単体は充満ラベル付きである.

0

1

0

1

0

1

2

0

0

0

0

0

0

0
1

1

1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

1

1 1

1

11

2

2

2

2

2

2

Proof. SdK の n単体は, K の単体の列

∅ 6= σ0 < · · · < σn ∈ K

の重心により張られる |bσ0 . . . bσn |という形のものである. di := d(bσi) = dim σi とおく

と, σi < σi+1 なので di < di+1 であり, dimK = nなので dn ≤ nである. よって

0 ≤ d0 < d1 < · · · < dn ≤ n

となる. したがって di = i（なぜか?）.

exercise 5. d0, . . . , dn が整数で,

0 ≤ d0 < d1 < · · · < dn ≤ n

をみたせば, 全ての iに対し di = iであることを示せ.

exercise 6. Sd ∆2 の [2] = {0, 1, 2}に値をもつラベリングで, 全ての 2単体が充満ラベ
ル付きとなるようなもの（つまり, 下の図の○に 0, 1, 2いずれかの番号をつけ, 小さい三
角形 6個それぞれの頂点に 0, 1, 2全ての番号がついているようにする）をなるべくたくさ
ん（出来れば全て）挙げよ.
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Theorem 4.3.2の証明. µ0, . . . , µn はコンパクト距離空間上の連続関数なので一様連続

である. よって, ある δ > 0 が存在し, 任意の 0 ≤ i ≤ n と, 任意の x = (x1, x2), y =
(y1, y2) ∈ ∆2

∗ に対し, ‖x− y‖ < δ ならば |µi(x1, x2)− µi(y1, y2)| < ε/2となる（関数が
n+ 1個（有限個）なので, あるいは disjoint union の上の連続関数と思うと, δ は iにも

よらずにとれる）.
この δ に対し, mesh Sdr ∆n

∗ < δ となる r ≥ 1 をとり（Lemma 3.5.7 を見よ）,
K = Sdr ∆n

∗ とおく. Lemma 4.3.3より, ラベリング

d : V (K)→ [n]

で, K の任意の n単体が充満ラベル付きとなるようなものがある. これを用いて新たなラ
ベリング

l : V (K)→ [n]

を以下のように定める. v ∈ V (K)は |K| = ∆n
∗ の点であるから, v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn,

0 ≤ v1 ≤ · · · ≤ vn ≤ 1と書ける. このとき,

l(v) = min
{
k µd(v)(P (v, k)) = max

j
µd(v)(P (v, j))

}
と定める. ただし v0 = 0, vn+1 = 1とおく. つまり, µd(v)(vk, vk+1)が最大となる k（が複

数あればそのうち一番小さいもの）を l(v)とする（d(v)番目の人に, [v0, v1], . . . , [vn, vn+1]
の中で一番好きなものを選んでもらう. ただし, 同じくらい好きなものがあれば, 番号の若
いものを選んでもらう）.
l は Sperner ラベリングである. 実際, v ∈ V (K) とする. 簡単のため µd(v) を µ,

Fd(v) を F と書く. v = (v1, . . . , vn) ∈ ∆n
∗ の重心座標は Example 3.3.10 で見たように

(v1 − v0, v2 − v1, . . . , vn+1 − vn) で与えられる. vj+1 − vj = 0 ならば, µ(P (v, j)) =
µ(vj , vj+1) = 0であるが,

µ(vi, vi+1) ≥ 0 (∀i)
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n∑
i=0

µ(vi, vi+1) =
n∑
i=0

(F (vi+1)− F (vi))

= F (vn+1)− F (v0)
= F (1)− F (0)
= 1

ゆえ µ(P (v, i)) = µ(vi, vi+1) > 0となる iが存在するので, l(v) 6= j. よって

l(v) ∈ {j vj+1 − vj 6= 0}

つまり lは Spernerラベリングである.
Sperner の補題より, （lにより）充満ラベル付きな n単体 σ ∈ K が存在する. K の任

意の n単体はラベリング dでも充満ラベル付きだったので,

l : V (σ) l−→ [n], d : V (σ) d−→ [n]

は全単射である. d(v) = iとなる v ∈ V (σ)を vi と書く.

i ∈ {0, . . . , n} [n] π // [n]

vi ∈
_

OO

{v0, . . . , vn} V (σ)
l

∼=
99

d ∼=

OO

全単射 π : [n] → [n]を π = l ◦ d−1 により定める. また, x = (x1, . . . , xn) ∈ σ を任意に
とる（とり方を指定したければ, 例えば x = bσ とする）. この xと π が求めるものであ

ることを示そう.
i ∈ [n]とする. d(vi) = iなので, π と lの定め方より,

π(i) = l ◦ d−1(i)
= l(vi)

= min
{
k µd(vi)

(
P (vi, k)

)
= max

j
µd(vi)

(
P (vi, j)

)}
= min

{
k µi

(
P (vi, k)

)
= max

j
µi
(
P (vi, j)

)}
よって,

µi
(
P (vi, π(i))

)
= max

j
µi
(
P (vi, j)

)
.

したがって任意の j ∈ [n]に対し

µi
(
P (vi, π(i))

)
≥ µi

(
P (vi, j)

)
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が成り立つ. vi, x ∈ σ であるから, 任意の k に対し,

‖(vik, vik+1)− (xk, xk+1)‖ ≤ ‖vi − x‖ ≤ δ(σ) ≤ meshK < δ

よって ∣∣µi (P (vi, k)
)
− µi (P (x, k))

∣∣ = |µi(vik, vik+1)− µi(xk, xk+1)| < ε/2

とくに

µi (P (x, π(i))) > µi
(
P (vi, π(i))

)
− ε/2

µi
(
P (vi, j)

)
> µi (P (x, j))− ε/2

したがって

µi (P (x, π(i))) > µi
(
P (vi, π(i))

)
− ε/2

≥ µi
(
P (vi, j)

)
− ε/2

> µi (P (x, j))− ε/2− ε/2
= µi (P (x, j))− ε.

さて, Theorem 4.3.1を証明しよう.

Proof. Theorem 4.3.2より, 各 k ∈ Nに対し, ある点 xk ∈ ∆n
∗ と, ある置換 πk : [n]→ [n]

が存在し, 任意の i, j ∈ [n]に対し,

µi
(
P (xk, πk(i))

)
> µi(P (xk, j))− 1

k

をみたす.
[n]から [n]への全単射は有限個（(n+ 1)!個）なので, ある置換 π が存在し, 無限個の
番号 k に対し πk = π となる *6 必要なら番号を付け替えて, 全ての k ∈ Nに対し πk = π

であるとしてよい *7.
∆n

∗ はコンパクトなので, 点列 {xk}は収束部分列を含む. 再び番号を付け替えて, 点列
{xk}は収束列であるとしてよい.
すなわち, ∆n

∗ の収束列 {xk} と, ある置換 π : [n] → [n] が存在し, 任意の i, j ∈ [n] に
対し

µi
(
P (xk, π(i))

)
> µi(P (xk, j))− 1

k

が成り立つ.
x = lim

k→∞
xk ∈ ∆n

∗
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とする. µi は連続なので,

µi (P (x, π(i))) = lim
k→∞

µi
(
P (xk, π(i))

)
≥ lim
k→∞

(
µi(P (xk, j))− 1

k

)
= µi(P (x, j)).

*6 [n]から [n]への全単射全体を S[n] と書く. p : N→ S[n] を p(k) = πk で定める.

N = p−1
(

S[n]
)

=
∐

π∈S[n]

p−1(π)

ゆえ, 少なくとも一つの π に対し p−1(π)は無限集合.
*7 N ⊃ p−1(π) の元を小さいほうから順に k1, k2, . . . とする. もちろん πkl

= π である. また {kl}l∈N は
狭義単調増加列なので kl ≥ l である. yl = xkl とおくと,

µi

(
P (yl, π(i))

)
= µi

(
P (xkl , πkl

(i))
)

> µi(P (xkl , j))−
1
kl

≥ µi(P (xkl , j))−
1
l

= µi(P (yl, j))−
1
l

となる. 点列 {xk}のかわりに {yk}を考えればよい.

4.4 Rental Harmony?

4.5 Brouwer の不動点定理と Sperner の補題
Brouwer の不動点定理

Theorem 4.5.1 (Brower). 任意の連続写像 f : Dn → Dn は不動点を持つ.

と Sperner の補題はほぼ同値である.
Sperner の補題から Brouwer の不動点定理を証明しよう. 証明の方法は, Theo-

rem 4.3.1, Theorem 4.3.2の証明と同様である.
Dn と標準的 n単体

∆n =

{
(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1

n∑
i=0

xi = 1, ∀i : xi ≥ 0

}
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は同相なので, 次の Theorem 4.5.2を示せばよい.

exercise 7. なぜか?

Theorem 4.5.2. 任意の連続写像 f : ∆n → ∆n は不動点を持つ.

先と同様, まず近似バージョンを示す.

Lemma 4.5.3. x = (x0, . . . , xn), y = (y0, . . . , yn) ∈ ∆n とする. このとき x = y ⇔
∀i ∈ [n] : xi ≤ yi.

Proof. 任意の i ∈ [n]に対し xi ≤ yi であるとする. x, y ∈ ∆n なので∑
i

xi =
∑
i

yi = 1

である. 任意の iに対し yi − xi ≥ 0なので,

0 ≤ yi − xi ≤
∑
i

(yi − xi) =
∑
i

yi −
∑
i

xi = 0

ゆえ yi = xi, よって y = x.

Theorem 4.5.4. f : ∆n → ∆n を連続写像とする. このとき, 任意の ε > 0に対し, あ
る x = (x0, . . . , xn) ∈ ∆n が存在し, 任意の 0 ≤ i ≤ nに対し,

f(x)i < xi + ε

が成り立つ.

Proof. ε > 0とする. ∆n はコンパクトだから f は一様連続なので, ある ε/2 > δ > 0が
存在し, 任意の x, y ∈ ∆n に対し, ‖x− y‖ < δ ならば, ‖f(x)− f(y)‖ < ε/2となる.
この δ に対し, mesh Sdr ∆n < δ となる r ≥ 1をとり, K = Sdr ∆n とおく.
x ∈ ∆n に対し, 集合 L(x) ⊂ [n]を

L(x) := {i ∈ [n] f(x)i < xi}

で定める.
L(v) = ∅となる v ∈ V (K)が存在すれば, 任意の i ∈ [n]に対し f(v)i ≥ vi となるから

f(v) = v なので, x = v とすればよい.
任意の v ∈ V (K)に対し L(v) 6= ∅であるとする. ラベリング l : V (K)→ [n]を,

l(v) = minL(v) = min {i f(v)i < vi}



4.5 Brouwer の不動点定理と Sperner の補題 57

により定める（l(v) ∈ L(v)であればよい）. f(v)i ≥ 0なので, vi = 0ならば i 6∈ L(v)ゆ
え l(v) 6= i. よって l(v) ∈ {i vi 6= 0}, つまり lは Sperner ラベリング.

Sperner の補題より, 充満ラベル付きな n単体 σ ∈ K が存在する.
x ∈ σ を任意にとると求める条件をみたすことを示そう. 実際, i ∈ [n]とする. σ は充

満ラベル付きなので, v ∈ V (σ)で l(v) = i, すなわち, f(v)i < vi となるものが存在する.
x, v ∈ σ ゆえ

‖x− v‖ ≤ δ(σ) ≤ meshK < δ

だから

|f(x)i − f(v)i| ≤ ‖f(x)− f(v)‖ < ε/2
|xi − vi| ≤ ‖x− v‖ < δ < ε/2

よって

f(x)i < f(v)i + ε/2
< vi + ε/2
< xi + ε/2 + ε/2
= xi + ε.

Theorem 4.5.2の証明. 各 k ∈ Nに対し, xk ∈ ∆n で, 任意の i ∈ [n]に対し

f(xk)i < xki + 1
k

となるものをとる. ∆n はコンパクトだから, 点列 {xk}は収束部分列を含む. x ∈ ∆n を

その極限点とすると, f は連続だから, 任意の i ∈ [n]に対し

f(x)i ≤ xi

が成り立つ. よって f(x) = x.

逆に Brouwer の不動点定理から次の（弱い）Sperner の補題を示そう.

Theorem 4.5.5. ∆ = |v0 . . . vn|を n単体, K を ∆の細分, l : V = V (K) → [n]を K

の Sperner ラベリングとする.
このとき, K は少なくとも一つ充満ラベル付き単体を持つ.

Lemma 4.5.6. （全単射）写像 s : [n] → [n] を s(i) = i + 1 (mod n + 1) で定める.
∅ 6= I ⊂ [n]を部分集合とする. s(I) ⊂ I ならば I = [n].

Proof. あきらか.
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Theorem 4.5.5の証明. 写像m : V (K)→ [n]を

m = s ◦ l : V (K) l−→ [n] s−→ [n]

で定め, f : V (K)→ {v0, . . . , vn}を

f(u) = vm(u)

で定める. f の拡張
|f | : ∆ = |K| → ∆

を考える（Definition 3.3.7参照）. |f |は連続であるから, Brouwer の不動点定理より不
動点を持つ.
xを不動点とする. x ∈ Intσ となる σ ∈ K が（ただ一つ）存在する. この σ が充満ラ

ベル付きであることを示そう.
x =

∑
λivi ∈ ∆とし, I = {i ∈ [n] λi 6= 0}とおく. σ の頂点集合を U とすると

x =
∑
u∈U

µuu, µu > 0

と書ける. j 6∈ I ならば u ∈ U の重心座標の j 成分は 0（なぜか?）であり, l は Sperner
ラベリング であるから, l(u) 6= j である. よって l(u) ∈ I である, すなわち l(U) ⊂ I.
xは不動点, すなわち x = |f |(x)ゆえ∑

i

λivi = x

= |f |(x)

=
∑

µuf(u)

=
∑

µuvm(u)

=
∑
i

 ∑
u∈m−1(i)

µu

 vi

よって係数を比べると

I =

i ∑
u∈m−1(i)

µu 6= 0


=
{
i m−1(u) 6= ∅

}
= m(U)

さて,

s(l(U)) = m(U) = I
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なので

]l(U) ≥ ]I
で,

l(U) ⊂ I
なので,

l(U) = I

である. よって

s(I) = s(l(U)) = I

したがって I = [n].

l(U) = I = [n]

だから σ は充満ラベル付き.
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これまでに学んだ（かもしれない）であろう事で必要なことをまとめておく. 証明がつ
いていないものは幾何学序論の私の講義ノート [4]にあると思う.

A.1 同値関係

Definition A.1.1. 集合 X 上の関係が次の 3つの条件:

1.（反射律, reflexive law ） x ∼ x,
2.（対称律, symmetric law ） x ∼ y ⇒ y ∼ x,
3.（推移律, transitive law ） x ∼ y かつ y ∼ z ⇒ x ∼ z

を満たすとき, 関係 ∼は集合 X 上の同値関係 (equivalence relation) であるという.

Definition A.1.2. 関係 ∼ を集合 X 上の同値関係とする. X の要素 a ∈ X に対し, a
と同値な要素全体のなす X の部分集合

Ca = {x ∈ X x ∼ a}

を aの同値類 (equivalence class) という. aの同値類を [a], ā等と書くことも多い.
x ∈ Ca をひとつとることを, xを Ca の代表元 (representative)としてとるという.

Definition A.1.3. X を集合, ∼を X 上の同値関係とする.

1. 同値類の全体 {Ca a ∈ X} を X/ ∼ と書き, 同値関係 ∼ による X の商集合

(quotient set) という.
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2. a ∈ X を Ca ∈ X/∼にうつす写像

X // X/∼

a

∈ � // Ca

∈

を自然な写像 あるいは商写像, 自然な射影などという.

Proposition A.1.4. X を集合, ∼を X 上の同値関係とし, π : X → X/∼をこの関係
による商集合への自然な射影, すなわち x ∈ X に, xを含む同値類 Cx ∈ X/∼を対応さ
せる写像とする.
f : X → Y を写像とする. 次は同値である.

1. x ∼ x′ ⇒ f(x) = f(x′).
2. f = f̄ ◦ π となるような写像 f̄ : X/∼ → Y が存在する.

X
f //

π

��

Y

X/∼ .
∃f̄

<<

さらに, このような写像 f̄ は一意的である. この写像 f̄ を f により誘導される写像

(induced map)という.
具体的に書けば f̄(Cx) = f(x)である.

Corollary A.1.5. X,Y を集合, ∼, ≈をそれぞれ X, Y 上の同値関係, p : X → X/∼,
q : Y → Y/≈をそれぞれ自然な射影とする.
f : X → Y を写像とする. 次は同値である.

1. x ∼ x′ ⇒ f(x) ≈ f(x′).
2. q ◦ f = f̄ ◦ pとなるような写像 f̄ : X/∼ → Y/≈が存在する.

X
f //

p

��

Y

q

��
X/∼

∃f̄
// Y/≈ .

この f̄ は f̄(Cx) = Cf(x) により与えられる.

Proof. q ◦ f : X → Y/≈に Prop. A.1.4を使えばよい.
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A.2 群の作用

Definition A.2.1. X を集合, Gを群とする. 写像 µ : X ×G→ X が与えられ, 次の条
件をみたすとき, Gは X に (µにより)右から作用するという.

1. µ(µ(x, g), h) = µ(x, gh).
2. µ(x, e) = x. ただし e ∈ Gは単位元.

しばしば, µ(x, g) ∈ X を x · g あるいは xg と書く. この書き方をすると上の条件は

1. (xg)h = x(gh).
2. xe = x.

と書ける.
同様に, 写像 ν : G × X → X が与えられ, 次の条件をみたすとき, G は X に (ν によ

り)左から作用するという.

1. ν(h, ν(g, x)) = ν(hg, x).
2. ν(e, x) = x. ただし e ∈ Gは単位元.

しばしば, ν(g, x) ∈ X を g · xあるいは gxと書く. この書き方をすると上の条件は

1. h(gx) = (hg)x.
2. ex = x.

と書ける.

Lemma A.2.2. Gが X に左から作用しているとする. g ∈ Gに対し, 写像 νg : X → X

を νg(x) = ν(g, x) = g · xで定める. 次が成り立つ.

1. νh ◦ νg = νhg.
2. νe = 1X .

特に νg は全単射で, νg−1 がその逆写像を与える.

Proof.

νh(νg(x)) = h · (g · x) = (hg) · x = νhg(x)
νe(x) = e · x = x = 1X(x)

νg ◦ νg−1 = νgg−1 = νe = 1X
νg−1 ◦ νg = νg−1g = νe = 1X
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Lemma A.2.3. G が X に左から作用しているとする. 写像 µ : X × G → X を

µ(x, g) = g−1 · xと定めることにより Gは X に右から作用する.

Proof.

µ(µ(x, g), h) = h−1 · µ(x, g) = h−1 · (g−1 · x)
= (h−1g−1) · x = (gh)−1 · x = µ(x, gh)

µ(x, e) = e−1 · x = e · x = x

Lemma A.2.4. Gが X に右から (左から)作用しているとする. X における関係 ∼を
x ∼ y⇔

def
∃g ∈ G : x = y · g (x ∼ y⇔

def
∃g ∈ G : x = g · y)により定めると ∼は同値関係

である.

Proof. 右作用の場合のみ示す.

1. x = x · eゆえ x ∼ x.
2. x ∼ y とすると, x = y · g となる g ∈ G がある. y = y · e = y · (gg−1) =

(y · g) · g−1 = x · g−1 ゆえ y ∼ x.
3. x ∼ y かつ y ∼ z とすると, x = y · g, y = z · hとなる g, h ∈ Gがある. このとき
x = y · g = (z · h) · g = z · (hg)ゆえ x ∼ z.

Definition A.2.5. G が X に右から作用しているとき, 上の同値関係による商集合を
X/Gと書き, X を Gで割った集合という.
同様に Gが X に左から作用しているとき, 上の同値関係による商集合を G\X と書き,

X を Gで割った集合という. また, G\X を X/Gと書くことも多い.

Remark . Gが X に左から作用しているとき, Lem. A.2.3により与えられる右作用を考
えると, これらの作用の定める同値関係は同じであることが g · y = (g−1)−1 · y = y · g−1

より分かる.

Example A.2.6. H を Gの部分群とする. 群の積 G×H → G により H は Gに右か

ら作用する. この作用による同値関係 ∼は g ∼ k ⇔ k−1g ∈ H により与えられる. 実際,
g ∼ k とすると g = khとなる h ∈ H がある. よって k−1g = h ∈ H. 一方, k−1g ∈ H
とすると h = k−1g とおけば h ∈ H で kh = g.
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A.3 部分空間

Definition A.3.1. (X,O)を位相空間, A ⊂ X を部分集合とする. Aの部分集合族 OA
を

OA = {A ∩O O ∈ O}

と定めると, OA は A の位相となる. この位相を X による A の相対位相 (relative
topology) という.
位相空間の部分集合に相対位相をいれて位相空間と見たとき, 部分空間 (subspace) と
いう.

部分空間への写像の連続性を調べる際, 次は有用である.

Proposition A.3.2. X,Y を位相空間, B ⊂ Y を部分空間, i : B → Y を包含写像とす

る. このとき,
写像 f : X → B が連続⇔合成 i ◦ f : X → Y が連続.

exercise 8. 証明せよ.

A.4 直積空間

Definition A.4.1. {(Xλ,Oλ)}λ∈Λ を位相空間の族とする. 直積集合
∏
λ∈Λ Xλ に, 部

分集合の族 ⋃
λ∈Λ

{
p−1
λ (O) O ∈ Oλ

}
が生成する位相 (この位相を直積位相 という) をいれた位相空間を, 族 {(Xλ,Oλ)}λ∈Λ

の直積空間または弱位相による直積空間という. ただし pλ :
∏
Xλ → Xλ は標準的射影.

直積集合には普通とくにことわらなければ直積位相をいれる.

直積位相でよく使う/大事なのは次の性質である.

Theorem A.4.2. {Xλ}λ∈Λ を位相空間の族, X =
∏
λ∈Λ Xλ を直積空間, Aを位相空間

とする.

1. 各 λ ∈ Λに対し連続写像 fλ : A→ Xλ が与えられているとする.
このとき連続写像 f : A→ X で, 全ての λに対し pλ ◦ f = fλ をみたすものがただ

ひとつ存在する.
2. f : A→ X を写像とする.
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f が連続であるための必要十分条件は全ての λに対し pλ ◦ f : A→ Xλ が連続とな

ることである.

exercise 9. 1. 直積空間の位相は, 全ての λ ∈ Λに対し pλ が連続となるような, 最
弱の位相であることを示せ.

2. pλ は開写像であることを示せ.
3. pλ が閉写像とはならないような例を挙げよ.
4. Theorem A.4.2を証明せよ.

A.5 商空間

Definition A.5.1. (X,OX)を位相空間, Y を集合, f : X → Y を写像とする. Y の部
分集合族

Of =
{
O ⊂ Y f−1(O) ∈ OX

}
は Y に位相を与える. この位相を f による等化位相といい, 位相空間 (Y,Of ) を f によ

る等化空間という.

Definition A.5.2. 関係 ∼を位相空間 X 上の同値関係とする. 商集合 X/∼に, 自然な
射影 π : X → X/∼による等化位相を与えたものを同値関係 ∼による商空間という.
定義により, 「 O ⊂ X/∼が開集合⇔ π−1(O)が開集合」である.

Definition A.5.3. X を位相空間, A ⊂ X を空でない部分空間とする. A×A ⊂ X ×X
の生成する同値関係による商空間を部分空間 Aを一点に縮めた空間といい, X/Aと書く.

Remark . A×A ⊂ X×X の生成する同値関係とは, A×Aを含む最小の同値関係（A×A
を含む同値関係全ての共通部分）.
具体的に書けば, A×A ∪∆(X). あるいは

x ∼ y ⇔ x = y または x, y ∈ A

等化位相, 商空間でよく使う/大事なのは次の性質である.

Theorem A.5.4. X,Z を位相空間, Y を集合, f : X → Y を写像とし, Y に f による等

化位相を入れる. g : Y → Z を写像とする.
このとき gが連続であるための必要十分条件は g ◦f : X → Z が連続であることである.

X

f

��

g◦f // Z

Y

g

>>
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Theorem A.5.5. X,Y を位相空間, ∼ を X 上の同値関係, X/∼ を商空間, π : X →
X/∼を自然な射影とする.
f : X → Y を写像とし, 次が可換であるとする（Proposition A.1.4参照）.

X
f //

π

��

Y

X/∼
f̄

==

このとき, f̄ が連続であるための必要十分条件は f が連続であることである.

exercise 10. 1. Definition A.5.1の Of は位相であることを示せ.
2. Definition A.5.1で, f による等化位相は, f を連続にする最強の位相であることを
示せ.

3. Theorem A.5.4を証明せよ.
4. Theorem A.5.5を証明せよ.

A.6 ハウスドルフ空間

Definition A.6.1. 位相空間 X がHausdorff（ハウスドルフ）空間 である⇔
def
任意の

相異なる２点 x, y ∈ X に対し, xの近傍 U と y の近傍 V で, U ∩ V = ∅ となるものが存
在する.

exercise 11. 位相空間 X が Hausdorff空間である⇔任意の相異なる２点 x, y ∈ X に
対し, xを含む開集合 O と y を含む開集合 O′ で, O ∩O′ = ∅ となるものが存在する.

Example A.6.2. 距離空間は Hausdorff 空間である. 実際 X を距離空間, x, y ∈ X,
x 6= y とすると, ε = d(x, y)/2 > 0で, Uε(x) ∩Uε(y) = ∅.

Theorem A.6.3. Hausdorff空間において, １点は閉集合である.

Theorem A.6.4. Hausdorff空間の部分空間も Hausdorff.

もう少し一般的に次が成り立つ.

Proposition A.6.5. X を位相空間, Y をHausdorff空間とする. 連続な単射 f : X → Y

が存在すれば X も Hausdorff.

Proof. a, b ∈ X, a 6= b とする. f は単射だから f(a) 6= f(b) である. Y は Hausdorff
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だから f(a) の近傍 U と, f(b) の近傍 V で U ∩ V = ∅ となるものがある. f は連続な
ので f−1(U), f−1(V ) はそれぞれ a, b の近傍で, f−1(U) ∩ f−1(V ) = f−1 (U ∩ V ) =
f−1(∅) = ∅.

Theorem A.6.6. X,Y を位相空間とする. このときX × Y が Hausdorff ⇔ X,Y とも

に Hausdorff.

Remark . 無限個の直積に対しても同様なことが成り立つ. 証明もほぼ同じ.

Theorem A.6.7. X を位相空間とする. このとき, X が Hausdorff ⇔ 対角線集合

∆ = {(x, x) x ∈ X}が X ×X の閉集合.

Corollary A.6.8. X を位相空間, Y を Hausdorff空間, A ⊂ X とし, f, g : X → Y を

連続写像とする. このとき次が成り立つ.

1. X の部分集合
C := {x ∈ X f(x) = g(x)}

は閉集合である.
2. f と g が部分集合 A上一致すれば, Aa 上一致する.

Example A.6.9. Rを 1次元ユークリッド空間とする. 連続関数 f, g : R → Rが Q上
一致するならば f = g である.

Corollary A.6.10. X を位相空間, Y を Hausdorff空間とする. 写像 f : X → Y が連

続ならばグラフ
Γf := {(x, y) ∈ X × Y y = f(x)}

は X × Y の閉集合.

A.7 コンパクト空間

Definition A.7.1. 1. 位相空間X がコンパクト (compact) である⇔
def
X の任意の

開被覆が有限部分被覆をもつ.
2. 位相空間X の部分集合 Aがコンパクトである⇔

def
部分空間 Aがコンパクトである.

Remark . コンパクト Hausdorff空間のことをコンパクトといい, この定義 A.7.1の条件
をみたす空間を準コンパクト (quassi-compact) ということもある.

Proposition A.7.2. A1, A2 ⊂ X がコンパクトならば A1 ∪A2 もコンパクトである.
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Theorem A.7.3. コンパクト空間の閉部分集合はコンパクトである.

Theorem A.7.4. コンパクト空間の連続写像による像はコンパクトである.

Remark . コンパクト集合の連続写像による逆像はコンパクトとは限らない. 例えば R上
の定数関数を考えてみよ.

Theorem A.7.5. X, Y ともにコンパクトなら X × Y もコンパクト.

Remark . 無限個の直積の場合も同様なことが成り立つ（チコノフ (Tikhonov) の定理）
が, こちらは選択公理が必要（選択公理と同値）であり証明はもう少し面倒.

Theorem A.7.6. コンパクト空間の無限部分集合は集積点をもつ.

Proof. X をコンパクト空間とする. X 6= ∅としてよい. A ⊂ X が集積点をもたないなら
ば Aは有限集合であることを示せばよい.
任意の x ∈ Xに対し, xはAの集積点ではないので, xを含む開集合Oxで, (A− {x})∩

Ox = ∅となるものが存在する.

∅ = (A− {x}) ∩Ox = A ∩ {x}c ∩Ox = A ∩Ox ∩ {x}c

だから
A ∩Ox ⊂ {x}

である. 各 x ∈ X に対し, この様な Ox をとる. {Ox}x∈X は X の開被覆である. X はコ
ンパクトなので, x1, . . . , xn ∈ X で,

X =
n⋃
i=1

Oxi

となるものが存在する.

A = A ∩X

= A ∩

(
n⋃
i=1

Oxi

)

=
n⋃
i=1

A ∩Oxi

⊂
n⋃
i=1
{xi} = {x1, . . . , xn}

だから, Aは有限集合.

Corollary A.7.7. コンパクト距離空間の任意の点列は収束する部分列を含む.
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Proof. X をコンパクト距離空間, {xn} を X の点列とする. A = {xn n ∈ N} とおく.
Aが有限集合であれば, ある x ∈ X が存在し, 無限個の番号 nに対し xn = xとなるので

よい.
Aが無限集合であれば, Aは集積点をもつ. x ∈ X を集積点とすると, 任意の k ∈ Nに
対し, U 1

k
(x) ∩ Aは無限集合であるので, xnk

∈ U 1
k
(x), nk < nk+1 となる数列 {nk}k が

とれる. 部分列 {xnk
}k は xに収束する.

Remark . 逆も成り立つ. すなわち, 距離空間 X においては, X はコンパクトである⇔
任意の点列は収束する部分列を含む.

A.8 コンパクト Hausdorff空間
Theorem A.8.1. Hausdorff空間のコンパクト集合は閉集合である.

Corollary A.8.2. コンパクト Hausdorff 空間の部分集合がコンパクトであるための必
要十分条件は閉集合であること.

Proof. Thm. A.7.3, A.8.1よりあきらか.

Corollary A.8.3. コンパクト空間から Hausdorff空間への連続写像は閉写像である.

Proof. Thm. A.7.3, A.7.4, A.8.1よりあきらか.

Corollary A.8.4. コンパクト空間から Hausdorff 空間への連続な全単射は同相写像で
ある.

Corollary A.8.5. X をコンパクト空間, Y を Hausdorff 空間, f : X → Y を連続な全

射とする. X 上の同値関係 ∼を, x ∼ x′ ⇔ f(x) = f(x′)により定める. このとき, 誘導
写像 f̄ : X/∼→ Y は同相写像である.

X
f //

π

��

Y

X/∼
f̄

==

Proof. X はコンパクトで, 商写像 π : X → X/∼ は連続な全射なので, Theorem A.7.4
より, X/∼もコンパクト.
f が連続なので, A.5.5より f̄ は連続である. f = f̄ ◦ π が全射なので, f̄ も全射. 同値
関係の定め方より, あきらかに f̄ は単射.
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すなわち, f̄ はコンパクト空間から Hausdorff空間への連続な全単射である. よって同
相写像.

A.9 コンパクト距離空間

Definition A.9.1. (X, dX), (Y, dY )を距離空間とする.
写像 f : X → Y が一様連続 (uniformly continuous) である ⇔

def
任意の ε > 0 に対

し, ある δ > 0が存在して, dX(x, x′) < δ ならば dY (f(x), f(x′)) < εとなる.

明かに一様連続ならば連続である.

exercise 12. 一様連続ならば連続であることを示せ.

X がコンパクトのときは逆も言える.

Theorem A.9.2. (X, dX) をコンパクト距離空間, (Y, dY ) を距離空間とする. このと
き, 写像 f : X → Y が連続ならば, f は一様連続である.

Proof. ε > 0とする.
点 a ∈ X に対し, f : X → Y は点 aで連続なので, ある δa > 0が存在し, dX(a, x) <

2δa ならば dY (f(a), f(x)) < ε/2となる.
各 a ∈ X に対し, この様な δa を一つとる *8. {Uδa

(a)}a∈X は X の開被覆で, X はコ
ンパクトなので, ある a1, . . . , an ∈ X が存在し,

X =
n⋃
i=1

Uδi
(ai)

となる. ただし見やすさのため δi = δai とおいた.
δ := mini δi とおく. δ > 0である.
x, x′ ∈ X, dX(x, x′) < δ とする. x ∈ X =

⋃n
i=1 Uδi

(ai)ゆえ, ある 1 ≤ i ≤ nが存在

し, x ∈ Uδi
(ai), すなわち dX(ai, x) < δi である. よって dY (f(ai), f(x)) < ε/2. また

dX(ai, x′) ≤ dX(ai, x) + dX(x, x′)
< δi + δ

≤ δi + δi = 2δi

ゆえ dY (f(ai), x′) < ε/2. したがって

dY (f(x), f(x′)) ≤ dY (f(x), f(ai)) + dY (f(ai), f(x′))
< ε/2 + ε/2 = ε.
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*8 例えば
min {1, sup {δ dX(a, x) < 2δ ⇒ dY (f(a), f(x)) < ε/2}}

A.10 Rn

Rn = {(x1, x2, . . . , xn)|xi ∈ R}

の点 x = (x1, . . . , xn)に対し, その大きさ（ユークリッドノルム）を

‖x‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi)2

で定める. どこかで学んだことがあると思うが, 次が成り立つ.

1.（a）‖x‖ ≥ 0.
（b）‖x‖ = 0⇔ x = 0.

2. 任意の a ∈ Rと x ∈ Rn に対し, ‖ax‖ = |a|‖x‖.
3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

この講義では ‖x‖を |x|と書くことがあるかもしれない.
Rnの２点 x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)に対し xと yのユークリッド距離 d(x, y)
を

d(x, y) = ‖x− y‖

で定めるとこれは Rn 上の距離関数である.
このノートでは, 特に断らなければ Rn にはこの距離をいれ, 常にこの距離の定める位
相を入れる.

Proposition A.10.1. d∞(x, y), d1(x, y)を

d∞(x, y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|

d1(x, y) =
n∑
i=1
|xi − yi|

で定めるとこれらは Rn 上の距離関数であり, これらの定める位相はユークリッド距離の
定める位相と等しい.
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Proposition A.10.2. Rn の位相は, Rの n個の直積空間としての位相と等しい.

Corollary A.10.3. X を位相空間, B ⊂ Rn を部分空間, f : X → B を写像とする. こ
のとき, f が連続であることと, 任意の 1 ≤ i ≤ nに対し, pi ◦ f : X → Rが連続であるこ
とは同値. ただし, pi : B → Rは, 包含と第 i成分への射影 Rn → Rの合成.

Proposition A.10.4. 足し算, 掛け算, 逆数

R2 3 (x, y) 7→ x+ y ∈ R
R2 3 (x, y) 7→ xy ∈ R
R \ {0} 3 x 7→ 1/x ∈ R

は連続.

Corollary A.10.5. 線形写像 f : Rn → Rm は連続.

Proof. 行列を使って書けば, 各成分は足し算と掛け算で書ける.

Theorem A.10.6 (Heine-Borel). ユークリッド空間 Rn の部分集合がコンパクトであ
るための必要十分条件は有界閉集合であること.

つづく...
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