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i

凡例
• N：自然数全体

Z：整数全体
Q：有理数全体
R：実数全体
C：複素数全体
これらには, 必要ならば, 特にことわらないかぎり, 通常の加法, 乗法, 距離および
（Cを除いては）順序を与えるものとする.

• Rn の距離あるいは位相は, 特にことわらないかぎり, ユークリッド距離により定ま
るものとする.

• A⇔
def

B は, 左辺 Aを右辺 B で定義することを意味する.
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第 1章

集合と写像

1.1 集合
【定義 1.1.1】 数や物の集まりを集合といい, 集合を構成している各々の数や物を要素ま
たは元（げん）という.

aが集合 Aの要素であることを記号で a ∈ A（または A 3 a）と表し, aは Aに属する
という. aが Aの要素でないときは a 6∈ A （または A 63 a）と表す.

【定義 1.1.2】 A, B を集合とする. B の要素がすべて Aの要素であるときB は Aに含
まれる , あるいはAは B を含む といって, A ⊃ B または B ⊂ Aと表す. このとき B は
Aの部分集合であるという.

つまり
B ⊂ A⇔

def
∀x(x ∈ B ⇒ x ∈ A)

【定義 1.1.3】 A ⊃ B かつ B ⊃ Aのとき A = B と定める.

【定義 1.1.4】 要素をひとつも持たない集合を空集合といって, 記号 ∅で表す.

見直し� �
【定義 1.1.5】 集合を要素とする集合を集合族とよぶ.

I を集合とし, I の各要素 iに対して, ひとつの集合 Ai が対応しているとする. この
とき全ての Ai からなる集合族 {Ai i ∈ I}を I で添字付けられた集合族 といい, I

をこの集合族の添字集合という. この集合族を {Ai}i∈I などと表す.� �
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1.2 集合の演算
【定義 1.2.1】 1. A, B を集合としたとき, A, B の少なくとも一方に属する要素を

全部集めたものを Aと B の合併集合（または和, 結び）といって, A ∪ B で表す.

つまり
A ∪ B =

{
x x ∈ Aまたは x ∈ B

}
2. Aと B の両方に属する要素を全部集めたものを Aと B の共通集合（または積, 交
わり）といって, A ∩ B で表す.

つまり
A ∩ B =

{
x x ∈ Aかつ x ∈ B

}
A ∩ B ＝∅のとき, Aと B は互いに素という.

3. Aに属して, B に属さない要素の全体を Aから B を引いた差集合といって, A−B

または A \ B で表す.

つまり
A − B =

{
x x ∈ Aかつ x 6∈ B

}
4. ある集合 X を固定して, X の部分集合についてのみ考えるとき, X − A を A の
（X に関する）補集合といって Ac であらわす. このとき X を全体集合という.

5. A = {Ai i ∈ I}を集合 I で添字付けられた集合族とする. このとき少なくともど
れかひとつの Ai に属する要素全部を集めたものを Aの合併集合（または和集合）
といって ∪

i∈I
Ai または ∪{Ai i ∈ I}あるいは ∪A等と表す.

つまり ∪
i∈I

Ai = {x ∃i ∈ I(x ∈ Ai)}

また, 全ての Ai に属する要素を全部集めたものを {Ai i ∈ I} の共通集合といっ
て ∩

i∈I
Ai または ∩{Ai i ∈ I}あるいは ∩A等と表す.

つまり ∩
i∈I

Ai = {x ∀i ∈ I(x ∈ Ai)}

特に I = Nのとき, ∩
i∈N

Ai を
∞
∩

i=1
Ai, ∩

i∈N
Ai を

∞
∩

i=1
Ai とも書く.

6. X を集合としたとき, X の部分集合の全てを要素としてもつ集合を X の巾（べき
）集合といって P(X)で表す.

つまり
P(X) = {A A ⊂ X}
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7. X を集合, A ⊂ X を X の部分集合とする. 次で定義される X 上の関数 χA を A

の（X 上の）特性関数という.

χA(x) =

{
1 (x ∈ A)
0 (x 6∈ A)

X 上の特性関数の全体を 2X で表す.

8. X, Y を空でない集合とするとき, 集合

X × Y = {(x, y) x ∈ X, y ∈ Y }

を X と Y の直積という.

問題

1. 任意の集合 Aについて, ∅ ⊂ Aおよび A ⊂ Aが成り立つことを説明せよ.

2. A, B, C を集合とする. A ⊃ B かつ B ⊃ C ならば A ⊃ C を示せ.

3. 集合 A, B, C に対し次を示せ.

(1) A ⊂ C かつ B ⊂ C ⇒ A ∪ B ⊂ C

(2) A ⊃ C かつ B ⊃ C ⇒ A ∩ B ⊂ C

4. X を全体集合, A, B をその部分集合とする. 次を示せ.

(1) A − B = A ∩ Bc

(2) (Ac)c = A

5. X を全体集合, A, B をその部分集合とする. 次を示せ.

(1) (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc

(2) (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc

6. A, B, C, Dを集合とする. 次の等式を示せ.

(A ∩ B) ∪ (C ∩ D) = (A ∪ C) ∩ (A ∪ D) ∩ (B ∪ C) ∩ (B ∪ D)

7. X を集合とする. X の部分集合 A, B に対して演算 ·と ⊕を次のように定義する.

A · B = A ∩ B, A ⊕ B = (A ∪ B) − (A ∩ B)

このとき,

(1) 演算 ·および ⊕は交換法則, 結合法則をみたすことを示せ.

(2) 演算 · に関する単位元は存在するかどうか調べよ. 存在するときは, 各元の逆
元があるかどうか調べよ.

(3) 演算 ⊕についても (2)と同じことを調べよ.
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(4) 分配法則 (A ⊕ B) · C = A · B ⊕ B · C が成り立つかどうか調べよ.

8. 次のことを示せ. ただし各 Ai はある全体集合 X の部分集合.

(1) (∩
i∈I

Ai

)c

=
∪
i∈I

Ac
i

(2) (∪
i∈I

Ai

)c

=
∩
i∈I

Ac
i

9. 次のことを示せ.

(1)

A ∪

(∩
i∈I

Bi

)
=
∩
i∈I

(A ∪ Bi)

(2)

A ∩

(∪
i∈I

Bi

)
=
∪
i∈I

(A ∩ Bi)

10. R の部分集合 An (n ∈ N) が次で与えられるとき, それぞれについて
∞
∪

n=1
An と

∞
∩

n=1
An を求めよ.

(1) An =
(
0, 1

n

)
(2) An =

[
0, 1

n

)
(3) An =

[
0, 1

n

]
(4) An =

(
1
n , 1
]

(5) An =
[

1
n , 1
]

(6) An = (−n, n)

(7) An = [n,∞)

11. x ∈ Rに対し, Rの部分集合 Ax を Ax = [0, x)により定める. このとき ∩
x>1

Ax を
求めよ.

12. 集合 A1, A2, . . . に対して

lim
n

An =
∞∩

n=1

( ∞∪
k=n

Ak

)

lim
n

An =
∞∪

n=1

( ∞∩
k=n

Ak

)

とするとき, 次の問に答えよ.
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(1) lim An ⊂ lim An を示せ.

(2) A1 ⊃ A2 ⊃ · · · のとき lim An = lim An =
∞
∩

n=1
An であることを示せ.

(3) A1 ⊂ A2 ⊂ · · · のとき (2)のようなことがいえるかどうか調べよ.

(4)

An =

{
{n, n + 1, n + 2, . . . } n : 偶数
{1, 2, . . . , n} n : 奇数

であるとき limAn, limAn を求めよ.

13. (A × B) ∩ (C × D) = (A ∩ C) × (B ∩ D)を示せ.

14. X, Y を集合, A ⊂ X, B ⊂ Y を部分集合とする. このとき X × Y において
(A × B)c = (Ac × Y ) ∪ (X × Bc) であることを示せ.

1.3 写像
【定義 1.3.1】 X, Y を集合とする. X の各要素 x ∈ X に対して Y の要素 yがただひと
つ対応するような対応を X から Y への写像という. 対応 f が X から Y への写像である
とき f : X → Y と表す.

より形式的には, X から Y への写像 f とは, 直積 X × Y の部分集合であって, 任意の
x ∈ X に対し (x, y) ∈ f となる y ∈ Y がただひとつ存在するものである. (§1.5参照)

【定義 1.3.2】 f : X → Y を写像とする.

1. f により x ∈ X が y ∈ Y に対応しているとき y を f(x) で表し, xの f による像
という.

2. X の部分集合 Aに対して, Y の部分集合

{f(x) x ∈ A} ⊂ Y

を, 集合 Aの f による像 といって f(A)で表す.

3. X を f の定義域, f(X)を f の値域あるいは像
という.

4. Y の部分集合 B に対して, f(x) ∈ B となる x ∈ X の全体を, f による B の逆像
といい, f−1(B)で表す. つまり

f−1(B) = {x f(x) ∈ B} ⊂ X

【定義 1.3.3】 f : X → Y を写像とする.

1. f(X) = Y であるとき, f は X から Y への上への写像または全射であるという.
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つまり
∀y ∈ Y, ∃x ∈ X, f(x) = y

2. x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2)が成り立つとき, f は 1対 1 または単射であるという.

3. 1 対 1 かつ上への写像であるとき, 全単射であるという.

【定義 1.3.4】 写像 f : X → Y が単射のとき, 各 y ∈ f(X)に対して f(x) = y となる
x ∈ X がただひとつ存在する. この xを f−1(x)と書くと f−1 は f(X)から X への写像
となる. これを f の逆写像という. 特に f が全単射であれば, f−1 は Y から xへの写像
になる.

【定義 1.3.5】 f : X → Y , g : Y → Z を写像とする. このとき x ∈ X に対して
g(f(x)) ∈ Z を対応させる写像を f と g の合成 といって, g ◦ f で表す.

つまり

g ◦ f : X → Z

(g ◦ f)(x) = g(f(x))

【定義 1.3.6】 集合 X の各要素をそれ自身にうつす X から X への写像を X の恒等写
像という. 恒等写像を IdX や 1X といった記号で表すことが多い. つまり

IdX : X → X

IdX(x) = x

見直し� �
【定義 1.3.7】 X を集合, A ⊂ X を部分集合とする. Aの要素 a ∈ Aを X の要素
a ∈ X と見ることにより得られる Aから X への写像を包含写像という.

つまり i : A → X を包含写像とすると i(a) = a.

また, i : A → X が包含写像であるとき, i : A ↪→ X と書くこともある.� �
【定義 1.3.8】 集合 X, Y に対し, X から Y への写像全体のなす集合を Y X と表す.

つまり
Y X =

{
f f は X から Y への写像 f : X → Y

}

問題

15. n ∈ Nに対して nの約数の個数 d(n)を対応させる写像 d : N → Nについて次の問
に答えよ.
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(1) d−1({2})はどんな集合か.

(2) d−1({3})はどんな集合か.

(3) d−1({4})はどんな集合か.

(4) dは 1対 1か. また上への写像か.

16. X, Y を集合, f : X → Y を写像とする. A1, A2 をX の, B1, B2 を Y の部分集合
とするとき次を示せ.

(1) A1 ⊂ A2 ⇒ f(A1) ⊂ f(A2)

(2) B1 ⊂ B2 ⇒ f−1(B1) ⊂ f−1(B2)

また次の等式が成り立つかどうかを調べ, 成り立つときには証明し, 成り立たない
ときには反例を挙げよ.

(3) F (A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2)

(4) F (A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2)

(5) f−1(B1 ∪ B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2)

(6) f−1(B1 ∩ B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2)

(7) f が単射のときの (3)～(6)

(8) f が全射のときの (3)～(6)

17. X, Y を集合, f : X → Y を写像, AをX の, B を Y の部分集合とするとき次の等
式が成り立つかどうか調べよ. 等式が成り立たない場合, いずれかの包含関係が成
り立つならばそれを示せ.

(1) A = f−1(f(A))

(2) B = f(f−1(B))

18. X, Y , Z を集合, f : X → Y , g : Y → Z を写像とする. このとき次を示せ.

(1) f , g がともに全単射ならば g ◦ f も全単射であり, (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 で
ある.

(2) g ◦ f が全射ならば g も全射である.

このときさらに g が単射であれば f は全射である.

(3) g ◦ f が単射ならば f も単射である.

このときさらに f が全射であれば g は単射である.

19. R≥0 = {x ∈ R x ≥ 0}, R≤0 = {x ∈ R x ≤ 0}とする. x ∈ Rに対して f(x) =

x2 という対応を考える. f を以下のような写像と考えたとき, それぞれ（イ）単射
かどうか, （ロ）全射かどうか, を答えよ. また単射の場合は逆写像を求めよ.

(1) f : R → R
(2) f : R → R≥0

(3) f : R≥0 → R
(4) f : R≤0 → R≥0
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20. n ∈ Nとする. X = {1, 2, . . . , n}のとき P(X)の個数および 2X の個数を求めよ.

21. X を集合とする. 写像 χ : P(X) → 2X を χ(A) = χA で定める. χは全単射であ
ることを示せ. また, χの逆写像はどのようなものか.

22. X を全体集合とする. 部分集合 A,B ⊂ X の特性関数を a, bとするとき, 次のこと
を示せ.

(1) A ⊂ B ⇔ a(x) ≤ b(x) ∀x ∈ X

(2) A ∩ B の特性関数を cとすると, c(x) = min {a(x), b(x)} = a(x)b(x)

(3) A ∪ B および Ac の特性関数を a, bで表せ.

(4) A 4 B の特性関数を a, bで表せ.

ただし A 4 B は
A 4 B = (A − B) ∪ (B − A)

により与えられる集合で Aと B の対称差と呼ばれる.

23. n ∈ Nとする. X = {1, 2, . . . , n}のとき次のものを求めよ.

(1) X から X への写像の個数
(2) X から X への単射の個数
(3) X から X への全射の個数

24. X = {1, 2, 3}, Y = {1, 2, 3, 4, 5}とするとき, 次のものの個数を求めよ.

(1) X から Y への写像
(2) X から Y への全射
(3) X から Y への単射
(4) Y から X への写像
(5) Y から X への全射
(6) Y から X への単射

25. 写像 π : R × R → R を π(x, y) = x により定める. このとき π−1 ([0, 1]) を図示
せよ.

26. 関数 f : R → Rを f(x) = sin xにより定める. このとき f−1
([

0, 1
2

])
を求めよ.

27. Nから集合 {0, 1}への写像全体 F = {0, 1}N を考える. 各 n ∈ Nと i ∈ {0, 1}に
対し, F の部分集合 C(n, i)を C(n, i) = {f ∈ F f(n) = i} により定める. また
F の部分集合からなる集合 E を

E =
{
A A ⊂ F, Aは, 有限個の C(n1, ii), . . . , C(nk, ik)の積集合として表せる.

}
により定める. このとき次のことは成り立つか.

(1) A,B ∈ E ⇒ A ∩ B ∈ E
(2) A ∈ E ⇒ Ac ∈ E
(3) A,B ∈ E ⇒ A ∪ B ∈ E
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(4) A1, A2, · · · ∈ E ⇒
∞
∪

n=1
An ∈ E

1.4 直積,直和
【定義 1.4.1】 {Xi i ∈ I}を I で添字付けられた集合族とする. I から ∪{Xi i ∈ I}
への写像 f であって ∀i ∈ I(f(i) ∈ Xi) となるものの全体を {Xi i ∈ I}の直積といい,∏

i∈I Xi と書く. 直積の元 f を (xi : i ∈ I)という記号で表す. ただし xi = f(i)である.∏
i∈I

Xi =
{

f f ∈ (∪i∈IXi)
I
,∀i ∈ I(f(i) ∈ Xi)

}
= {(xi : i ∈ I) ∀i ∈ I, xi ∈ Xi}

特に I = {1, 2, . . . , n}や I = Nのとき,
∏

i∈I Xi を
∏n

i=1 Xi や
∏∞

i=1 Xi とも書く.

【定義 1.4.2】 集合族 {Xi i ∈ I}に対し, 直積 I ×∪
i
Xi の部分集合

∐
i∈I Xi を以下で

定め, 集合族 {Xi i ∈ I}の直和または非交和という.∐
i∈I

Xi = {(i, x) i ∈ I, x ∈ Xi} ⊂ I ×
∪
i∈I

Xi

特にふたつの集合 A, B の非交和を A
∐

B とかく. (形式的には, A, B ふたつの集合から
なる集合 (族)を I = {A,B}とし, {A, B}を I (つまりそれ自身)で添字付けられた集合
族と考える.)

問題

28. 直積
∏2

i=1 Xi から X1 × X2(定義 1.2.1 8) への写像 ϕ :
∏2

i=1 Xi → X1 × X2 を
ϕ(f) = (f(1), f(2))で定める. f は全単射であることを示せ.

29. 集合族 {Xi i ∈ I} に対し, 直和
∐

i∈I Xi から和集合
∪

i∈I Xi への写像
π :
∐

i∈I Xi →
∪

i∈I Xi を π(i, x) = xで定める. π は全射であることを示せ.

さらに, 任意の i, j ∈ I (i 6= j)に対し Xi ∩ Xj = ∅であれば, π は全単射であるこ
とを示せ.

1.5 関係
【定義 1.5.1】 X, Y を集合とする. 直積集合X ×Y の部分集合をX と Y の間の関係ま
たは X から Y への対応という.

特に X = Y であるとき X 上の関係 という.
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Rを X と Y の間の関係, すなわち R ⊂ X × Y とする. X の要素 x ∈ X と Y の要素
y ∈ Y について, (x, y) ∈ Rであるとき xRy と書く.

見直し� �
何か問題を加える� �

1.6 同値関係
【定義 1.6.1】 集合 X 上の関係 ∼（つまり ∼⊂ X × X）が次の 3つの条件:

(i)（反射律） x ∼ x

(ii)（対称律） x ∼ y ⇒ y ∼ x

(iii)（推移律） x ∼ y かつ y ∼ z ⇒ x ∼ z

を満たすとき, 関係 ∼は集合 X 上の同値関係 であるという.

【定義 1.6.2】 関係 ∼を集合 X 上の同値関係とする. X の要素 a ∈ X に対し, aと同
値な要素全体のなす X の部分集合

Ca = {x x ∈ X, x ∼ a} ⊂ X

を aの同値類という. 同値類は次の性質をもつ（問題 30参照）:

(i) a ∈ Ca

(ii) a ∼ b ⇒ Ca = Cb

(iii) a 6∼ b ⇒ Ca ∩ Cb = ∅

したがって, 同値類の全体のなす集合 {Ca a ∈ X} は X を互いに素な部分集合に, 余す
ところなく分割する. この分割を同値関係 ∼による X の類別という.

同値類の全体 {Ca a ∈ X}を X/∼と書き, 同値関係 ∼による X の商集合という.

また a ∈ X を Ca ∈ X/∼にうつす写像

X // X/∼

a

∈ � // Ca

∈

を自然な写像 あるいは商写像, 自然な射影などという.
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問題

30. 集合 X 上の同値関係 ∼による a ∈ X の同値類を Ca で表すとき, 次のことが成り
立つことを示せ.

(1) a ∈ Ca

(2) a ∼ b ⇒ Ca = Cb

(3) a 6∼ b ⇒ Ca ∩ Cb = ∅
31. n ∈ Nとする. a, b ∈ Zに対し, a − bが nで割り切れるとき a ≡ b (mod n)と記
す. この関係 ≡は Z上の同値関係であることを示せ. また, この関係による Zの商
集合はどのような集合か.

32. 平面上の図形に関する次の各関係は同値関係であることを示せ.

(1) ふたつの三角形が合同（≡）である.

(2) ふたつの三角形が相似（∝）である.

(3) ふたつの三角形の面積が等しい（=）.

(4) ふたつの直線が平行（//）である（ただし二直線が一致する場合も平行である
とみなす）.

33. Rにおいて, x ∼ y ⇔
def

x − y ∈ Zにより関係 ∼を定めると, これは同値関係である
ことを示せ.

34. N × Nにおいて, (l,m) ∼ (p, q)⇔
def

l + q = m + pにより関係 ∼を定めると, これ
は同値関係であることを示せ. また, N × N/∼はどのような集合か.

35. X, Y を集合, f : X → Y を写像とする. X における関係 ∼ を x ∼ y ⇔
def

f(x) =

f(y)により定めると, これは同値関係であることを示せ.

X のこの関係 ∼による商集合を X とする： X = X/∼. π : X → X を自然な写
像, すなわち x ∈ X に, xを含む同値類 Cx ∈ X を対応させる写像とする. このと
き, π は全射であることを示せ. また, 単射 f : X → Y が存在して, f = f ◦ π と表
されることを示せ.

X
f //

π

��

Y

X

∃f

??



12 第 1章 集合と写像

見直し� �
ちょっと難しいか

36. X を平面上の三角形全体の集合とする. 問題 32 (1)の記号で, X/≡はどのよ
うな集合か.

37. X を平面上の三角形全体の集合とする. 問題 32 (2)の記号で, X/∝はどのよ
うな集合か.� �

38. X を平面上の三角形全体の集合とする. 問題 32 (3)の記号で, X/=はどのような
集合か.

39. Y を平面上の直線全体の集合とする. 問題 32 (4)の記号で, Y/ // はどのような集
合か.

40. 問題 33で定めた R上の同値関係 ∼を考えると, 各実数 xは区間 [0, 1)内のひとつ
の実数と同値であり, また, [0, 1)内の相異なるふたつの実数は同値でない. さらに
0 ∼ 1であるから, R/∼は, 周の長さが 1の円周とみなすことができる.

このことにならって, R × Rにおける次の同値関係による商集合はどう考えればよ
いかを調べよ.

(1) (x, y) ∼ (z, w)⇔
def

x − y ∈ Z かつ y = w

(2) (x, y) ' (z, w)⇔
def

x − y ∈ Z かつ y − w ∈ Z
41. E を集合とする. E の巾集合 P(E)における関係 ∼を, A ∼ B ⇔

def
A4B が有限集

合, により定める. ここで A 4 B は Aと B の対称差（問題 22 (4)参照）である.

また, 空集合 ∅は有限集合である（定義 1.8.2参照）. このとき, 次の問に答えよ.

(1) ∼は同値関係であることを示せ.

(2) 空集合 ∅と同値な集合は何か.

42. N2 = N × Nにおいて, 関係 ∼を (m,n) ∼ (p, q)⇔
def

mq = npにより定める. この
とき, 次の問に答えよ.

(1) 関係 ∼は同値関係であることを示せ.

(2) この関係 ∼ による商集合を E = N2/∼ とし, π : N2 → E を商写像とすると
き, π(m, n) 	 π(p, q) = π(mp, nq) によって, E における演算（すなわち, 写
像 E × E → E）が定められることを示せ.

注. このためには, 	 が welldefined であることを示す必要がある. すな
わち, π(m,n) = π(m′, n′), π(p, q) = π(p′, q′) のとき π(m,n) 	 π(p, q) =

π(m′, n′) 	 π(p′, q′)であることを示さなくてはならない.

(3) 写像 f : N → E を, f(n) = π(n, 1) によって定めると, f は単射であり,

f(mn) = f(m) 	 f(n)であることを示せ.

(4) (m,n), (p, q) ∈ N2 とする. 等式 π(m,n) 	 x = π(p, q) をみたすような元
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x ∈ E を求めよ.

43. X を集合とし, S を X 上の関係, すなわち部分集合 S ⊂ X × X とする.

(1) R0 = X × X を X 上の関係とみると, これは同値関係であることを示せ. ま
た, x, y ∈ X が xR0y であるのはどのようなときか.

(2) X 上の関係 RS を
RS =

∩
S⊂R⊂X×X
R は同値関係

R

により定める. このとき RS はX 上の同値関係であることを示せ. この同値関
係をS の生成する同値関係という.

(3) 関係 ∼を X 上の同値関係で, 任意の x, y ∈ X について xSy ⇒ x ∼ y である
ものとする. このとき, x ∈ X の ∼による同値類を C∼

x , RS による同値類を
CS

x とすると, CS
x ⊂ C∼

x であることを示せ.

1.7 順序関係
【定義 1.7.1】 集合 X 上の関係 ≤が次の 3つの条件:

(i)（反射律） x ≤ x

(ii)（反対称律） x ≤ y かつ y ≤ x ⇒ x = y

(iii)（推移律） x ≤ y かつ y ≤ z ⇒ x ≤ z

を満たすとき, 関係 ≤は集合 X 上の順序関係 または半順序関係
であるという. またこのとき X を順序集合または半順序集合という.

順序集合X のふたつの要素 x, y が x ≤ y か y ≤ xの少なくとも一方をみたしていると
き, xと y は比較可能であるという. X の任意のふたつの要素が比較可能であるとき, こ
の順序を全順序 または線形順序
といい, X を全順序集合という.

【定義 1.7.2】 X を順序集合, A ⊂ X を部分集合とする.

1. X の要素 x ∈ X が Aの上界である⇔
def
任意の a ∈ Aに対し a ≤ xである.

2. X の要素 x ∈ X が Aの下界である⇔
def
任意の a ∈ Aに対し x ≤ aである.

3. Aが上界をもつとき, Aは上に有界 であるという.

Aが下界をもつとき, Aは下に有界 であるという.

4. Aの要素M で, Aの上界であるものが存在するとき, M を Aの最大元という. 最
大元は存在すればただひとつであるので, それを maxAと書く.
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5. Aの要素 mで, Aの下界であるものが存在するとき, mを Aの最小元という. 最
小元は存在すればただひとつであるので, それを minAと書く.

6. A の上界全体のなす集合に最小元が存在するとき, それを A の上限または最小上
界といって supAで表す.

7. A の下界全体のなす集合に最大元が存在するとき, それを A の下限または最大下
界といって inf Aで表す.

8. M ∈ A とする. M ≤ a かつ M 6= a となる A の要素 a ∈ A が存在しないとき,

（つまり, M より大きい要素が Aの中にないとき）M を Aの極大元という.

9. m ∈ Aとする. a ≤ mかつm 6= aとなる Aの要素 a ∈ Aが存在しないとき, （つ
まり, mより小さい要素が Aの中にないとき）mを Aの極小元という.

問題

44. Nにおいて, mが nの約数であることをm|nで表すとき, この関係 |は順序である
ことを示せ.

45. X を集合とする. 巾集合 P(X)において, 包含関係 ⊂は順序であるが, 線形順序で
はないことを示せ.

46. X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}とする. a, b ∈ X に対し, a ≤ b⇔
def

aが bの約数と
定義したとき, この順序に関して, 次のものを求めよ.

(1) X の最大元と最小元
(2) X の極大元と極小元
(3) supX と inf X

(4) A = {1, 2, 3} ⊂ X のとき, supAと inf A

(5) A = {6, 7, 8} ⊂ X のとき, supAと inf A

47. X を空でない集合とする. F ⊂ P(X)が次の 3つの条件をみたしているとする.

(i) ∅ 6∈ F
(ii) A ∈ F かつ A ⊂ B ⇒ B ∈ F
(iii) A,B ∈ F ⇒ A ∩ B ∈ F
（このとき F は X 上のフィルターであるという.）
X から Rへの写像全体のなす集合 RX における関係 ∼

F
を以下のように定める.

f ∼
F

g ⇔
def

{x ∈ X f(x) = g(x)} ∈ F

(1) ∼
F
は同値関係であることを示せ.

RX を同値関係 ∼
F
で類別し, f ∈ RX の同値類を Cf で表す. Cf , Cg の間に関係 ≤
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を以下のように定める.

Cf ≤ Cg ⇔
def

{x ∈ X f(x) ≤ g(x)} ∈ F

(2) この関係 ≤が welldefinedであることを示せ.

(3) この関係 ≤は RX/∼
F
上の順序関係であることを示せ.

(4) この順序 ≤が線形順序かどうかを調べよ.

1.8 集合の濃度
【定義 1.8.1】 ふたつの集合 Aと B の間に全単射が存在するとき, Aと B は対等である
といい, A ∼ B で表す. このとき Aと B は同じ濃度あるいは同じ基数をもつという. A

の濃度を ]Aや |A|で表す.

【定義 1.8.2】 nを自然数とする. 集合 {1, 2, . . . , n}と対等な集合の濃度は nと定義す
る. また空集合 ∅の濃度は 0と定める. 濃度が nまたは 0 である集合を有限集合という.

有限集合でない集合を無限集合という.

【定義 1.8.3】 自然数全体の集合 Nと対等な集合を可算集合という. 可算集合の濃度を
ℵ0（アレフゼロ）で表す. 有限集合と可算集合を総称してたかだか可算な集合という.

実数全体の集合 Rは可算ではない. Rの濃度を連続体の濃度 という.

【定義 1.8.4】 αと β を与えられた濃度とする. A, B を |A| = α, |B| = β であるよう
な集合とすると, 集合 A

∐
B, A × B, AB の濃度は A, B の選び方によらず α, β のみに

より定まる. そこで αと β の和 α + β, 積 αβ, 巾 αβ を次のように定義する.

1. α + β = |A
∐

B|
2. αβ = |A × B|
3. αβ = |AB |

【定義 1.8.5】 A, B を集合とする. Aが B のある部分集合と対等であるとき, |A| ≤ |B|
とかく. |A| ≤ |B| かつ |A| 6= |B| であるとき, |A| < |B| とかいて, |A| は |B| より小さ
いあるいは |B|は |A|より大きいという.

【Cantorの定理】 |X| < P(X)（あるいは |X| < 2|X|）

【Bernsteinの定理】 |X| ≤ |Y |かつ |Y | ≤ |X|ならば |X| = |Y |

【濃度比較可能定理】 任意の濃度 α, β に対して, α < β, α = β, α > β のいずれかひと
つが成立する.
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問題

48. Cantorの定理を以下のように証明せよ.

X を与えられた集合とする.

(1) |X| ≤ |P(X)|を示せ.

次に, |X| = |P(X)| と仮定すると, 定義から, 全単射 f : X → P(X) が存在する.

この f を用いて
A = {x ∈ X x 6∈ f(x)}

とおく.

(2) 集合 Aを用いて矛盾を導け.

49. 次を示せ.

(1) ℵ0 + ℵ0 = ℵ0

(2) ℵ0 · ℵ0 = ℵ0

(3) ℵn
0 = ℵ0

(4) ℵℵ0
0 6= ℵ0

50. 集合の濃度に関しての不等式 |A| ≤ |B|は順序関係の条件をみたすことを示せ.

51. 可算個の可算集合 A1, A2, . . . ,の和
∞
∪

n=1
An は可算であることを示せ.

52. (1) N × Nと Nの濃度は等しいことを示せ.

(2) Q × Qと Qの濃度は等しいことを示せ.

(3) R × Rと Rの濃度は等しいことを示せ.

53. (1) Rから {0, 1}への写像全体の濃度は Rの濃度より大きいことを示せ.

(2) Rから Rへの関数全体の濃度は Rの濃度より大きいことを示せ.

54. R上の互いに交わらない区間（ただし 1点でも空でもないとする）は, どううまく
とっても高々可算個しかとれないことを示せ.

55. X を平面上の円盤全体の集合とする.

(1) X の濃度は Rの濃度と等しいことを示せ.

(2) Y を X の部分集合で, 任意の D1, D2 ∈ Y に対し, D1 6= D2 ⇒ D1 ∩ D2 = ∅
となっているものとする. このとき, Y の濃度は高々可算であることを示せ.

56. Nから Rへの関数全体の濃度は Rの濃度と等しいことを示せ.

57. Rから Rへの連続関数全体の濃度は Rの濃度と等しいことを示せ.
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1.9 選択公理, Zornの補題, 整列可能定理
【選択公理】 {Xi}i∈I を集合 I で添字付けられた集合族で, 任意の i ∈ I についてXi 6= ∅
とする. このとき, 各 i ∈ I に対しXi の要素を選んで対応させる写像が存在する. つまり,

写像 ϕ : I → ∪
i∈I

Xi で, 任意の i ∈ I に対し ϕ(i) ∈ Xi となるものが存在する. このこと
は
∏

i∈I Xi 6= ∅とも表せる.

【定義 1.9.1】 X を順序集合とする. X の任意の全順序部分集合（すなわちX の部分集
合で全順序部分集合になっているもの）が上界をもつとき, X を帰納的順序集合という

【Zornの補題】 帰納的順序集合は少なくともひとつの極大元をもつ.

【定義 1.9.2】 集合 X が整列集合であるとは, X が全順序集合であり, X の空でない任
意の部分集合が最小限をもつことである.

【整列可能定理】 任意の集合は, うまく順序を定義してやることで整列集合にすることが
できる.

【定理 1.9.3】 選択公理, Zornの補題および整列可能定理は互いに同値である.

問題

58. X を無限集合とする. このとき次のことを示せ.

(1) a ∈ X を固定する. Fa = {A A ⊂ X, a ∈ X} とおくと, Fa は X 上の極
大なフィルターであることを示せ. ただしフィルターの間の順序は, F1 ≤
F2 ⇔

def
F1 ⊂ F2 により定める. また, フィルターの定義は問 47参照.

(2) F0 =
{
A A ⊂ X, Acは有限集合

}
とおくと, F0 はフィルターであることを

示せ. また, 極大フィルターではないことを示せ.

（ヒント：BもBcもF0に属さない集合を考えて, G = {A A ⊂ X, B ∪ A ∈ F0}
を考える.）

(3) F0 を含む極大フィルターが存在することを Zornの補題により証明せよ.

59. Rの部分集合 H で, 次の条件をみたすものが存在することを示せ.

条件： 任意の r ∈ Rは, 有限個の h1, . . . hn ∈ H と, 有限個の q1, . . . , qn ∈ Qを用
いて,

r = q1h1 + · · · + qnhn

とただひととおりに表せる.

（ヒント：Rの部分集合で, Q上一次独立な集合の全体を考え, Zornの補題を使う.

ここに, A ⊂ RがQ上一次独立とは, 有限個の a1, . . . , an ∈ Aを任意にとるとこれ
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らが Q上一次独立である, すなわち, q1a1 + · · · + qnan = 0となる q1, . . . , qn ∈ Q
は q1 = · · · = qn = 0しかないことをいう.）

1.10 実数の上限, 下限, 上極限, 下極限
【Weierstrassの定理】 実数全体の集合 R に数の大小関係による順序を与えて順序集
合とみる. このとき, Rの空でない任意の部分集合は, 上に（下に）有界ならば, その上限
（下限）が存在する.

【定理 1.10.1】集合 Rを, Rに 2点 {+∞,−∞}をつけ加えた集合とする. 任意の x ∈ R
に対し −∞ < x < +∞と定めると, Rの順序とあわせて, Rは順序集合になる.

Rにおいては, Weierstrassの定理が, 空集合や有界でない集合に対しても成り立つ. つ
まり, A ⊂ Rが上に有界でなければ supA = +∞といった具合である.

【定義 1.10.2】 {an}を実数列とする.

数列 {an} を an = sup {ai i ≥ n} により定める. この数列の下限 inf {an n ∈ N}
を, もとの数列 {an}の上極限 といい, lim sup an で表す.

つまり,

lim sup an = inf {an n ∈ N} = inf
n

(
sup
i≥n

ai

)
同様に数列 {an} を an = inf {ai i ≥ n} により定める. この数列の上限

sup {an n ∈ N}を, もとの数列 {an}の下極限 といい, lim inf an で表す.

つまり,

lim inf an = sup {an n ∈ N} = sup
n

(
inf
i≥n

ai

)

問題

60. A ⊂ Rが次の集合のとき, supA, inf A, max A, minAを求めよ.

(1) A = (0, 1)

(2) A = [0, 1)

(3) A =
{

n+1
n n = 1, 2, . . .

}
(4) A =

{
1
n n = 1, 2, . . .

}
∪ {n n = 1, 2, . . . }

(5) A = {sin n n = 1, 2, . . . }
61. A ⊂ Rとする. 次を示せ.

(1) supA ≤ b ⇔ ∀a ∈ A, b ≥ a

(2) supA ≥ b ⇔ ∀ε > 0, ∃a ∈ A, b − ε < a
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(3) inf A ≥ b ⇔ ∀a ∈ A, b ≤ a

(4) inf A ≤ b ⇔ ∀ε > 0, ∃a ∈ A, b + ε > a

62. A,B を上に有界な実数の集合とし, A + B = {a + b a ∈ A, b ∈ B}とする. この
とき次のことを示せ.

(1) sup(A ∪ B) = max {supA, supB}
(2) sup(A + B) = sup A + sup B

63. 有界な実数列 {an}∞n=1 に対して, an = sup {ai i ≥ n}, an = inf {ai i ≥ n}と
おくと, 数列 {an}は単調増加, {an}は単調減少となることを示せ.

64. 実数列 {an}について次の問に答えよ. ただし b ∈ Rとする.

(1) 次を示せ.

lim sup an = b

⇔ 任意の ε > 0に対し次の i, iiが成り立つ.

i. ある番号 n0 から先の iでは ai < b + εである
ii. 無限個の番号 iに対して ai > b − εである

(2) 次の□の中を埋めて正しい命題にせよ.

lim inf an = b

⇔ 任意の ε > 0に対し次の i, iiが成り立つ.

i. ある番号 n0 から先の iでは である
ii. 無限個の番号 iに対して である

65. 実数列 {an}について, lim inf an ≤ lim sup an を示せ.

66. 実数列 {an}について,

lim
n→∞

an が存在する⇔ lim inf an = lim sup an

であることを示せ. またこのとき,

lim
n→∞

an = lim inf an = lim sup an

であることを示せ.

67. 次で与えられる数列 {an}の上極限と下極限を求めよ.

(1) an = (−1)n

(2) an =
(
1 + 1

n

)
· (−1)n

(3) an = sin n
3 π

(4) an =
(

1
2 + (−1)n

)n
(5) an = sin n

68. 実数列 {an} について, lim inf an = lim
n→∞

an, lim sup an = lim
n→∞

an を示せ. ただ
し an, an は問 63で定めたものである.

69. 実数列 {an}, {bn}および p ∈ Rについて以下のことを示せ.
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(1) lim sup(−an) = − lim inf an

(2) ∀n, an ≤ bn ⇒ lim sup an ≤ lim sup bn かつ lim inf an ≤ lim inf bn

(3) p > 0ならば, lim sup pan = p lim sup an かつ lim inf pan = p lim inf an

(4) p < 0ならば, lim sup pan = p lim inf an かつ lim inf pan = p lim sup an

70. 実数列 {an}, {bn} について以下の不等式を示せ. また, 等号が成立しない例を挙
げよ.

(1) lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn

(2) lim inf(an + bn) ≥ lim inf an + lim inf bn

以下 an > 0, bn > 0とする.

(3) lim sup(anbn) ≤ (lim sup an) (lim sup bn)

(4) lim inf(anbn) ≥ (lim inf an) (lim inf bn)

71. 実数列 {an}, {bn}について, {an}が収束列であるとき次の等式を示せ.

(1) lim sup(an + bn) = lim sup an + lim sup bn

(2) an > 0, bn > 0のとき,

lim sup(anbn) =
(

lim
n→∞

an

)
lim sup bn

72. an > 0である実数列 {an}と α ∈ Rについて, 次を示せ.

(1) lim sup an

an−1
< α とすると, ある番号 n0 があって, n > n0 に対し an <

αn−n0an0 となる.

(2) lim sup n
√

an ≤ lim sup an

an−1

(3) lim inf an

an−1
≤ lim inf n

√
an

1.11 追加
問題

73. X, Y を集合, f : X → Y を写像とする.

(1) f は全単射⇔ ∃g : Y → X, g ◦ f = 1X , f ◦ g = 1Y

(2) f は単射
⇔

f ◦ u = f ◦ v ⇒ u = v (∀Z, ∀u, v : Z → X)

Z
u //
v

// X
f // Y

(3) f は全射
⇔
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u ◦ f = v ◦ f ⇒ u = v (∀Z, ∀u, v : Y → Z)

X
f //Y

u //
v

//Z

74. {Xi i ∈ I}を集合 I で添字付けられた集合族とする.

(1) 各 j ∈ I に対し, 写像 pj :
∏

i∈I Xi → Xj を p((xi)) = xj により定める. （こ
れを標準的射影という.）Aを集合とし, 各 i ∈ I に対し写像 fi : A → Xi が与
えられているとする. このとき, 写像 f : A →

∏
i∈I Xi で, 全ての i ∈ I に対

し pi ◦ f = fi をみたすものがただひとつ存在することを示せ.

(2) 各 j ∈ I に対し, 写像 ιj : Xj →
∐

i∈I Xi を ιj(x) = (j, x)により定める. （こ
れを標準的包含という.）Aを集合とし, 各 i ∈ I に対し写像 fi : Xi → Aが与
えられているとする. このとき, 写像 f :

∐
i∈I Xi → Aで, 全ての i ∈ I に対

し ιi ◦ f = fi をみたすものがただひとつ存在することを示せ.

A

fi

��8
88

88
88

88
8

f //
∏
i∈I

Xi

pi

����
��

��
��

A
∐
i∈I

Xi
foo

Xi Xi

fi

\\8888888888
ιi

??��������

75. X, Y , Z を集合, f : X → Z, g : Y → Z を写像とする. 以下で定義される X × Y

の部分集合
X ×Z Y = {(x, y) f(x) = g(y)} ⊂ X × Y

をX と Y のZ上のファイバー積という. 写像 g′ : X×ZY → X, f ′ : X×ZY → Y

をそれぞれ g′(x, y) = x, f ′(x, y) = y により定める. 次の問に答えよ.

(1) f ◦ g′ = g ◦ f ′ を示せ.

(2) Aを集合, u : A → X, v : A → Y を写像で f ◦ u = g ◦ v をみたすものとする.

このとき, 写像 h : A → X ×Z Y で u = g′ ◦ h, v = f ′ ◦ hをみたすものがただ
ひとつ存在することを示せ.

(3) f が単射ならば, f ′ も単射であることを示せ.

(4) f が上への写像ならば, f ′ もそうであることを示せ.

(5) Y が Z の部分集合で, g : Y ↪→ Z が包含写像であるとする. このとき, 全単射
h : f−1(Y ) → X ×Z Y で g′ ◦h : f−1(Y ) → X が包含写像, f ′ ◦h : f−1(Y ) →
Y が f の f−1(Y ) への制限となっているものがただひとつ存在することを
示せ.
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A
u

&&
v

  

h ##
X ×Z Y

g′
//

f ′

��

X

f

��
Y g

// Z.

76. X, Y , Z を集合, f : Z → X, g : Z → Y を写像とする. 標準的包含により X, Y

を X
∐

Y の部分集合とみなす. X
∐

Y における関係

R = {(f(z), g(z)) z ∈ Z}

の生成する同値関係を考え, これによる X
∐

Y の商集合を X
∐

Z Y で表し, X と
Y の Z による融合和という. 写像 g′ : X → X

∐
Z Y , f ′ : Y → X

∐
Z Y を標準的

包含と自然な射影の合成とする. 次の問に答えよ.

(1) g′ ◦ f = f ′ ◦ g を示せ.

(2) Aを集合, u : X → A, v : Y → Aを写像で u ◦ f = v ◦ g をみたすものとする.

このとき, 写像 h : X
∐

Z Y → Aで, u = h ◦ g′, v = h ◦ f ′ をみたすものがた
だひとつ存在することを示せ.

(3) E を集合とする. X, Y ⊂ E, Z = X ∩ Y で, f : Z → X, g : Z → Y が包含写
像であるとき, X

∐
Z Y は自然に X ∪ Y と同一視できることを示せ.

「自然に」とはどういうことだろうか.

A

X
∐

Z
Y

h

bb

X
g′

oo

u

ll

Y

f ′

OO
v

UU

Z

f

OO

g
oo

77. X, Y を集合, f, g : X → Y を写像とする.

(1) X の部分集合K を

K = {x f(x) = g(x)} ⊂ X

により定め, k : K ↪→ X を包含写像とする.

Aを集合, u : A → X を写像で, f ◦ u = g ◦ uをみたすものとする. このとき,

写像 h : A → K で u = k ◦ hをみたすものがただひとつ存在することを示せ.
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(2) Y × Y の部分集合

{(f(x), g(x)) x ∈ X} ⊂ Y × Y

の生成する同値関係による Y の商集合を C とし, q : Y → C を商写像とする.

Aを集合, u : Y → Aを写像で, u ◦ f = u ◦ g をみたすものとする. このとき,

写像 h : C → Aで u = h ◦ q をみたすものがただひとつ存在することを示せ.

K
k // X

f //
g

// Y X
f //
g

// Y
q //

u

��

C

h��
A

u

OO

h

``

A
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第 2章

距離空間

2.1 距離空間
【定義 2.1.1】 X を集合とする. X × X 上定義された実数値関数

d : X × X → R

が次の３つの条件をみたすとき X 上の距離関数という.

(i) (1) 任意の x, y ∈ X について d(x, y) ≥ 0

(2) d(x, y) = 0 ⇔ x = y

(ii) 任意の x, y ∈ X について d(x, y) = d(y, x)

(iii) (三角不等式) 任意の x, y, z ∈ X について d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

集合 X とその上の距離関数 d が与えられたとき, 組 (X, d) を距離空間という. また
x, y ∈ X に対し実数 d(x, y)を xと y の距離という.

【定義 2.1.2】 (X, d)を距離空間とする.

1. 点 x ∈ X と ε ∈ Rに対し, 集合 U(x, ε) = {y ∈ X d(x, y) < ε} ⊂ X を点 xのε

近傍 という.

2. O ⊂ X が X の開集合⇔
def

∀x ∈ O に対し ∃ε > 0, U(x, ε) ⊂ O

3. F ⊂ X が X の閉集合⇔
def

F c が X の開集合.

4. U ⊂ X が点 xの近傍⇔
def

x ∈ O ⊂ U となる開集合 O が存在する.

5. 点 x ∈ X の近傍全体のなす集合を xの近傍系といい U(x)とかく.

U(x) の部分集合 U∗(x) が x の基本近傍系である ⇔
def

∀U ∈ U(x), ∃V ∈
U∗(x), V ⊂ U

6. A ⊂ X に対し, Aに含まれる X の開集合全体の和集合を Ao で表し, Aの内部ま
たは開核という.
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Ao の点を Aの内点という.

7. A ⊂ X に対し, (Ac)o を Aの外部といい, Ae で表す.

Ae の点を Aの外点という.

8. A ⊂ X に対し, Aの内部および外部を除く X の点全体を Aの境界といい, Af で
表す.

9. A ⊂ X に対し, Aを含むX の閉集合全体の共通集合を Aで表し, Aの閉包という.

Aの点を Aの触点という.

【定義 2.1.3】 距離空間 (X, d)の点列 {xn}∞n=1 が点 a ∈ X に収束する⇔
def

aの任意の
近傍 U に対し, ある番号 n0 が存在して, n ≥ n0 ならば xn ∈ U となる.

このとき a を点列 {xn} の極限点といい, lim
n→∞

xn = a あるいは xn → a (n → ∞) と
表す.

【定義 2.1.4】 (X, d)を距離空間, A ⊂ X を部分集合とする.

1. x ∈ X が Aの集積点である⇔
def

xの任意の近傍 U に対し, (A − {x}) ∩ U 6= ∅
2. Aの集積点全体を Aの導集合といい, A′ で表す.

3. Aの点 a ∈ Aが Aの孤立点である⇔
def

aが Aの集積点でない.

【定義 2.1.5】 (X, d)を距離空間, A ⊂ X を部分集合とする.

1. Aが X で稠密（dense）である⇔
def

A = X

2. (X, d)が可分⇔
def
ある可算部分集合が存在して, これが X で稠密である.

3. Aが全疎である⇔
def

(
A
)o

= ∅

【定義 2.1.6】 1. 距離空間 (X, d) の点列 {xn} が基本列である ⇔
def

∀ε > 0 に対し,

ある番号 n0 が存在して, m,n ≥ n0 ならば d(xm, xn) < εとなる.

2. 距離空間 (X, d)が完備⇔
def

X の任意の基本列が収束する.

【定義 2.1.7】 距離空間 (X, d)がコンパクト⇔
def

X の任意の無限部分集合は少なくとも
ひとつ集積点をもつ.

【定義 2.1.8】 (X, d) を距離空間, A ⊂ X を部分集合とする. δ(A) =

sup {d(x, y) x, y ∈ A}を Aの直径という.

【定義 2.1.9】 距離空間 (X, d) が全有界である ⇔
def
任意の ε > 0 に対し, ある自然数 n

と, X の部分集合 Ui, (i = 1, 2, . . . , n)で δ(Ui) < εであるものが存在して, X =
n
∪

i=1
Ui

となる.

【定義 2.1.10】 (X, dX), (Y, dY )を距離空間, f : X → Y を写像とする.
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1. f が点 a ∈ X で連続である
⇔
def

f(a)の任意の近傍 V に対し, aのある近傍 U が存在して, f(U) ⊂ V となる.

⇔ 任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が存在して, dX(x, a) < δ ⇒ dY (f(x), f(a)) <

εとなる.

2. f が X の各点で連続であるとき f を連続写像 という.

【定義 2.1.11】 (X, dX), (Y, dY )を距離空間とする.

写像 f : X → Y が一様連続 である
⇔
def
任意の ε > 0に対し, ある δ > 0が存在して, dX(x, y) < δ ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε と

なる.

問題

78. 次の関数は R上の距離関数になるか.

(1) f(x, y) = ||x| − |y||
(2) f(x, y) = |x3 − y3|

79. dを X 上の距離関数としたとき, 次の関数は X 上の距離関数になることを示せ.

(1) d′(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
（ヒント：a ≥ 0, b ≥ 0であるとき a+b

1+a+b ≤ a
1+a + b

1+b を示せ.）
(2) d′(x, y) = min {1, d(x, y)}

80. Aが以下で与えられるとき, Ao, Ae, Af , A,A′ を求めよ.

(1) A =
{

1
n

n ∈ N
}

⊂ R

(2) A =
{

m +
1
n

m,n ∈ N
}

⊂ R

(3) A =
{
(x, y) ∈ R2 y > x2

}
⊂ R2

(4) A =
{
(x, y) ∈ R2 tについての方程式 t2 + xt + y = 0が実根をもつ

}
⊂ R2

(5) A =
{
(x, y) ∈ R2 x ∈ Q, y ∈ Q

}
⊂ R2

81. 集合 X において

d(x, y) =

{
1, x 6= y

0, x = y

と定義する.

(1) dは X 上の距離関数になることを示せ.

(2) 距離空間 (X, d)の開集合はどのようなものか.

82. 距離空間 (X, d)において, 基本列の集積点は高々一点であり, 存在すればそれに収
束することを示せ.
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83. (X, d) を距離空間とする. X の部分集合 A,B に対し, d(A,B) = inf
a∈A,b∈B

d(a, b)

とおく.

(1) d(A,B) > 0ならば A ∩ B = ∅であることを示せ.

(2) A が一点からなる集合 A = {a}, B が閉集合であるとき, A ∩ B = ∅ ならば
d(A,B) > 0であることを示せ.

(3) 任意の部分集合 B について, ρB(x) = d(x,B)で与えられる関数は X 上の連
続関数であることを示せ.

(4) Aがコンパクト, B が閉集合であるとき, A ∩ B = ∅ならば d(A,B) > 0であ
ることを示せ.

84. R2 の部分集合 A,B を

A = {(x, 0) x ∈ R}
B = {(x, y) y = ex}

により定める.

(1) Aも B も閉集合であることを示せ.

(2) d(A,B)を求めよ.

85. 次の命題は一般には成立しない. 反例を挙げよ.

(1) Rの開集合の可算無限族 {On n ∈ N}に対して
∞
∩

n=1
On も開集合である.

(2) F ⊂ Rが閉集合, f : R → Rが連続ならば f(F )は閉集合である.

86. X を集合, F (X)をX 上の実数値有界関数全体のなす集合とする. f, g ∈ F (X)に
対し

d(f, g) = sup
x∈X

d (f(x), g(x))

と定めると, dは F (X)上の距離関数になることを示せ.
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見直し� �
87. X を集合, (Y, dY )を距離空間, F (X,Y )を X から Y への写像全体のなす集
合とする.

(1) B(X, Y ) ⊂ F (X, Y ) を有界な写像（すなわち δY (f(X)) < ∞ である
ような写像）全体のなす部分集合とする. f, g ∈ B(X,Y )に対し

d(f, g) = sup
x∈X

dY (f(x), g(x))

と定めると, dは B(X, Y )上の距離関数になることを示せ.

(2) f0 ∈ F (X,Y )をひとつ固定し,

Ff0(X, Y ) =
{

f sup
x∈X

dY (f(x), f0(x)) < ∞
}

とおく. このとき f, g ∈ Ff0(X, Y )に対し d(f, g)を上と同様に定める
と dは Ff0(X, Y )上の距離関数になることを示せ.

(3) f0 が有界ならば, Ff0(X, Y ) = B(X,Y )であることを示せ.� �
88. 距離空間 (X1, d1), (X2, d2)に対し, 直積集合 (X1 × X2) × (X1 × X2)上の関数 d

を

d ((x1, x2), (y1, y2)) =
√

d1(x1, y1)2 + d2(x2, y2)2, (x1, y1 ∈ X1, x2, y2 ∈ X2)

により定める.

(1) dは X1 × X2 上の距離関数であることを示せ.

(2) (X1, d1), (X2, d2) がともにコンパクトであるならば, (X1 × X2, d) もコンパ
クトであることを示せ.

89. (X, d)を距離空間, A ⊂ X を部分集合とするとき, δ(A) = δ(A)であることを示せ.

90. (X, d)を距離空間, A ⊂ X を部分集合とする. x ∈ X について次の 4条件は同値
であることを示せ.

(i) x ∈ A

(ii) 任意の ε > 0に対し, U(x, ε) ∩ A 6= ∅
(iii) d(x,A) = 0

(iv) Aの点からなる点列 {an}で xに収束するものが存在する.

91. (X, d)を距離空間とする. 次を示せ.

(1) x, y, z ∈ X のとき,
|d(x, y) − d(x, z)| ≤ d(y, z)



30 第 2章 距離空間

(2) w, x, y, z ∈ X のとき,

|d(w, x) − d(y, z)| ≤ d(w, y) + d(x, z)

92. R2 において, x = (x1, x2), y = (y1, y2)に対し,

d1(x, y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|

d2(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

とおく.

(1) d1, d2 は R2 上の距離関数であることを示せ.

(2) これらにより定まる開集合族は一致することを示せ.

93. A =
{
(x, y) ∈ R2 x ∈ Q, y ∈ Q

}
⊂ R2 とする. A = R2 を示せ.

94. 開区間 (0, 1) ⊂ Rはコンパクトではないことを示せ.

95. A を距離空間 (X, d)の稠密な部分集合とする. Aの点からなる任意のコーシー列
が X の点に収束すれば, X は完備であることを示せ.

96. (X, d)を距離空間, {xn}を X の互いに相異なる点からなる点列で, ただひとつの
集積点をもつものとする. このとき {xn}は収束するか?

97. 半開区間 (0, 1] 上の関数 f(x) = sin 1
x は, 連続であるが一様連続ではないことを

示せ.

98. 距離空間 (X, d)のふたつの部分集合 A, B がともにコンパクトならば A ∪ B もコ
ンパクトであることを示せ.

99. R2 上の実数値関数 f を

f(x) =


xy

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

で定めると, f は原点以外では連続であり, 原点では連続ではないことを示せ.

100. C[0, 1]を閉区間 [0, 1]上の連続関数全体のなす集合とする.

(1) f, g ∈ C[0, 1]に対し

d(f, g) =
(∫ 1

0

|f(x) − g(x)|dx

) 1
2

と定めると, dは C[0, 1]上の距離関数になることを示せ.

(2) n ∈ Nに対し, [0, 1]上の関数 fn を

fn(x) =


0, 0 ≤ x ≤ 1

2

(n + 2)x − n + 2
2

, 1
2 ≤ x ≤ 1

2 + 1
n+2

1, 1
2 + 1

n+2 ≤ x ≤ 1
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により定めると, fn ∈ C[0, 1] であり, 点列 {fn} は上で定めた距離に関して
コーシー列であることを示せ.

(3) C[0, 1]はこの距離に関して完備か?

101. C[0, 1]を問 100で定めた集合とする.

(1) f, g ∈ C[0, 1]に対し,

d∞(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x) − g(x)|

と定めると, d∞ は C[0, 1]上の距離関数になることを示せ.

(2) 問 100 (2)の {fn}は d∞ でコーシー列になるか?

(3) C[0, 1]はこの距離に関して完備か?

102. 可分な距離空間 (X, d)において, 離散集合は可算であることを示せ. ただし離散集
合とは孤立点ばかりからなる集合をいう.

103. (1) f(x) = sin xは R上一様連続であることを示せ.

(2) g(x) = x sin xは R上一様連続か?

104. 実数列からなる集合 S を

S =
{
{xn} xn ∈ R, 有限個の nを除いて xn = 0

}
で定める. x = {xn}, y = {yn} ∈ S に対し

d(x, y) = max
n∈N

|xn − yn|

とおく.

(1) dは S 上の距離関数になることを示せ.

(2) m ∈ Nとする. 実数列 a(m) = {a(m)
n }n ∈ S を

a(m)
n =


1
n

, n ≤ m

0, n > m

により定める. このとき S の点列 {a(m)}m はコーシー列であることを示せ.

(3) 距離空間 (S, d)は完備か?

105. Aを, 閉区間 [0, 1]の稠密な部分集合とする. A上で一様連続な関数は, [0, 1]上の
連続関数に一意的に拡張できることを示せ.

106. 距離空間 (X, d)から Rへの写像 f が, 点 x0 ∈ X で連続であるとする. f が x0 の
任意の ε-近傍で定符号でないならば, f(x0) = 0となることを示せ.

107. (X, d)を距離空間, E ⊂ X を空でない部分集合とする. x ∈ X に対し, 実数 ρE(x)

を
ρE(x) = inf

y∈E
d(x, y)
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により定める.

(1) ρE(x) = 0であるための必要十分条件は x ∈ E であることを示せ.

(2) ρE : X → Rは一様連続であることを示せ.

(3) A, B をX の部分集合で A∩B = ∅とする. Aがコンパクトで, B が閉集合な
らば, ある δ > 0が存在して, すべての a ∈ Aと b ∈ B に対し d(x, y) > δ と
なることを示せ.

108. Σ2 = {(s0, s1, . . . ) si ∈ {0, 1} , ∀i} とする. S = (s0, s1, . . . ), T = (t0, t1, . . . ) ∈
Σ2 に対し

d(S, T ) =
∞∑

i=0

|si − ti|
2i

とおく.

(1) dは Σ2 上の距離関数になることを示せ.

(2) 写像 σ : Σ2 → Σ2 を

σ(s0, s1, . . . ) = (s1, s2, . . . )

で定義する. σ は連続写像であることを示せ.

(3) n ∈ Nに対し
Pern(σ) = {S ∈ Σ2 σn(S) = S}

とおく. Pern(σ)の元の個数は 2n であることを示せ.

(4)
∞
∪

n=1
Pern(σ)は Σ2 で稠密であることを示せ.

(5) {σn(S0) n ∈ N} が Σ2 で稠密になるような元 S0 ∈ Σ2 が存在することを
示せ.

109. A =
{
m + n

√
5 m,n ∈ Z

}
は Rの中で稠密であることを示せ.

110. Rの開集合 A, B で,
A ∩ B, A ∩ B, A ∩ B, A ∩ B

がすべて異なるようなものを挙げよ.

111. (X, d)を完備な距離空間とする.

(1) {Fn}を, X の空でない閉集合の減少列

F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fn ⊃ . . .

で, lim
n→∞

δ(Fn) = 0であるようなものとする. このとき
∞
∩

n=1
Fn はちょうど一

点であることを示せ.

(2) (1)で「Fn が閉集合」という条件がないとき,
∞
∩

n=1
Fn = ∅となる例を挙げよ.
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(3) (1) で「 lim
n→∞

δ(Fn) = 0」という条件がないとき,
∞
∩

n=1
Fn = ∅ となる例を挙

げよ.

112. (X, d)を完備な距離空間, f : X → X を縮小写像とする. ただし,縮小写像とは,あ
る実数 0 ≤ r < 1が存在して, すべての x, y ∈ X に対し d (f(x), f(y)) ≤ rd(x, y)

をみたすものである.

(1) x0 ∈ X とする. xn = fn(x0)により与えられる X の点列 {xn}はコーシー列
であることを示せ.

(2) f は不動点, すなわち f(x) = xとなる点, をもつことを示せ.

113. pを素数, C を 0 < C < 1なる実数とする. r ∈ Qに対し

|r|p =

{
Ck

(
r = pk m

l
6= 0, k, l, m ∈ Z, l, mは pと互いに素

)
0 (r = 0)

とおく（p進付値）.

(1) q, r ∈ Qに対し

|qr|p = |q|p|r|p
|q + r|p ≤ max (|q|p, |r|p)

が成り立つことを示せ.

(2) q, r ∈ Qに対し
d(q, r) = |q − r|p

とおくと, dは Q上の距離関数であることを示せ.

114. (X, d)を距離空間, E ⊂ X を閉集合とする.

(1)

Gn =
{

x ∈ X ρE(x) <
1
n

}
は開集合であることを示せ. （ρE については問 107を見よ.）

(2)
∞
∩

n=1
Gn = E であることを示せ.

115. コンパクト距離空間は可分であることを示せ.

見直し� �
Eがコンパクトという仮定は不要では? 距離空間の問題?

116. E を Rのコンパクト部分集合, f : E → Rを写像とする. 集合

Γf = {(x, y) x ∈ E, y = f(x)} ⊂ R2

がコンパクトならば, f は連続であることを示せ.� �
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117. Rの部分集合 En および C を以下のように定める.

E0 = [0, 1]

E1 = E0 −
(

1
3
,
2
3

)
E2 = E1 −

(
1
9
,
2
9

)
−
(

7
9
,
8
9

)
以下帰納的に, En−1 の各閉区間を 3等分し中央 1/3の長さの開区間を取り除いて
えられる長さ 1/3n の閉区間の和集合を En とし,

C =
∞
∩

n=1
En ⊂ R

とする. C はカントール集合とよばれる.

(1) C は閉集合であることを示せ.

(2) C は全疎であることを示せ.

(3) C は完全集合, すなわち C ′ = C であることを示せ.

見直し� �
(4) 半開区間 [0, 1)の点 xに対し, その 2進展開を 0, t1, t2, . . . とし, bi = 2ti

とおく.
f(x) = 0, b1, b2, . . .

とすると f は [0, 1)から C への単射写像であることを示せ.� �
118. 距離空間において次を示せ.

(1) 収束する点列はコーシー列である.

(2) コーシー列は有界である.

(3) コーシー列が集積点をもてば, その集積点に収束する.

119. Rは完備であることを示せ.
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位相空間

3.1 位相空間の定義
【定義 3.1.1】 集合 X の部分集合の族 O が次の 3つの条件をみたすとき, O は X に位
相を定めるといい, 組 (X,O)を位相空間という. また, しばしば, OのことをX の位相と
よぶ.

(i) ∅ ∈ O, X ∈ O.

(ii) O1, O2 ∈ O ならば O1 ∩ O2 ∈ O.

(iii) Oλ ∈ O (λ ∈ Λ)ならば ∪
λ∈Λ

Oλ ∈ O.

O の元を X の開集合という.

【定義 3.1.2】 X を集合とし, X の部分集合族 O1, O2 がそれぞれ位相 T1, T2 を定める
とする. O1 ⊂ O2 であるとき, 位相 T2 は位相 T1 より強い, または, 位相 T1 は位相 T2 よ
り弱いといって, T1 ≤ T2 とあらわす.

問題

120. 定義 3.1.1の (ii)は次の (ii’)と同値であることを示せ.

(ii’) 有限個（1個以上）の開集合の共通部分は開集合である.

121. (X, d)を距離空間とする. X の（定義 2.1.22の意味の）開集合全体 O, すなわち,

O =
{
O ⊂ X 任意の x ∈ O に対して, ある ε > 0が存在して, U(x, ε) ⊂ Oとなる

}
は X に位相を定めることを示せ.

この位相を距離の定める位相という. 特にことわらないかぎり, 距離空間を位相空
間とみるときは距離の定める位相を考える.
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見直し� �
位相?

122. Rにユークリッド距離から定まる位相を与える. An =
(
−1 − 1

n , 1 + 1
n

)
とす

るとき,
∞
∩

n=1
An = [−1, 1]となることを示せ.� �

123. X を集合とする. 巾集合 P(X)は X に位相を定めることを示せ.

この位相を X の離散位相という.

124. X を集合とする. O = {∅, X}は X に位相を定めることを示せ.

この位相を密着位相という.

125. 離散距離空間（問 81で与えられた距離空間）においては, 距離の定める位相は離散
位相と一致することを示せ.

126. Rにおいて O =
{
A ⊂ R Ac は有限集合

}
∪ {∅} とすると, O は Rに位相を定め

ることを示せ.

この位相を Rのザリスキー位相という.

127. 集合 {0, 1}のすべての位相を挙げよ.

128. 位相の強弱 ≤は順序の公理（定義 1.7.1）をみたすことを示せ.

129. 集合 X の任意の位相は, 密着位相より強く, 離散位相より弱いことを示せ.

130. R の以下の位相の強弱を調べよ. 密着位相, ザリスキー位相, ユークリッド距離の
定める位相, 離散位相.

3.2 閉集合
【定義 3.2.1】 X を位相空間とする.

F ⊂ X が X の閉集合⇔
def

F c が X の開集合.

問題

131. X を位相空間とする.
F =

{
F F は X の閉集合

}
とするとき, 次が成り立つことを示せ.

(1) ∅ ∈ F , X ∈ F .

(2) F1, F2 ∈ F ならば F1 ∪ F2 ∈ F .

(3) Fλ ∈ O (λ ∈ Λ)ならば ∩
λ∈Λ

Fλ ∈ O.

132. 集合 X に密着位相および離散位相を与えたとき, 閉集合はそれぞれどのようなも
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のか.

133. Rにザリスキー位相を与えたとき, 閉集合はどのようなものか.

134. Rにユークリッド距離の定める位相を与えたとき, [a, b], [a,∞)は閉集合であるこ
とを示せ.

135. Fn (n ∈ N) は閉集合であるが,
∞
∪

n=1
Fn は閉集合ではない例を挙げよ.

136. 距離空間においては, 一点からなる集合は閉集合であることを示せ.

3.3 近傍系
【定義 3.3.1】 (X,O)を位相空間とする.

1. 部分集合 U ⊂ X が点 x ∈ X の近傍である ⇔
def

x ∈ O ⊂ U となる X の開集合 O

が存在する.

2. 集合族 Ux(O) =
{
U U は xの近傍

}
を xの近傍系という.

3. という.

U(O) = {Ux(O)}x∈X を X の近傍系という.

【定義 3.3.2】 (X,O) を位相空間とし, U(O) = {Ux}x∈X を X の近傍系とする. 各
点 x ∈ X に対し, X の部分集合の族 Vx が与えられ以下の条件をみたすとき, 族 V =

{Vx}x∈X を X の基本近傍系という.

(i) Vx ⊂ Ux (∀x ∈ X).

(ii) ∀U ∈ Ux に対し, V ⊂ U となる V ∈ Vx が存在する.

【定義 3.3.3】 X を集合とする. 各点 x ∈ X に対し, X の部分集合の族 Ux が与えられ
以下の条件 (これを近傍系の公理という)をみたすとき, 族 U = {Ux}x∈X は集合 X の近
傍系であるという.

(i) U ∈ Ux ならば x ∈ U .

(ii) U, V ∈ Ux ならば U ∩ V ∈ Ux.

(iii) U ∈ Ux, U ⊂ V ならば V ∈ Ux

(iv) ∀U ∈ Ux に対し, x ∈ V ⊂ U となる V であって, ∀y ∈ V について V ∈ Uy となる
ようなものが存在する.
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見直し� �
Vx 6= ∅?
【定義 3.3.4】 X を集合とする. 各点 x ∈ X に対し, X の部分集合の族 Vx が与え
られ以下の条件 (これを基本近傍系の公理という)をみたすとき, 族 V = {Vx}x∈X は
集合 X の基本近傍系であるという.

(i) U ∈ Vx ならば x ∈ U .

(ii) U, V ∈ Vx ならばW ⊂ U ∩ V となるようなW ∈ Vx が存在する.

(iii) ∀U ∈ Vx に対し, x ∈ V ⊂ U となる V であって, ∀y ∈ V について V ∈ Vy と
なるようなものが存在する.� �

問題

137. 位相空間 (X,O)の近傍系 U(O)は近傍系の公理 (定義 3.3.3)をみたすことを示せ.

138. X を位相空間, Oを X の開集合とする. このとき, 任意の x ∈ Oに対して, Oは x

の近傍であることを示せ.

139. V が位相空間 (X,O) の基本近傍系であれば, V は基本近傍系の公理 (定義 3.3.4)

をみたすことを示せ.

140. X を集合とし, V = {Vx}x∈X はX の基本近傍系 (定義 3.3.4)であるとする. X の
部分集合の族 O(V)を

O(V) = {O O ⊂ X, ∀x ∈ O,∃U ∈ Vx s.t. U ⊂ O}

と定める. ことのき O(V)は X の位相であることを示せ.

141. X を集合とし, V = {Vx}x∈X , V ′ = {V ′
x}x∈X はX の基本近傍系であるとする. 任

意の x ∈ X について Vx ⊂ V ′
x であれば, O(V) ⊂ O(V ′), すなわち位相 O(V)の方

が位相 O(V ′)より弱いことを示せ.

142. X を集合とし, V = {Vx}x∈X はX の基本近傍系であるとする. このとき V は位相
空間 (X,O(V))の基本近傍系であることを示せ.

143. V が位相空間 (X,O)の基本近傍系であれば, 問題 140で定まる位相 O(V)はもと
の位相 O と等しい, すなわち O(V) = O であることを示せ.

とくに O(U(O)) = O である.

144. 上の問 142 において, 等号 V = U(O(V)) は必ずしも成立しない, すなわち V は
必ずしも (X,O(V))の近傍系とはならない. V と U(O(V))との関係について考察
せよ.
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145. X を距離空間とする. x ∈ X の ε 近傍全体を Ux, 1
n 近傍全体を U ′

x とする. すな
わち

Ux = {U(x, ε) ε > 0} , U ′
x = {U(x, 1/n) n ∈ N} .

このとき U = {Ux}x∈X および U ′ = {U ′
x}x∈X は基本近傍系の公理をみたすこと

を示せ. またこれらの定める位相は等しいことを示せ.

146. x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2 に対し実数 d(x, y), d′(x, y)を

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

d′(x, y) = max {|x1 − y1|, |x2 − y2}

で定める.

(1) d, d′ は R2 上の距離関数となることを示し, それぞれに対する ε 近傍を図示
せよ.

(2) このふたつの距離の定める位相は等しいことを示せ.

147. Rに密着, 離散, ザリスキー位相をいれたとき, それぞれに対する Ux(O)を求めよ.

148. X を集合とし, V = {Vx}x∈X はX の基本近傍系であるとする. V が条件「∀U ∈ Vx

と ∀y ∈ U について U ∈ Vy である」をみたすとき, 任意の U ∈ Vx は位相空間
(X,O(V)) の開集合であること, すなわち Vx ⊂ O(V) (∀x ∈ X) であることを
示せ.

149. 実数 a ∈ R に対し実数の部分集合の族 Ua を Ua = {[a, b) b > a} で定めると,

U = {Ua}a∈R は集合 Rの基本近傍系であることを示せ. Rにこの基本近傍系から
定まる位相をいれた位相空間 (R,O(U))をソルゲンフリー直線という. ソルゲンフ
リー直線においては任意の閉区間 [a, b]は開集合かつ閉集合であることを示せ.

150. ソルゲンフリー直線の位相とユークリッド距離から定まる位相はどちらが強いか.

3.4 内部, 外部, 閉包
X を位相空間, Aを X の部分集合とする.

【定義 3.4.1】 Aに含まれる X の開集合全体のなす族を Uとする.

U =
{
O O ⊂ A, O は X の開集合

}
このとき Ao = ∪Uを Aの内部あるいは内核という.

【定義 3.4.2】Aの補集合Acの内部をAの外部といいAeと書く. すなわちAe = (Ac)o.

【定義 3.4.3】 Aの内部にも外部にもはいらない点を Aの境界点という. 境界点の全体
を Aの境界といい, Af と書く. すなわち Af = (Ao ∪ Ae)c.
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【定義 3.4.4】 x ∈ Aとする. x ∈ U ⊂ Aとなるような xの近傍 U が存在するとき, x

は Aの内点であるという. Aの補集合 Ac の内点を Aの外点という.

【定義 3.4.5】 Aを含む X の閉集合全体のなす族を F とする.

F =
{
F F ⊂ A, F は X の閉集合

}
このとき A = ∩F を Aの閉包という. Aの閉包を Aa と書くこともある.

【定義 3.4.6】 B をX の部分集合とする. A ⊃ B であるとき Aは B で稠密であるとい
う. とくに A = X となるとき Aは稠密であるという.

【定義 3.4.7】 (Aa)o = ∅であるとき Aは全疎であるという.

問題

151. Aの内部は Aの内点全体の集合であること, Aの外部は Aの外点全体の集合であ
ることを示せ.

152. Aの内部は Aに含まれる開集合のうち, 包含関係に関して最大のものであることを
示せ.

153. A の閉包は A を含む閉集合のうち, 包含関係に関して最小のものであることを
示せ.

154. x ∈ X が Aの外点⇔ U ∩ A = ∅となる xの近傍 U が存在する.

155. x ∈ X が Aの境界点⇔ xの任意の近傍 U について, U ∩A 6= ∅かつ U ∩Ac 6= ∅.
156. x ∈ A ⇔ xは Aの内点または境界点⇔ xの任意の近傍 U について U ∩ A 6= ∅.
157. Rに, 密着, ザリスキー, ユークリッド, ソルゲンフリー直線, 離散位相をいれると

き, それぞれについて以下の部分集合の内部および閉包を求めよ.

{0} , (0, 1), (0, 1], [0, 1), [0, 1], Q, R

158. 次が正しければ証明し, 正しくなければ反例を挙げよ.

(1) A ⊂ B ⇒ Ao ⊂ Bo

(2) (A ∩ B)o = Ao ∩ Bo

(3) (∪Aλ)o = ∪Ao
λ

(4) (Ao)o = Ao

159. (∩∞
n=1An)o = ∩∞

n=1A
o
n は正しいか?

160. 次が正しければ証明し, 正しくなければ反例を挙げよ.

(1) A ⊂ B ⇒ Aa ⊂ Ba

(2) (A ∪ B)a = Aa ∪ Ba

(3) (∩Aλ)a = ∩Aa
λ
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(4) (Aa)a = Aa

161. (∪∞
n=1An)a = ∪∞

n=1A
a
n は正しいか?

162. A,B, C を位相空間 X の部分集合とする. A ⊂ B ⊂ C であって, Aは B で, B は
C で稠密であるならば, Aは C で稠密であることを示せ.

163. 2 次元ユークリッド空間 R2 において, 以下の各部分集合の内部および閉包を求
めよ.

(1)
{
(x1, x2) tの二次方程式 t2 + x1t + x2 = 0が実根をもつ

}
(2)

{
(x1, x2) tの二次方程式 t2 + x1t + x2 = 0が虚根をもつ

}
(3) {(x1, x2) x1, x2 ∈ Q}
(4) {(x1, x2) 0 ≤ x1 = x2 < 1}
(5)

{
(x1, x2) x1 = a + b, x2 = a2 + b2 (∃a > 0,∃b > 0)

}
164. S を非可算集合とする. S の部分集合 Aに対し Aの閉包を

A =

{
A Aが高々可算集合
S Aが非可算集合

と定めることで S に位相をいれることができる.

見直し� �
準備なしではちょっと難しいか これを示せ.� �

また, この位相空間 S においては, 可算個の開集合の共通部分は開集合であること
を示せ.

165. Nの部分集合 Aに対し Aの閉包を

A =

{
{n n ∈ N, n ≤ maxA} Aが有限集合
N Aが無限集合

と定めることで Nに位相をいれることができる. この空間の開集合および閉集合を
全て求めよ.

166. N に上の問 165 の位相をいれる. N の閉集合の列 A1, A2, . . . が減少列, すなわち
A1 ⊃ A2 ⊃ . . . をみたしていれば, ある番号 nがあって An = An+1 = . . . となっ
ていることを示せ. 増加列 A1 ⊂ A2 ⊂ . . . の場合はどうか?

167. 上の問 166と同様なことを問 164の空間および Rにザリスキー位相をいれた空間
について考えよ.

見直し� �
ネーターの定義とかいれる?� �
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3.5 点列の収束
【定義 3.5.1】 X を位相空間とする. X の点列 {xn}が点 x ∈ X に収束する⇔

def
xの任

意の近傍 U に対し, ある自然数 N ∈ Nが存在し, n ≥ N ならば xn ∈ U となる.

このとき点 xを点列 {xn}の極限点といい lim
n→∞

xn = xあるいは xn → x (n → ∞)と
かく.

問題

168. V を位相空間 X の基本近傍系とする. このとき次は同値であることを示せ.

(1) lim
n→∞

xn = x

(2) ∀V ∈ Vx に対し, ある自然数 N ∈ Nが存在し, n ≥ N ならば xn ∈ V となる.

169. 密着位相の場合, どのような点列が収束するか. 離散位相の場合はどうか.

170. (1) Rの部分集合 Aが高々可算個の有理数からなる集合であるときに Aは閉集合
であるとすることで Rに位相を定めることが出来ることを示せ.

(2) Rに上の位相をいれたとき, 次の点列の極限点を求めよ.

i. xn = xn−2+xn−1
2 , x1 = 0, x2 = a ∈ R

ii. xn = 1 + 1
xn−1

, x1 = 1

3.6 フィルターの収束

3.7 連続写像と相対位相
【定義 3.7.1】 (X,O)を位相空間, A ⊂ X を部分集合とする. Aの部分集合族 OA を

OA = {A ∩ O O ∈ O}

と定めると, OA は Aの位相となる. この位相を X による Aの相対位相という.

位相空間の部分集合に相対位相をいれて位相空間とみたとき, 部分空間という.

【定義 3.7.2】 X, Y を位相空間とする.

写像 f : X → Y が点 x ∈ X で連続である ⇔
def

f(x) ∈ Y の任意の近傍 V に対して, xの
近傍 U が存在して f(U) ⊂ V となる.

X の全ての点で連続であるとき f は連続である, あるいは f は連続写像 であるという.

【定義 3.7.3】 位相空間の間の写像 f : X → Y は次の 2つの条件をみたすとき同相写像
または同位相写像であるという.
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(i) f は全単射
(ii) f , f−1 はともに連続

位相空間 X,Y の間に同相写像が存在するとき X と Y は同相である, または同位相であ
るという.

問題

171. 定義 3.7.1の OA が位相であることを示せ.

172. X, Y を位相空間, U ,V をそれぞれ X, Y の基本近傍系とし, f : X → Y を写像と
する. 次の 2条件は同値であることを示せ.

(1) f が点 x ∈ X で連続
(2) ∀V ∈ Vf(x) に対し, ある U ∈ Ux が存在して f(U) ⊂ V となる

173. 集合 X に位相 T1, T2 をいれた位相空間をそれぞれ X1, X2 とする. このとき恒等
写像 Id : X1 → X2 が連続となる条件を考察せよ.

174. X を位相空間, A ⊂ X を部分集合とする. Aの相対位相は, 包含写像 i : A → X が
連続となるような最弱位相であることを示せ.

175. f : X → Y を連続写像とする. 次が正しければ証明し, 正しくなければ反例を挙
げよ.

(1) O ⊂ X が開集合ならば f(O) ⊂ Y も開集合である.

(2) F ⊂ X が閉集合ならば f(F ) ⊂ Y も閉集合である.

176. X に密着位相がはいっているとき, 写像 f : X → Rが連続になるための条件を求
めよ. X に離散位相をいれるとどうか.

177. Rにザリスキー位相をいれる. 次の写像 f : R → Rの連続性を調べよ.

(1) f が多項式のとき
(2) f(x) = ex

(3) f(x) = cos x

178. X を位相空間, A ⊂ B ⊂ X を部分集合とする. 次を示せ.

(1) B が閉集合かつ B の相対位相で Aが B の閉集合ならば, Aは X の閉集合で
ある.

(2) B が開集合かつ B の相対位相で Aが B の開集合ならば, Aは X の開集合で
ある.

179. Rの部分集合 (1, 2]は Rの開集合ではないが, 部分空間 (0, 2]の開集合である.
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見直し� �
どこかに定義をまとめる?

180. Mn(R)を実 n × n行列全体のなす集合とする. A = (aij) ∈ Mn(R)のノルム
||A||を ||A|| =

√∑
i,j a2

ij により定める.

(1) A,B ∈ Mn(R) に対し, d(A,B) = ||A − B|| と定めると, d は Mn(R)

上の距離関数であることを示せ.

(2) この距離で位相をいれたときMn(R)と Rn2 は同相であることを示せ.

181. Mn(R)に上の問 180の位相をいれる.

(1) 行列に対しその行列式を対応させる関数 det : Mn(R) → Rは連続であ
ることを示せ.

(2) GLn(R) = {A det(A) 6= 0} は Mn(R) の稠密な開集合であることを
示せ.

(3) GLn(R)に相対位相をいれる. det : GLn(R) → Rは連続であることを
示せ.

(4) SLn(R) = {A det(A) = 1}は GLn(R)の閉集合であることを示せ.� �
182. 開区間 (0, 1)に Rからの相対位相をいれると, (0, 1)と Rは同相であることを示せ.

183. 半直線 R+ = {x x ≥ 0} ⊂ R および円 S1 =
{
(x, y) x2 + y2 = 1

}
⊂ R2 にそ

れぞれ相対位相をいれる. 写像 f : R+ → S1 を f(x) =
(
cos 2πx

1+x , sin 2πx
1+x

)
で定め

ると, f は連続な全単射であるが同相写像ではないことを示せ.

184. 連続な単射 f : R → R2 であって, f が Rから f(R)への同相写像にならないよう
な例を挙げよ. ただし f(R)には R2 からの相対位相をいれる.

185. 楕円と円は同相である.

3.8 位相の生成
3.8.1 位相の基と準基

【定義 3.8.1】 X を集合とする. B ⊂ P(X)に対し, B を含む位相全ての共通部分, すわ
なち B の元が開集合となるような最弱の位相を B が生成する位相といい O(B)で表す.

【定義 3.8.2】 (X,O)を位相空間とする. B ⊂ Oが Oの基あるいは開基である⇔
def
任意

の開集合 Oが B に属する開集合の和集合 O = ∪
λ

Oλ (Oλ ∈ B)として表せる.

(0個の集合の和集合は空集合である, あるいはそう約束する.)
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【定義 3.8.3】 (X,O)を位相空間とする. B ⊂ Oが Oの準基である⇔
def

Bの有限個の元
の共通部分として表される集合全体が O の基となる.

(0個の集合の共通部分は全体 X と約束する.)

問題

186. X を集合とし, Oλ を X の位相とする. このとき ∩
λ
Oλ も X の位相となることを

示せ.

187. B を集合 X の部分集合の族とする. このとき B は, B の生成する位相 O(B)の準
基であることを示せ.

188. B を集合 X の部分集合の族とする. B を開基とする位相は, 存在すれば, 一意的で
ある.

189. B を集合 X の部分集合の族とする. 次の 3条件は同値であることを示せ.

(1) B は, B の生成する位相 O(B)の開基である
(2) B を開基とする X の位相が存在する
(3) B は次の 3条件をみたす

i. 任意の x ∈ X に対し, x ∈ Oとなる O ∈ B が存在する
ii. O1, O2 ∈ B ならば, 任意の x ∈ O1 ∩ O2 に対し, x ∈ O ⊂ O1 ∩ O2 とな
る O ∈ B が存在する.

190. 位相空間の基本開近傍系は開基となることを示せ.

3.8.2 積位相と直和

【定義 3.8.4】 (X,OX), (Y,OY )を位相空間とする. 直積集合X × Y に, 部分集合の族
B = {U × V U ∈ OX , V ∈ OY }を開基とする位相をいれた位相空間を X と Y の直積
空間という.

【定義 3.8.5】 {(Xλ,Oλ)}λ∈Λ を位相空間の族とする. 直積集合
∏

λ∈Λ Xλ に, 部分集合
の族

B =

{∏
λ∈Λ

Aλ

ある有限集合 L ⊂ Λが存在して, λ ∈ Lならば Aλ ∈ Oλ,

λ 6∈ Lならば Aλ = Xλ

}

を開基とする位相 (この位相を直積位相という) をいれた位相空間を, 族 {(Xλ,Oλ)}λ∈Λ

の直積空間または弱位相による直積空間という.
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【定義 3.8.6】 {(Xλ,Oλ)}λ∈Λ を位相空間の族とする. 非交和
∐

λ∈Λ Xλ に, 位相

O =

{
O =

∐
λ∈Λ

Oλ Oλ ∈ Oλ

}

をあたえた位相空間を族 {(Xλ,Oλ)}λ∈Λ の位相和という.

問題

191. 定義 3.8.4および 3.8.5の B は問 189の条件をみたすことを示せ.

192. 定義 3.8.5 において Λ = {1, 2} であるとき, この意味での直積空間
∏

λ∈{1,2} Xλ

と, 定義 3.8.4の意味での直積空間 X1 × X2 は同相であることを示せ.

193. πλ :
∏

λ∈Λ Xλ → Xλ を標準的な射影とする.

(1) 直積空間の位相は, 全ての λ ∈ Λに対し πλ が連続となるような, 最弱の位相
であることを示せ.

(2) πλ は開写像であることを示せ.

(3) πλ が閉写像とはならないような例を挙げよ.

194. R2 と R × Rは同相である.

195. X, Y を位相空間とする.

(1) U , V がそれぞれ X, Y の基本近傍系であるとき, {U × V U ∈ U , V ∈ V}は
直積空間 X × Y の基本近傍系となることを示せ.

(2) A ⊂ X, B ⊂ Y を部分集合とする. 直積空間 X × Y の部分集合として
A × B = A × B であることを示せ. ただし右辺は Aの X における閉包 Aと
B の Y における閉包 B の直積である.

196. X, Y , Z を位相空間とする. 直積空間 X × Y から Z への写像 f : X × Y → Z が
点 (x, y) ∈ X × Y で連続であるための必要十分条件は f(x, y) ∈ Z の任意の近傍
W に対して, xの近傍 U と y の近傍 V が存在して f(U × V ) ⊂ W となることで
ある.

197. X, Y , Z を位相空間, f : X × Y → Z を直積空間 X × Y から Z への連続写像と
する. 点 a ∈ X に対し, 写像 fa : Y → Z を fa(y) = f(a, y)により定義すると, fa

は連続写像であることを示せ.
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198. 次の写像はいずれも連続であることを示せ. ただし R× = R \ {0}である.

(1) R × R
+ // R

(a, b)

∈ � // a + b

∈

(2) R
− // R

a

∈ � // −a

∈

(3) R× × R× × // R×

(a, b)

∈ � // ab

∈
(4) R× // R×

a

∈ � // a−1

∈

見直し� �
位相群の定義をどこかにまとめる?

199. 次の写像はいずれも連続であることを示せ.

(1) GLn(R) × GLn(R)
+ // GLn(R)

(A,B)

∈ � // AB

∈

(2) GLn(R)
− // GLn(R)

A

∈ � // A−1

∈

一般に, 群 G が位相空間であり, 積および逆元をとる写像が連続であるとき,

Gを位相群という.� �
200. SLn(R)は GLn(R)の閉集合であることおよび, 部分群であることを示せ. このよ

うなものを閉部分群という.

201. I = [0, 1], Xi = R, (∀i ∈ I) により与えられる位相空間の族 {Xi}i∈I の直積空間∏
i∈I Xi を, （集合として）RI = {f : I → R}と同一視する. このとき次は同値で

あることを示せ.

(1)
∏

i Xi の点列 {fn}が f ∈
∏

i Xi に収束する
(2) 各 x ∈ I において lim

n→∞
fn(x) = f(x)である
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見直し� �
202. X を R上のノルム空間, X∗ をその共役空間とし, Λを X の基底とする.

(1) ベクトル空間として Hom(X, R) ∼=
∏

λ∈Λ Hom(Rλ, R) ∼=
∏

λ∈Λ R と
自然に同一視されることを示せ.

(2) 上の同一視によりX∗ ⊂
∏

λ∈Λ Rとみて, X∗ に直積空間
∏

λ∈Λ Rから
の相対位相をいれたとき, 任意の f0 ∈ X∗ に対し

{f ∈ X∗ |f(xi) − f0(xi)| < ε}

は基本近傍系であることを示せ.

この位相を汎弱位相という.� �

3.8.3 商空間

3.8.4 誘導位相

見直し� �
終位相, 始位相� �



49

第 4章

位相空間の性質

4.1 分離公理

4.2 コンパクト性

4.3 連結性
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試験問題

99/1

1 i) f(A ∩ B) $ f(A) ∩ f(B)となる例を述べよ.

ii) Aを X の真の部分集合 (A $ X)とする. このとき f : X → Aで単射となる
例を作れ.

2 i) Aを可算集合, B を有限集合とする. このとき A ∪B は可算集合になることを
示せ. ただし A ∩ B = ∅とする.

ii) A,B を可算集合とする. このとき A ∪ B は可算集合になることを示せ. ただ
し A ∩ B = ∅とする.

3 A の巾集合 P (A)と 2A = {f | f : A → {0, 1}}は１対１に対応することを示せ.

4 R ⊃ A,B であり max A,min A,max B,min B が存在するとする.

i) A ⊂ B ならばmax A ≤ maxB かつ minA ≥ minB となることを示せ.

ii) 逆は成り立つか. すなわち max A ≤ maxB かつ min A ≥ min B ならば
A ⊂ B となるか.

5 R ⊃ Aが次の集合のとき maxA,min A, supA, inf Aを求めよ.

i) A = (0, 1].

ii) A = { 1
m + 1

n | m, n ∈ N}.

99/2

6 次の関数は R上の距離関数になるか.

i) f(x, y) = |x2 − y2|
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ii) f(x, y) = (x − y)2

iii) f(x, y) = min{1, |x − y|}

7 X を集合とし,d1, d2 を X 上の距離関数とする.

i) x, y ∈ X に対し d(x, y) = max{d1(x, y), d2(x, y)}で与えられる関数は X 上
の距離関数になることを示せ.

ii) X ⊃ Aを部分集合とし,δ(A), δ1(A), δ2(A)をそれぞれ d, d1, d2 で計った Aの
直径とする. すなわち

δ(A) = sup{d(x, y) | x, y ∈ A}

δ1(A) = sup{d1(x, y) | x, y ∈ A}

δ2(A) = sup{d2(x, y) | x, y ∈ A}

このとき δ(A) = max{δ1(A), δ2(A)}であることを示せ.

iii) d′(x, y) = min{d1(x, y), d2(x, y)} で与えられる関数 d′ は必ずしも X 上の距
離関数になるとは限らない. 距離関数になる例と, ならない例を一つずつ挙
げよ.

99/3

8 R ⊃ A = [0, 1) ∪ (1, 2]とする.

i) Rを普通の距離で距離空間とみたとき,Aの内部,外部,境界,閉包,導集合を求
めよ.

ii) Rに離散位相をいれたとき,Aの内部,外部,境界,閉包を求めよ.

iii) Rに密着位相をいれたとき,Aの内部,外部,境界,閉包を求めよ.

(解答のみでよい.証明は不要.)

9 Rに離散位相,密着位相をいれたとき,Rの点列 xn = 1
n の極限値を求めよ.

10 (X, d)を距離空間,{xn}を X の点列,aを X の点とする.

i) 点列 {xn}が点 aに収束することの定義を述べよ.

ii) u∗(a) を a の基本近傍系とする. このときつぎの２条件は同値であることを
示せ.

a) xn → a (n → ∞)

b) 任意の U ∈ u∗(a) に対しある番号 N ∈ N が存在して,n ≥ N ならば
xn ∈ U となる.
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11 i) A ⊂ X,A に相対位相をいれると, 包含写像 i : A ↪→ X は連続であることを
示せ.

ii) 連続写像 f : X → Y で開写像とならない例を述べよ.

99/4

12 R ⊃ Aが次の集合のとき max A,minA, supA, inf Aを求めよ. (解答のみでよい.

証明は不要.)

i) A = (0, 1]

ii) A = { 1
n2 | n ∈ N}

13 f, g : R → Rをともに連続写像とする. このとき F (x) = (f(x), g(x))で定義され
る写像 F : R → R2 は連続であることを示せ.

14 (0, 1] ⊂ Rに Rの部分空間として距離をいれる.

i) xn = 1
n で定まる (0, 1]の点列 {xn}n∈N は基本列であることを示せ.

ii) (0, 1]は完備ではないことを示せ.

15 X を Hausdorff空間とする.

i) X の部分集合 A,B がともにコンパクトならば A ∪ B もコンパクトであるこ
とを示せ.

ii) X の部分集合 Aがコンパクトならば Aは X の閉集合であることを示せ.

16 i) (0, 1) ⊂ Rはコンパクトではないことを示せ.

ii) Rはコンパクトではないことを示せ.

00/1

17 f : X → X で f は全射であるが,単射とならない例を作れ.

18 i) X を可算集合, AをX の部分集合とする. このとき Aが可算集合でX −Aが
可算集合となる例を作れ.

ii) N × Nは可算集合になることを示せ.

19 2N は可算でないことを示せ.

20

A =
{ ∣∣∣∣ 1

m
− 1

n

∣∣∣∣ ∣∣∣ m,n ∈ N
}

⊂ R
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とする.

i) supAを求めよ. (求める過程も書け.)

ii) max A,minA, inf Aを求めよ. (答だけでよい.)

21 実数列 {an}が収束列で lim
n→∞

an = a > 0であるとすると,ある番号 n0 ∈ Nが存
在して, n ≥ n0 ならば an > 0となることを示せ.

00/2

22 N = {n | n は n ≥ 2 となる自然数 } とする. N の元 a, b について, b ≤ a を
b = ax, x ∈ N = {1, 2, 3, · · · }と定義する. このとき Nの最大,最小,極大,極小元
を求めよ.

23 i) Aを集合とし, B $ Aで, B は可算集合とする. このとき A − B と Aが対等
になる A,B の例を作れ.

ii) Aを集合とする. P (A)と 2A は対等になることを示せ.

24 i) 帰納的順序集合の定義を述べ, Zorn の Lemma を書け.

ii) Λを全順序集合とし, {Gλ}λ∈Λ を考える. ただし各 Gλ は群であり, λ ≤ µの
とき Gλ ⊆ Gµ とする. ここで Gλ は Gµ の部分群とする. このとき

G =
∪
λ∈Λ

Gλ

は群になることを示せ.

25 次の関数は R上の距離関数になるか.

i) f(x, y) =
√

|x − y|
ii) f(x, y) = (x − y)4

26 X を集合とし,d1, d2 を X 上の距離関数とする.

i) x, y ∈ X に対し d(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y) で与えられる関数 dは X 上の
距離関数になることを示せ.

ii) X ⊃ A,B を部分集合とする. d, d1, d2 で計った Aと B の距離について次の
不等式が成り立つことを示せ.

d(A,B) ≥ d1(A,B) + d2(A,B)

iii) 上の不等式で等号が成り立たない例を挙げよ.
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00/3

27 X を位相空間とする.

i) Oi が X の開集合であるが,
∞∩

i=1

Oi は開集合とならない例を挙げよ.

ii) Fλ (λ ∈ Λ)を X の閉集合とするとき,
∩

λ∈Λ

Fλ は閉集合になることを示せ.

28 X を位相空間とする.

i) x ∈ X とする. xの近傍の定義及び xの基本近傍系の定義を述べよ.

ii)『X ⊃ O が開集合である⇔任意の x ∈ X について, x ∈ U ⊂ O となる近傍
U が存在する.』を示せ.

29 (X, d)を距離空間とする.

i) U∗(x) = {U 1
n
(x) | n = 1, 2, . . . }は xの基本近傍系であることを示せ.

ii) X ⊃ Aを部分集合とする. x ∈ X が Aの集積点であることの定義を述べよ.

iii)『x ∈ X が Aの集積点である⇔ ∀n ∈ Nに対し 0 < d(x, an) < 1
n となる Aの

点 an ∈ Aが存在する.』を示せ.

30 X を距離空間, X ⊃ A,B を部分集合とする. A ⊂ B ならば Aa ⊂ Ba を示せ. (た
だし Aa は Aの閉包.)

02/1

31 次を示せ.

i) A,B を可算集合, A ∩ B = ∅とする. このとき A ∪ B も可算.

ii) X を非可算集合, Aを可算集合, A ⊂ X とする. このとき X − Aも非可算集
合となる.

iii) X を非可算集合, Aを可算集合, A ⊂ X とする. このときX とX −Aの濃度
は等しい.

32

A =
{

n − 1
n

∣∣∣ n ∈ N
}

⊂ R

とする.

i) max Aが存在しないことを示せ.

ii) min A, inf A, supAを求めよ. (答だけでよい.)
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33 i) A ⊂ B ⊂ Rとし，

UA = {x ∈ R | ∀a ∈ Aに対し x ≥ a}

UB = {x ∈ R | ∀b ∈ B に対し x ≥ b}

をそれぞれ A, B の上界全体とする．このとき UA ⊃ UB を示し，supA ≤
supB を示せ．

ii) An ⊂ R, A = ∪∞
n=1An は有界であるとする．

B = {supAn | n ∈ N} ⊂ Rとする．このとき supAは B の上界であること
及び supB は Aの上界であることを示し，supA = sup B を示せ．

34 実数列 {an}, {bn}がともに収束列で lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b, a > bであるとす
ると,ある番号 n0 ∈ Nが存在して, n ≥ n0 ならば an > bn となることを示せ.

02/2

35 p を素数とする. 0 6= x ∈ Z について, pα|x だが pα+1 6 |x となる 0 以上の整数 α

を vp(x)とする. vp(0) = ∞とする.

x, y ∈ Zについて, x ≤ y を vp(x) ≥ vp(y)と定義する (＊).

このとき (＊)の関係が, 順序関係のみたすべき３つの条件についてそれぞれ, みた
す場合は証明し, みたさない場合は反例を挙げよ.

36 i) A,B を可算集合, A ∩ B = ∅とする. このとき A ∪ B も可算.

ii) R上の互いに交わらない空でない開区間は, どううまくとっても高々可算個し
かとれないことを示せ.

37 i) nを自然数とする. sup{ (−1)k

k | k ≥ n}を求めよ.

ii) an = (−1)n

n で定められる数列 {an}について lim sup an を求めよ.

(どちらも求める過程も書け.)

38 次の関数 f は R上の距離関数になるか.

i) f(x, y) = x2 + y2

ii) f(x, y) = (x − y)100

iii) g : R → Rを単射とするとき f(x, y) = |g(x) − g(y)|

02/3

39 i) X を位相空間とする. U が x の近傍である定義を述べよ. 又, 基本近傍系
U ′(x)の定義を述べよ.



57

ii) X を位相空間, X ⊃ Aを部分集合, U(x)を x ∈ X の近傍系とする. このとき
次を示せ.

(1) ある U ∈ U(x)が存在して U ⊂ Aとなる. ⇔ xを含む開集合 Oが存在し
て O ⊂ Aとなる.

(2) X ⊃ O が開集合. ⇔ 任意の x ∈ O について, ある U ∈ U(x)が存在して
U ⊂ O となる.

40 X を距離空間とする. このとき次の問に答よ.

i) X ⊃ Oが開集合の定義を書け. 又, O1, O2 が開集合であるとき, O1 ∩O2 も開
集合になることを示せ.

ii) ε > 0とする. x ∈ X の ε-近傍 Uε(x)は開集合になることを示せ.

41 X, Y を距離空間, f : X → Y を写像とするとき次を示せ.

『Y の任意の開集合 O について, f−1(O)は X の開集合. ⇔ 任意の y ∈ Y と任意
の ε > 0について, f−1(Uε(y))は X の開集合.』

02/4

42 i) X を位相空間, X ⊃ Aを部分集合とする. Aの相対位相の定義を述べよ.

ii) X,Y を位相空間, X ⊃ A, Y ⊃ Bをそれぞれ部分集合とする.写像 f : X → Y

が連続で f(A) ⊂ B とすると, A, B に相対位相をいれたとき, f : A → B は連
続であることを示せ.

43 i) 位相空間における点列の収束の定義を述べよ.

ii) (X, d)を距離空間, X ⊃ F を閉集合とする. X の点列 {xn} が, 任意の n ∈ N
について xn ∈ F であるとする. このとき {xn}が x ∈ X に収束すれば, x ∈ F

であることを示せ.

iii) R ⊃ A は有界閉集合であるとする. このとき maxA が存在することを示せ.

(Hint. supAを考えよ.)

03/1

44 次の命題が正しければ証明し,間違っていたら反例を与えよ.

i) f : X → X が単射ならば全射である.

ii) f : X → Y を写像, X = A∪B, Y = C ∪Dで f(A) ⊂ C, f(B) ⊂ Dとする.

f : A → C, f : B → Dが単射ならば, f : X → Y は単射である.
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45 i) X を可算集合, AをX の部分集合とする. このとき Aが可算集合でX −Aが
可算集合となる例を作れ.

ii) N × Nは可算集合になることを示せ.

46 次を普通の文にせよ.
∀x ∈ R,∃y ∈ R {x + y ≥ 0}

47

A =
{

(−1)n

n
+

1
m

∣∣∣ n,m ∈ N
}

⊂ R

とする.

i) inf Aを求めよ. (求める過程も書け.)

ii) minA,max A, supAを求めよ. (答だけでよい.)

48 A,B ⊂ Rを空でない, 上に有界な部分集合とし，AB ⊂ Rを

AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}

により定める.

任意の a ∈ Aについて a ≥ 0, かつ任意の b ∈ B について b ≥ 0であるとする.

i) supAB ≤ supA · supB を示せ.

ii) supAB = supA · supB を示せ.

49 実数列が収束列であれば, 有界であることを示せ.

03/2

50 i) f : X → Y を写像とする. x, y ∈ X について, x ∼ y を f(x) = f(y)と定義す
る. このとき関係 ∼は同値関係であることを示せ.

ii) X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Y = {1, 2, 3} とし, 写像 f : X → Y を f(1) = f(2) =

f(3) = 1, f(4) = f(5) = 2, f(6) = 3で定義するとき, (i)の同値関係での同
値類の集合 X/∼ = {Xx|x ∈ X}及びその代表元を書け.

51 i) 順序集合 X で, 最大元は存在しないが, 極大元が存在する例を挙げよ.

ii) X = {1, 2, 3, 4, 5}, Y = {1, 2, 3}とし, X, Y に自然数の大小で順序を入れる.

次の条件 (?)をみたすような写像 f : X → Y の例をひとつ挙げよ.

(?)「 f は全射であり, x ≤ yである任意の x, y ∈ X について f(x) ≤ f(y)と
なる.」



59

iii) 上の (ii)において, 条件 (?)をみたすような写像 f はいくつあるか.

52 i) f(x, y) = (x − y)6 で定義される関数 f は R上の距離関数になるか.

ii) X を集合, d1, d2 を X 上の距離関数, a1, a2 を正の実数とする. このとき
d(x, y) = a1d1(x, y) + a2d2(x, y)で定義される関数 dは X 上の距離関数にな
るか.

53 (X, d)を距離空間, X ⊃ A,B を空でない部分集合とする.

i) A,B ともに有界ならば A ∪ B も有界であることを示せ.

ii) d(A,B) = 0かつ A ∩ B = ∅である例を挙げよ.

54 (X, d)を距離空間とする. X から有限個の点 x1, x2, . . . , xn ∈ X を除いた集合

X − {x1, x2, . . . , xn}

は X の開集合であることを示せ.

03/22

55 i) f : X → Y を写像とする. x, y ∈ X について, x ∼ y を f(x) = f(y)と定義す
る. このとき関係 ∼は同値関係であることを示せ.

ii) X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, Y = {1, 2, 3} とし, 写像 f : X → Y を f(1) = f(2) =

f(3) = 1, f(4) = f(5) = 2, f(6) = 3で定義するとき, (i)の同値関係での同
値類の集合 X/∼ = {Xx|x ∈ X}及びその代表元を書け.

56 i) 順序集合 X で, 最大元は存在しないが, 極大元が存在する例を挙げよ.

ii) X = {1, 2, 3, 4, 5}, Y = {1, 2, 3}とし, X,Y に自然数の大小で順序を入れる.

次の条件 (?)をみたすような写像 f : X → Y の例をひとつ挙げよ.

(?) 「 f は全射である. また x ≤ y である任意の x, y ∈ X について f(x) ≤
f(y)となる.」

iii) 上の (ii)において, 条件 (?)をみたすような写像 f はいくつあるか.

57 帰納的順序集合の定義を述べ, Zornの Lemmaを書け.

58 i) f(x, y) = (x − y)6 で定義される関数 f は R上の距離関数になるか.

ii) X を集合, d1, d2 を X 上の距離関数, a1, a2 を正の実数とする. このとき
d(x, y) = a1d1(x, y) + a2d2(x, y)で定義される関数 dは X 上の距離関数にな
るか.
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59 (X, d)を距離空間とする. X から有限個の点 x1, x2, . . . , xn ∈ X を除いた集合

X − {x1, x2, . . . , xn}

は X の開集合であることを示せ.

04/2

60 Rにおける関係 ∼を, a ∼ b ⇔ a − b ∈ Zにより定める．
i) 関係 ∼は同値関係であることを示せ.

ii) 集合 R/∼はどのような集合か.

61 i) X を順序集合とする. a ∈ X についてX(a) = {x | a ≤ x}とする. Y ⊂ X(a)

をとり, α = sup
X

Y が存在したとすると, α = sup
X(a)

Y を示せ.

ii) 帰納集合でない集合の例を挙げよ (理由も示せ).

iii) X 6= ∅を帰納集合とすると, 任意の a ∈ X について, a ≤ x0 となる X の極大
元 x0 が存在することを Zornの補題を使い示せ.

62 0か 1からなる数列で 1は有限個しかないようなもの全体のなす集合

S =
{
{ai}i∈N | ai は 0か 1, ai のうち 1であるのは有限個

}
を考える. S は可算集合であることを示せ.

63 i) f(x, y) = (x − y)10 で定義される関数 f は R上の距離関数になるか.

ii) f(x, y) = x2 + y2 で定義される関数 f は R上の距離関数になるか.

iii) X を集合, (Y, dY )を距離空間, g : X → Y を単射とする. このとき d(x, x′) =

dY (g(x), g(x′))で定義される関数 dは X 上の距離関数になるか.

04/3

64 R ⊃ A = (0, 1] ∪ {2}とする.

i) Rに離散位相をいれたとき, Aの内部, 外部, 境界, 閉包を求めよ.

ii) Rに密着位相をいれたとき, Aの内部, 外部, 境界, 閉包を求めよ.

iii) Rに Z-位相をいれたとき, Aの内部, 外部, 境界, 閉包を求めよ.

iv) Rをユークリッド距離で距離空間とみたとき, Aの内部, 外部, 境界, 閉包を求
めよ.

(解答のみでよい. 証明は不要.)
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65 i) (X,O)を位相空間, X ⊃ Aを部分集合とする. Aの相対位相の定義を書け.

ii) Rにユークリッド位相をいれる. 集合 (0, 1] ∪ [2, 3]が Aの相対位相で開集合
となるような, Rの部分集合 Aをひとつ挙げよ.

66 X を位相空間 X ⊃ Aを部分集合とする. Aの閉包 Aa を

Aa = {x ∈ X | U ∩ A 6= ∅, ∀U ∈ U(x)}

で定義する. ここで U(x)は xの近傍系.

i) U ′(x)を xの基本近傍系とする. このとき次の a,bが同値であることを示せ.

a) x ∈ Aa

b) U ∩ A 6= ∅, ∀U ∈ U ′(x)

ii) (X, d)を距離空間とする. このとき次の a,bが同値であることを示せ.

a) Aが X で稠密である.

b) 任意の x ∈ X と任意の n ∈ Nに対し, (xと nに応じて)ある a ∈ Aが存
在して d(x, a) < 1/nとなる.

04/4

67 X, Y を位相空間, f : X → Y を写像とする.

i) f : X → Y が連続の定義 (近傍による)を書け.

ii) A ⊂ X を X の部分集合とする. f : X → Y が連続であるとき, f(A) ⊂ f(A)

を示せ. ただし Aは Aの閉包をあらわす.

iii) f : X → Y が連続で, f(A) ( f(A) となる例を作れ. また, 作った Aはコンパ
クトになるかどうかも述べよ.

68 i) X を位相空間, X ⊃ A,B をコンパクトとするとき, A ∪ B もコンパクトにな
ることを示せ.

ii) X を Hausdorff空間, X ⊃ A,B をコンパクトとするとき, A ∩ B もコンパク
トになることを示せ.

69 i) X を連結な位相空間, f : X → {0, 1}を連続写像とする. ただし {0, 1}には離
散位相がはいっているものとする. このとき f は全射ではないことを示せ.

ii) 位相空間 X の各連結成分は閉集合であることを示せ.

iii) X を位相空間で, 任意の x ∈ X が連結な近傍をもつものとする. このとき X

の各連結成分は開集合であることを示せ.
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70 i) X を距離空間, 写像 f, g : X → Rは点 a ∈ X で連続とする. f(a) > g(a)な
らば aの近傍 U で, f(x) > g(x) (∀x ∈ U)となるものがとれることを示せ.

ii) 2次元ユークリッド空間R2から 1次元ユークリッド空間Rへの写像 pi : R2 →
R (i = 1, 2) を pi(x1, x2) = xi により定める. 距離空間 X からの写像
f : X → R2 について, p1 ◦ f , p2 ◦ f がともに連続ならば, f も連続であること
を示せ.

iii) 線型写像 f : R2 → R2 は連続であることを示せ. ただし R2 は自然に R上のベ
クトル空間と考える.

05/1

71 i) f : X → Y を写像, An ⊂ Y , n = 1, 2, . . . を部分集合とする. このとき次を
示せ.

f−1

( ∞∩
n=1

An

)
=

∞∩
n=1

f−1 (An)

ii) 写像 f : X → Rと a ∈ Rについて次を示せ.

{x | f(x) ≤ a} =
∞∩

n=1

{
x
∣∣∣ f(x) < a +

1
n

}

72 A,B を集合, i : A → B を写像とする. 次の２条件 (1), (2) が同値であることを
示せ.

(1) i : A → B は単射
(2) 任意の集合 X と任意の写像 f, g : X → Aについて次をみたす. 『if = ig な
らば f = g』

73 Rと R − Nの間の全単射を具体的にひとつ作れ.

74 A ⊂ R が次の集合であるとき supA,maxA, inf A,min A を求めよ. (答のみでよ
い.)

i) A =
{
1 + 1

n

∣∣ n ∈ N
}

ii) A =
{(

1 + 1
n

)n ∣∣ n ∈ N
}

iii) A =
{
sin 1

n

∣∣ n ∈ N
}

75 An ⊂ R, n = 1, 2, . . . を部分集合, A = ∪∞
n=1An は有界であるとする．an =

inf An とおく. 次の不等式が正しければ証明し, 正しくなければ反例をあげよ.



63

i) inf A ≤ inf
n
{an}

ii) inf A ≥ inf
n
{an}

05/2

76 i) P(N) は可算集合ではないことを示せ. ただし P(N) は N のべき集合をあら
わす.

ii) P(N)の部分集合 Pf (N)を

Pf (N) =
{
A | A ⊂ N, A は有限集合

}
で定める. このとき Pf (N)は可算集合であることを示せ.

77 i) 帰納集合の定義を書け.

ii) 帰納集合でない順序集合の例をあげよ.

78 Zornの補題を用いて, Rの部分集合 H で, 次の条件をみたすものが存在すること
を示せ.

(条件) 任意の r ∈ R は有限個の h1, . . . , hn ∈ H と有限個の q1, . . . , qn ∈ Q を用
いて,

r = q1h1 + q2h2 + · · · + qnhn

とただひととおりに表せる.

79 (X, d)を距離空間, x, y ∈ X, r, sを正の実数とする.

i) d (Ur(x), Us(y)) ≥ max{d(x, y) − r − s, 0}を示せ. ただし Ur(x)は xを中心
とする半径 r の開球を表す.

ii) d (Ur(x), Us(y)) = d(x, y) − r − s となる例をあげよ.

iii) d (Ur(x), Us(y)) > max{d(x, y) − r − s, 0} となる例をあげよ.

80 (X, d) を距離空間, An (n = 1, 2, . . . ), B を X の部分集合とし, A = ∪∞
n=1An,

rn = d(An, B)とおく. このとき次の等式を示せ.

d(A,B) = inf
n
{rn}

05/3

81 X を位相空間とする.

i) 任意の x ∈ X について {x}が開集合であるとする. このとき X は離散位相空
間であることを示せ.
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ii) 任意の x ∈ X について {x}が閉集合であるとき, X は離散位相空間であるか.

(理由も述べよ.)

82 間違い

X を位相空間, A ⊂ X を部分集合, U ⊂ X を x ∈ X の近傍とする. このとき,

A ∩ U = ∅ならば A ∩ U = ∅ であることを示せ.

ただし Aは Aの閉包を表す.

83 X を位相空間, A, B をともに X の稠密な部分集合とする.

i) A ∪ B も X で稠密であることを示せ.

ii) Aが開集合であるとき, A ∩ B も X で稠密であることを示せ.

iii) A ∩ B が X で稠密とはならない例を挙げよ.

84 1 次元ユークリッド空間 R の部分集合 A = Q, B = Z に R からの相対位相をい
れる.

i) A ∩ [−
√

2,
√

2]は, Aの開かつ閉集合であることを示せ.

ii) B は離散位相空間であることを示せ.

05/4

85 X, Y を位相空間, f : X → Y を写像とする.

i) f : X → Y が連続の定義 (近傍による)を書け.

ii) A ⊂ X を X の部分集合とする. f : X → Y が連続であるとき, f(A) ⊂ f(A)

を示せ. ただし Aは Aの閉包をあらわす.

iii) f : X → Y が連続で, f(A) ( f(A) となる例を作れ. また, 作った Aはコンパ
クトになるかどうかも述べよ.

86 次を示せ.

i) X が離散空間でコンパクトであるならば,X は有限集合である.

ii) X = Rに Z位相をいれると X はコンパクトである.

87 i) X を連結な位相空間, f : X → {0, 1}を連続写像とする. ただし {0, 1}には離
散位相がはいっているものとする. このとき f は全射ではないことを示せ.

ii) 位相空間 X の各連結成分は閉集合であることを示せ.

iii) X を位相空間で, 任意の x ∈ X が連結な近傍をもつものとする. このとき X

の各連結成分は開集合であることを示せ.
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06/1

88 X, Y , Z を集合, f : X → Y , g : Y → Z を写像とする. 次の命題が正しければ証
明し,間違っていたら反例を与えよ.

i) g ◦ f : X → Z が単射ならば f : X → Y は単射である.

ii) g ◦ f : X → Z が単射ならば g : Y → Z は単射である.

iii) g ◦ f : X → Z が全射かつ g : Y → Z が単射ならば f : X → Y は全射である.

89 A,B を集合, p : A → B を写像とする. 次の２条件 (1), (2) が同値であることを
示せ.

(1) p : A → B は全射
(2) 任意の集合X と任意の写像 f, g : B → X について次をみたす. 『f ◦ p = g ◦ p

ならば f = g』

90 Rと R− 2Zの間の全単射を具体的にひとつ作れ, ただし 2Z = {2l | l ∈ Z}は偶数
全体のなす集合とする.

91 A ⊂ R が次の集合であるとき supA,maxA, inf A,minA を求めよ. (答のみでよ
い.)

i) A =
{

1
n

∣∣ n ∈ N
}

ii) A =
∞
∩

n=1

(
0, 1 + 1

n

)
iii) A =

{
sinn

∣∣ n ∈ N
}

92 A,B ⊂ Rを有界な部分集合, A ∩ B 6= ∅とする. このとき次の不等式を示せ.

supA ∩ B ≤ min {supA, supB} .

また等号が成立しない例を挙げよ.

06/2

93 X を空でない集合とする. 写像 f : X × X → Rが次の条件 f1 ∼ f4をみたすとす
る. 以下の問に答えよ.

f1. f(x, y) ≥ 0 (∀x, y ∈ X)
f2. f(x, x) = 0 (∀x ∈ X)
f3. f(x, y) = f(y, x) (∀x, y ∈ X)
f4. f(x, z) ≤ f(x, y) + f(y, z) (∀x, y, z ∈ X)

i) X における関係 ∼を, x ∼ y ⇔ f(x, y) = 0により定めると, ∼は同値関係で
あることを示せ.
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ii) x, x′, y, y′ ∈ X について, x ∼ x′ かつ y ∼ y′ ならば f(x, y) = f(x′, y′)であ
ることを示せ.

iii) Y を, 同値関係 ∼による, X の商集合 Y = X/∼とする. 写像 d : Y × Y → R
を d([x], [y]) = f(x, y) により定めると, d は Y 上の距離関数であることを示
せ. ただし, [x]は, xの同値類をあらわす.

94 N = {n | n は n ≥ 2 である自然数 } とする. N の元 a, b について, b ≤ a を
b = ax, x ∈ N = {1, 2, 3, · · · }と定義する. このとき Nの最大,最小,極大,極小元
を求めよ.

95 X を空でない順序集合とする.

i) S =
{
A | ∅ 6= A ⊂ X, Aは全順序部分集合

}
とし, S に包含関係で順序をい

れる. このとき S は帰納集合であることを示せ.

ii) X は, 包含関係に関して極大な, 全順序部分集合を持つことを示せ.

96 次の関数 f は R上の距離関数になるか, 理由をつけて答えよ.

i) f(x, y) = (x − y)2

ii) f(x, y) = |x3 − y3|

06/22

97 X, Y を空でない集合, f : X → Y を写像とする. 以下の問に答えよ.

i) X における関係 ∼を, x ∼ x′ ⇔ f(x) = f(x′)により定めると, ∼は同値関係
であることを示せ.

ii) X を, 同値関係 ∼による, X の商集合 X = X/∼とする. 写像 f : X → Y を
f([x]) = f(x)により定めると, f は単射であることを示せ. ただし, [x]は, x

の同値類をあらわす.

iii) f : X → Y が全射であれば, f : X → Y は全単射であることを示せ.

98 N = {n | n は n ≥ 2 である自然数 } とする. N の元 a, b について, b ≤ a を
b = ax, x ∈ N = {1, 2, 3, · · · }と定義する. このとき Nの最大,最小,極大,極小元
を求めよ.

99 X を空でない順序集合とする.

i) S =
{
A | ∅ 6= A ⊂ X, Aは全順序部分集合

}
とし, S に包含関係で順序をい

れる. このとき S は帰納集合であることを示せ.

ii) X は, 包含関係に関して極大な, 全順序部分集合を持つことを示せ.
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100 次の関数 f は R上の距離関数になるか, 理由をつけて答えよ.

i) f(x, y) = (x − y)2

ii) f(x, y) = |x3 − y3|

06/3

101 R2 の部分集合 Aを A =
{
(x, 0) ∈ R2 | x > 0

}
により定める．

i) R2 をユークリッド距離で距離空間とみたとき，Aの内部，外部，境界，閉包
を求めよ．

ii) R2 に離散位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包を求めよ．
iii) R2 に密着位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包を求めよ．
（解答のみでよい．証明は不要．）

102 X を距離空間とする．O1, O2 が X の開集合であるならば O1 ∩ O2 も開集合であ
ることを示せ．

103 i) X を位相空間とする. U が x の近傍である定義を述べよ. 又, 基本近傍系
U ′(x)の定義を述べよ.

ii) X を位相空間, U ′(x)を x ∈ X の基本近傍系とする. このとき次を示せ.

X ⊃ O が開集合. ⇔ 任意の x ∈ O について, ある U ∈ U ′(x) が存在して
U ⊂ O となる.

06/4

104 X を位相空間, X = A1 ∪A2 として, A1, A2 には, X からの相対位相をいれる. ま
た, Y を位相空間, f : X → Y を写像とする.

i) f |Ai : Ai → Y (i = 1, 2)は連続であるが,

f : X → Y は連続ではない例をあげよ.

ii) A1, A2 が X の閉集合であるとき,次を示せ.

f |Ai : Ai → Y (i = 1, 2)が連続⇒ f : X → Y が連続.

105 X を距離空間, A ⊂ X を部分集合とする.

i) X は Hausdorff空間であることを示せ.

ii) Aがコンパクトならば, Aは X の閉集合であることを示せ.

iii) Aがコンパクトならば, Aは有界であることを示せ.

106 X をコンパクトな距離空間とする.
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i) {an} を X の点列とする. 各 n ∈ N に対し, X の部分集合 An および Fn を
An = {ai}i≥n, Fn = Aa

n により定める. ただし Aa
n は An の閉包をあらわす.

このとき
∞∩

n=1

Fn 6= ∅

であることを示せ.

ii) {an} が基本列ならば, lim
n→∞

δ(An) = 0 であることを示せ. ただし δ(An) は
An の直径をあらわす.

iii) X は完備であることを示せ.

107 Rは 1次元ユークリッド空間をあらわすものとする.

i) a, b ∈ R, a < bとする. f : [a, b] → Rを連続関数とし, f(a) < f(b)であると
する. このとき f(a) < α < f(b)である任意の実数 α ∈ Rに対し, a < c < b,

f(c) = αとなるような実数 c ∈ Rが存在すること（中間値の定理）を示せ. た
だし閉区間 [a, b]が連結であることは認めてよい.

ii) 連続関数 f : R → Rの像 f(R)が高々可算な集合であるならば, f は定数関数
であることを示せ.

iii) 連続関数 f : R → R で, 有理数を無理数に, 無理数を有理数に写すもの, すな
わち f(Q) ⊂ Qc, f(Qc) ⊂ Qとなるものはあるか.

07/1

108 i) X, Y を集合, f : X → Y を写像とする. A ⊂ X, B ⊂ Y について次を示せ.

f
(
f−1(B) ∩ A

)
= B ∩ f(A)

ii) X を集合, f : X → Rを写像とする. a ∈ Rについて次を示せ.

{x f(x) ≤ a} =
∞∩

n=1

{
x f(x) < a +

1
n

}

109 i) Nと N × Nの濃度が等しいことを示せ.

ii) 閉区間 [0, 1]と [0, 3]の濃度が等しいことを示せ.

110 A,B ⊂ Rを空でない有界な部分集合とする. このとき次を示せ.

inf A ∪ B = min {inf A, inf B}
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111 k ∈ Nとする.

an = sin
nπ

k

で与えられる数列 {an}の上極限 lim sup an と下極限 lim inf an を求めよ.

07/2

112 X を集合とし,d1, d2 を X 上の距離関数とする.

i) x, y ∈ X に対し d(x, y) = d1(x, y) + d2(x, y)で与えられる関数 d は X 上の
距離関数になることを示せ.

ii) X ⊃ A, B を部分集合とする. d, d1, d2 で計った Aと B の距離について次の
不等式が成り立つことを示せ.

d(A, B) ≥ d1(A,B) + d2(A,B)

iii) 上の不等式で等号が成り立たない例を挙げよ.

113 X, Y を空でない集合, f : X → Y を写像とする. 以下の問に答えよ.

i) X における関係 ∼を, x ∼ x′ ⇔ f(x) = f(x′)により定めると, ∼は同値関係
であることを示せ.

ii) X を, 同値関係 ∼による, X の商集合 X = X/∼とする. 写像 f : X → Y を
f([x]) = f(x)により定めると, f は単射であることを示せ. ただし, [x]は, x

の同値類をあらわす.

iii) f : X → Y が全射であれば, f : X → Y は全単射であることを示せ.

114 i) 帰納的順序集合の定義を述べよ.

ii) Zornの Lemmaを書け.

iii) 帰納的順序集合ではない順序集合の例を挙げよ.

07/3

115 X を位相空間, A ⊂ X を部分集合とする. x ∈ X に対し, U(x) を x の近傍系,

U ′(x)を xの基本近傍系とする.

i) x ∈ Aとする. このとき次の (a), (b)は同値であることを示せ.

a) ある U ∈ U(x)が存在して, U ⊂ A.

b) ある V ∈ U ′(x)が存在して, V ⊂ A.

ii) 任意の x 6∈ Aに対してある近傍 U ∈ U(x)が存在して U ∩ A = ∅となるなら
ば, Aは閉集合であることを示せ.
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116 X = {x ∈ R x ≥ 0} とし, X の部分集合 A を A = {x ∈ X x < 1} により定
める．

i) X に１次元ユークリッド空間 Rからの相対位相をいれたとき，Aの内部，外
部，境界，閉包を求めよ．

ii) X に離散位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包を求めよ．
iii) X に密着位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包を求めよ．
（解答のみでよい．証明は不要．）

117 X を距離空間とする．Fi (i = 1, 2, . . . )が X の閉集合であるならば
∞∩

i=1

Fi も閉集

合であることを示せ．

07/4

118 Rの部分集合 A =
{

1
n n ∈ N

}
および A ∪ {0}に Rからの相対位相をいれる.

i) Aはコンパクトでない事を示せ.

ii) A ∪ {0}はコンパクトであることを示せ.

119 X を距離空間, A ⊂ X を閉集合, x ∈ X とする.

i) x 6∈ Aならば, d(x,A) > 0であることを示せ.

ii) B ⊂ X がコンパクトで A ∩ B = ∅ならば, d(A,B) > 0であることを示せ.

120 X を位相空間とする. また集合 {0, 1}に離散位相をいれる.

i) X が連結であることと, A ⊂ X が開かつ閉集合ならば A = ∅または A = X

であることが同値であることを示せ.

ii) X が連結で, f : X → {0, 1}が連続写像ならば, f は全射ではないことを示せ.

iii) X が連結でないならば, 連続写像 f : X → {0, 1}で, 全射であるものが存在す
ることを示せ.

08/1

121 i) ∆ = {(n, n) n ∈ N} ⊂ N × Nとする. このとき, 具体的に全単射を作ること
により, ∆と Nの濃度が等しいことを示せ.

ii) A = {(i, n) n ∈ N, i = 1, 2} ⊂ N × Nとする. このとき, 具体的に全単射を
作ることにより, Aと Nの濃度が等しいことを示せ.

iii) 2N は可算集合ではないことを示せ.

122 i) {An}n∈N を集合の族とする. 下極限 lim
n→∞

An の定義を述べよ.
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ii) X を集合, f : X → R, fn : X → R (n ∈ N) を写像とする. 正実数 ε > 0 と
n ∈ Nに対し集合 An,ε ⊂ X を

An,ε = {x x ∈ X, |fn(x) − f(x)| < ε}

により定める. このとき次の (a),(b)は同値であることを示せ.

a) x ∈ X が lim
n→∞

fn(x) = f(x)をみたす.

b) x ∈
∩

ε>0

(
lim

n→∞
An,ε

)

123 i) lim sup
{
(−1)n + 1

n

}
を求めよ. (求める過程も書け.)

ii) An =
[
(−1)n + 1

n , 2 + 1
n

]
⊂ Rとするとき, lim

n→∞
An を求めよ.

iii) {an}, {bn} を有界な実数列で, an < bn (∀n ∈ N) をみたすものとし,

lim sup an = α, lim inf bn = β, An = [an, bn] ⊂ R とおく. このとき
(α, β) ⊂ lim

n→∞
An ⊂ [α, β]であることを示せ.

124 複素数 z ∈ Cに対し, z で z の共役を表し, arg z で z の偏角を表す. ただし, 偏角
は −π < arg z ≤ π の範囲で考える. また ||z|| =

√
zz と定める. Cの部分集合 S1

を
S1 = {z z ∈ C, ||z|| = 1}

で定める. 次の関数 f は S1 上の距離関数になるか.

i) f(z, w) = ||z − w||
ii) f(z, w) = | arg(zw)|

08/2

125 X を集合とし,d1, d2 を X 上の距離関数とする.

i) x, y ∈ X に対し d(x, y) = max{d1(x, y), d2(x, y)}で与えられる関数は X 上
の距離関数になることを示せ.

ii) X ⊃ Aを部分集合とし,δ(A), δ1(A), δ2(A)をそれぞれ d, d1, d2 で計った Aの
直径とする. このとき δ(A) = max{δ1(A), δ2(A)}であることを示せ.

iii) d′(x, y) = min{d1(x, y), d2(x, y)} で与えられる関数 d′ は必ずしも X 上の距
離関数になるとは限らない. 距離関数になる例と, ならない例を一つずつ挙
げよ.

08/3
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126 次の内, 正しいものには証明をつけ, 正しくないものには反例を挙げよ. ただし, X,

Y は位相空間, A, B は X の部分集合とする.

i) Rの位相は一意的に定まる.

ii) X の任意の部分集合は, 開集合か閉集合である.

iii) 開集合かつ閉集合であるような X の部分集合はない.

iv) Aに X からの相対位相をいれると, Aの開集合は X でも開集合である.

v) f : X → Y を連続写像とすると, O が X の開集合であれば, f(O) は Y の開
集合である.

vi) (A ∩ B)◦ = A◦ ∩ B◦. ただし A◦ で Aの内部を表す.

127 (X,O1), (X,O2) を位相空間とする. このとき次の (a),(b) は同値であることを
示せ.

(a) O1 ⊂ O2

(b) ∀O ∈ O1 と ∀x ∈ O に対し, x ∈ Ox ⊂ Oとなるような Ox ∈ O2 が存在する.

128 X = {0, 1} ⊂ Rとし, X の部分集合 Aを A = {0}により定める．（ii, iiiは解答の
みでよい．証明は不要．）

i) X の１次元ユークリッド空間 Rからの相対位相は離散位相であることを示せ.

ii) X に離散位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包, 導集合を求めよ．
iii) X に密着位相をいれたとき，Aの内部，外部，境界，閉包, 導集合を求めよ．
iv) X には離散位相, 密着位相以外にどのような位相がはいるか.

08/4

129 A ⊂ Rを空でない部分集合とし, [1, 2] ∪ [3, 4], Qおよび Aに Rからの相対位相を
いれる.

i) [1, 2] ∪ [3, 4]は連結ではないことを示せ.

ii) Qは連結ではないことを示せ.

iii) Aが連結で a, b ∈ A, a ≤ bならば [a, b] ⊂ Aであることを示せ.

iv) Aが高々可算かつ連結であるならば Aは一点からなる集合であることを示せ.

130 コンパクトの定義に基づき以下を示せ.

i) f : R → Rを連続写像, A = {0}∪
{

1
n n ∈ N

}
⊂ Rとしたとき, f(A)はコン

パクトであることを示せ.

ii) 実数列 {an}が収束列で, a = lim
n→∞

an であるとする. このとき Rの部分集合
{a} ∪ {an n ∈ N}はコンパクトであることを示せ.
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iii) 距離空間X の部分集合K がコンパクト⇔無数の開円盤の一組が, 全体として
K を覆うならば, K はすでに, それらの開円盤の中の有限個だけで覆われる.

131 (X, d) を距離空間, A ⊂ X を空でない閉集合とする. 関数 dA : X → R を
dA(x) = d(x,A)で定義する.

i) x 6∈ A ⇔ dA(x) > 0を示せ.

ii) 任意の x, x′ ∈ X に対し, 不等式 d(x, A) ≤ d(x, x′) + d(x′, A)が成立すること
を示せ.

iii) dA は一様連続であることを示せ.

iv) Y を位相空間, K ⊂ Y をコンパクト部分集合とし, f : Y → X を連続写像で
f(K) ∩ A = ∅であるものとする. このとき次の性質をもつ正の数 εが存在す
ることを示せ.

「写像 g : Y → X が sup
y∈Y

d(f(y), g(y)) < εをみたせば, g(K) ∩ A = ∅となる.

」
ただし, コンパクト集合上の連続関数が最小値をとるということはみとめて
よい.
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