
Quasi-categories of comodules and Landweber

exactness

鳥居 猛（岡山大）

この講演ではスペクトラムの quasi-category における comodule について考えます。

特に、complex cobordism MU に付随する coalgebra MU ⊗ MU 上の comodule に

関して、Hovey-Strickland の結果の類似について考えます。そして、Landweber exact

MU -algebra に対して、その comodule の quasi-category は対応する形式群の高さのみ

に依存することを示します。



smoothとは限らない有限次元可換ネーター環に対

する Schlichting Euler類の，普遍的 refinement +

generalization とその応用の可能性について．

南 範彦（名工大）

最近，Schlichting は，van der Kallen, Nesterenko-Suslin の結果・手法を用いて，rings

with many units に対して sharpな homology stability の結果を得た．Schlichtingは更

に それに動機づけられて，smoothとは限らない n次元可換ネーター環上の n次元射影

加群に対する Euler類を定義した．本講演では，この Schlichtingの結果と証明の概観を

与える．更に，Schlichtingの定義した Euler類を refineした普遍的な対象を定義し，そ

の応用の可能性についても論じる．



微分空間のホモトピー論について

原口　忠之（大分工業高等専門学校）

微分空間は可微分多様体を一般化した空間として知られており，任意の微分空間上でホモトピー群，特異

（コ）ホモロジー群，さらにド・ラム・コホモロジー群を定義することができる [4]．さらに，微分空間の圏

Diff と位相空間の圏 Topの間には随伴関手 (T,D) : Diff → Top [2]が存在し，圏Diff と圏 Topとの関係

性を調べることが可能である．本講演では，微分空間のモデル構造について焦点をあてると共に，圏 Topの

モデル構造との関係性について触れる．微分空間は次のように定義される．

定義 1 ([3]). X を集合とし，D をユークリッド空間の開集合から X への写像からなる集合とする．D が次

の条件を満たすとき，(X,D)を微分空間，Dを X の微分構造，Dの元 P : U → X を X のプロットとよぶ．

D1 任意のユークリッド空間Rn から X への定置写像は D の元である．

D2 ユークリッド空間の開集合 U からX への任意の写像 P : U → X が局所的にDの元であるとき，もと

の P もそうである．

D3 D の任意の元 P : U → X とユークリッド空間の開集合の間の任意の無限回微分可能写像 Q : W → U

に対して，合成写像 P ◦Q : W → X は D の元となる．

定義 2. 微分空間の間の写像 f : X → Y が滑らかな写像であるとは，X の任意のプロット P : U → X に対

して，合成写像 f ◦ P : U → Y が Y のプロットになるときをいう．

対象を微分空間，射を滑らかな写像によって定義される圏を Diff で表す．圏 Diff は極限，余極限に関し

て閉じており，デカルト閉圏であることが知られている [3]．

定理 3 ([1]). 圏 Topは weak equivalence，fibration, cofibration の 3つの射のクラスを次のように指定する

ことでモデル構造をもつ．

1. weak equivalence を weak homotopy equivalence,

2. fibration を Serre fibration,

3. cofibration を trivial fibration に対して，left lifting property をもつ射．

ただし，trivial fibration は weak equivalence かつ fibration を満たす射とする．

圏Diff にモデル構造を導入する手法として，上記の定理 3の導入方法を参考にする．とくに，重要な概念

となる (ϵ, ϵ′)-tame写像を紹介する．In の部分空間として，∂Inϵ , Jn−1
ϵ を

1. ∂Inϵ =
∪

1≤j≤n, ij=0,1

(
Ij−1 × Iϵ(ij) × In−j

)
2. Jn−1

ϵ =
(
∂In−1

ϵ × I
)∪(

In−1 × Iϵ(0)
)



と定める．ただし，0 < ϵ ≪ 1/2とし Iϵ(ij) =

{
[0, ϵ], ij = 0

[1− ϵ, 1], ij = 1
とする．

定義 4. 0 < ϵ < ϵ′ ≪ 1/2とする．滑らかな写像 f : In → X が (ϵ, ϵ′)-tameであるとは次の条件を満たすと

きをいい，この条件を (ϵ, ϵ′)-tame property とよぶ．

1. 任意の (t1, · · · , tj−1, tj , tj+1, · · · tn) ∈ Ij−1 × Iϵ(ij) × In−j に対して，

f(t1, · · · , tj−1, tj , tj+1, · · · tn) = f(t1, · · · , tj−1, ij , tj+1, · · · tn)

2. 任意の tj ∈ Iϵ′(ij) に対して，

f(i1, · · · ij−1, tj , ij+1, · · · , in) = f(i1, · · · ij−1, ij , ij+1, · · · , in)

ただし，ik = 0, 1 (1 ≤ k ≤ n)とする．

g : ∂Inϵ → X, h : Jn−1
ϵ → X が (ϵ, ϵ′)-tame propertyを満たすとき，g, hも (ϵ, ϵ′)-tame写像とよぶ．

?
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定義 5. 滑らかな写像 p : X → Y が Jϵ-fibrationであるとは，p ◦ f = g ◦ in を満たす任意の (ϵ, ϵ′)-tame写

像 f : Jn−1
ϵ → X, g : In → Y に対して，pは in に関して right lifting propertyを満たすときをいう．

定理 6. 圏Diff は weak equivalence, fibration, cofibrationを次のように指定することで，モデル構造をもつ．

1. weak equivalenceを weak homotopy equivalence

2. fibrationを Jϵ-fibration

3. cofibrationを trivial fibrationに対して left lifting propertyをもつ射

圏 Topと圏Diff のモデル構造を定理 3と定理 6とそれぞれ指定することで，次の結果を得ると予想する．

定理 7. 随伴関手 (T,D) : Diff → Topは Quillen同値を誘導する．
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Cubical set とその変種の統一的構成

吉田 純 (東京大学数理科学研究科 D1)

CW 複体のホモトピー論と同値なホモトピー論を与えるモデル圏はい
くつかあるが、その中でも cubical set とその変種に興味がある。これら
のモデル圏としての諸性質はそれぞれ独立に研究されてきた経緯がある
が、本講演では、それらを統一的な枠組みによって記述する手法を紹介
する。出発点は、Cisinski による次の結果である ([1], see also [2]): テス
ト圏 A に対し、その上の前層の圏 Â にはモデル構造が入り、CW 複体
のホモトピー論に Quillen 同値である。小圏の圏 Cat に良い表現を持つ
PRO はテスト圏になることが示される。このような PRO の構成法を紹
介し、cubical set 及びその変種が得られることを見る。具体的には、古
典的な cubical set と、片側及び両側接続を持つ cubical set が含まれる。
また、これらは任意の群オペラッドからの作用による対称化を考えるこ
とができ、例えばブレイドモノイダル圏の例の構成法を与えている。最後
に、このようにして得られた圏の間の Quillen同値についても言及する。

参考文献
[1] D-C. Cisinski. Les préfaisceaux comme modèles des types

d’homotopies. Thèse de doctorat de l’Université Paris VII, 2002.

[2] J. F. Jardine. Categorical homotopy theory. Homology, Homotopy

and Applications, 8(1):71–144, 2006.



On the p-local stable cohomological rigidity of

quasitoric manifolds

蓮井 翔（京都大）

Quasitoric manifolds are a topological generalization of projective non-singular toric

varieties, which are 2n-dimensional closed smooth manifolds with good (S1)n-actions.

Toric topologists have considered the cohomological rigidity problem for quasitoric

manifolds, that is, whether or not two quasitoric manifolds with isomorphic cohomol-

ogy rings are homeomorphic. In this talk we consider a p-local and stable version of

this problem.



The equivariant cohomology rings of Hermitian

symmetric spaces and an analogue of Monk’s

formula

佐藤 敬志（京都大）

We can analyze geometrical properties of manifolds with a good torus action by the

GKM theory. In particular, the GKM theory says that the equivariant cohomology

ring of such space is determined by the subspace consisting of fixed points and 1 di-

mensional orbits, and we can calculate the equivariant cohomology form this subspace

combinatorially. In this talk, I show some properties of the equivariant cohomology of

Hermitian symmetric spaces and an analogue of Monk’s formula which shows some

of the Schubert structure constants.



The gamma filtration of G/T

柳田伸顕（茨城大）

p = 2, 3とし H∗(G;Z/p)の even degree generator は 1個だけとします。KU(G/T )

の gamma filtration による graded ring を gr∗(G/T ) と書くと、ある体 k があり、

gr∗(G/T ) = CH∗(G/T ) になるだろうという話です。ここで CH∗(G/T ) は k 上の

Chow ring とします。



Hom複体が与えるグラフの彩色数の下界について

松下尚弘（東京大）

単純グラフGに対し，辺で結ばれている頂点では異なるように，Gの頂点に色を与える

ことを Gの彩色という．Gの彩色に必要な色の個数を Gの彩色数といい，χ(G)で表す．

Hom複体とは，二つのグラフ T,Gに対して定義される CW複体であり，Hom(T,G)

で表す．任意のグラフ Gに対し，

χ(G) > conn(Hom(T,G)) + χ(T )

なる不等式が成り立つとき，T をホモトピーテストグラフであるという．ここで，conn(X)

は，位相空間 X が n-連結となる最大の (−1) 以上の整数（ただし X = ∅ のときは −∞
とする）である．ホモトピーテストグラフの例としては，n ≥ 2に対する完全グラフ Kn

(Lovász, Babson-Kozlov)や，奇数次のサイクル C2r+1 (Babson-Kozlov)などが知られ

ている．

しかし T = K2 のときは，ホム複体の与える彩色数の下限と，実際の彩色数とが一致し

ない例が知られている．特に Walker は 1983年の論文において，「任意の正の整数 nに

対し，上記の下界と，Gの彩色数が n以上差がある Gの例」や「Hom(K2, G)-複体がホ

モトピー同値だが，彩色数が 1異なる例」を発見している．

本講演では，上の Walker の結果を，以下のように一般化することを考える．任意の有

限グラフ T と，彩色数が 3以上のグラフ G，および任意の整数 nに対して，Gを部分グ

ラフとして含む H であって，以下の二つの性質を満たすものが存在する．一つの性質は

包含 Hom(T,G) → Hom(T,H)がホモトピー同値であること，もう一つは H の彩色数

が n より大きいことである．特に任意の有限グラフ T に対して，Hom(T,G) のホモト

ピー不変量は Gの彩色数の上界を与えないことがこのことからわかる．



Sullivan minimal models of classifying spaces for
non-formal spaces of small rank

Hirokazu Nishinobu (Kochi University)

Toshihiro Yamaguchi (Kochi University)

Abstract

We observe certain rational homotopical conditions of a simply connected
two stage CW complex X such that the rational cohomology of the classify-
ing space Baut1X for fibrations with fibre X is (not) free and we illustrate
their examples. We compute the Sullivan minimal models of Baut1X when
X are certain non-formal pure spaces of rank 5.

Let X be a simply connected finite CW complex and aut1X the indentity com-
ponent of self-homotopy equivalences of X. The Dold-Lashof classifying space [2],
Baut1X, is the classifying space for orientable fibrations with fiber the homotopy type
of X. In 1968, J.Milnor [4] showed that, when X is the n-dimensional sphere Sn,
H∗(Baut1X;Q) ∼= Q[v] where |v| = 2n if n is even and |v| = n + 1 if n is odd. Let
M(X) be the Sullivan minimal model [5] of X and DerM(X) the DGL(differential
graded Lie algebra) of the negative derivations on M(X). In 1977, D.Sullivan [5]
indicated that DerM(X) determines the rational homotopy type of Baut1X.

Question 1 When is H∗(Baut1X;Q) a finitely generated polynomial algebra or finitely
generated free ?

In this paper, we consider about Question 1 for certain pure spaces X.

Theorem 2 Let X be a pure space where M(X) = (Λ(x1, x2, y1, y2, y3), d) where |xi|
is even with |x1| ≤ |x2| and |yi| is odd with |y1| ≤ |y2| ≤ |y3|. Let dyi = fi ∈ Q[x1, x2]
for i = 1, 2, 3. Then H∗(Baut1X;Q) is not a polynomial algebra if and only if the
following (I) or (II) holds:
(I) There is an odd-element w ∈ H∗(X;Q) with |w| < |y3|.
(II) When |x1| < |x2|,

f1 = xl
1 ∈ Q[x1],

∂f2
∂x2

· xk
1 ∈ (f1),

∂f3
∂x2

· xk
1 ∈ (f1, f2) (∗)

for some 1 < l and 0 < k < min
{
l, |x2|

|x1|

}
. Here ∂fi

∂xj
is the partial differentiation of fi

by xj and (S) is the ideal of Q[x1, x2] generated by a set S.

In the following examples of non-formal pure spaces X, (1) and (2) correspond to
(I) and (II) of the above theorem, respectively. Futhermore (3) satisfies the both cases
of (I) and (II). In all cases, Baut1X are not formal.

Example 3 (1) When X is the total space of a fibration S3 → X → S2 × CP 3 such
that M(X) = (Λ(x1, x2, y1, y2, y3), d) with |x1| = |x2| = 2, |y1| = |y2| = 3, |y3| = 7,
dy1 = x2

1, dy2 = x1x2, dy3 = x4
2. There is the even degree non-zero element

τ = [(y3, x2y1 − x1y2)] ∈ H2(DerM(X)).



Then we have

M(Baut1X) ∼= (Λ(v2, v
′
2, v

′′
2 , v3, v4, v

′
4, v

′′
4 , v6, v

′
6, v8), d)

with |vi| = |v′i| = |v′′i | = i, dv2 = dv′2 = dv′′2 = dv3 = dv4 = dv′4 = dv8 = 0, dv′′4 = v2v3,
dv6 = v3v4 and dv′6 = v3v

′
4. Here the element v3 corresponds to τ .

(2) When X is the homogeneous space SU(6)
SU(3)×SU(3)

, M(X) = (Λ(x1, x2, y1, y2, y3), d)

with |x1| = 4, |x2| = 6, |y1| = 7, |y2| = 9, |y3| = 11, dx1 = dx2 = 0, dy1 = x2
1,

dy2 = x1x2, dy3 = x2
2 [3], [1]. There is the even degree non-zero element

σ = [(x2, x1) + (y2, y1) + 2(y3, y2)] ∈ H2(DerM(X)).

Then we have
M(Baut1X) ∼= (Λ(v2, v3, v4, v6, v8, v

′
8, v10, v12), d)

with |vi| = |v′i| = i, dv2 = dv3 = dv8 = 0, dv4 = v2v3, dv6 = v3v4, dv′8 = v3v6,
dv10 = v3v8 and dv12 = v3v10. Here the element v3 corresponds to σ.

(3) When X is the total space of a fibration S5 → X → S2 × KP 2 such that
M(X) = (Λ(x1, x2, y1, y2, y3), d) with |x1| = 2, |x2| = 4, |y1| = 3, |y2| = 5, |y3| = 11,
dy1 = x2

1, dy2 = x1x2, dy3 = x3
2. There are the even degree non-zero elements

σ = [(x2, x1) + (y2, y1) + 3(y3, x2y2)] ∈ H2(DerM(X))

and
τ = [(y3, x2y1 − x1y2)] ∈ H4(DerM(X)).

Then we have

M(Baut1X) ∼= (Λ(v2, v3, v4, v
′
4, v5, v6, v8, v10, v12), d)

with |vi| = |v′i| = i, dv2 = dv3 = dv4 = dv5 = 0, dv′4 = v2v3, dv6 = v3v4, dv8 =
v2v3v

′
4 + v4v5 + v3v6, dv10 = v3v8 + v5v6 and dv12 = v3v

′
4v6. Here the elements v3 and

v5 correspond to σ and τ , respectively. It is not even coformal.
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The 23-rd and 24-th homotopy groups of the n-th

rotation group

宮内敏行（福岡大学）

向井純夫（信州大学），Jin-ho Lee（Korea University）との共同研究

n 次の回転群 Rn についてファイブレーション Rn−1 ↪→ Rn → Sn−1 を用いた Rn

の 23, 24 次ホモトピー群の計算とその結果，J-準同型による球面のホモトピー群上の

Whitehead 積の関係式への応用について紹介する．

また，[M. Mimura: The homotopy groups of Lie groups of low rank, J. Math. Kyoto

Univ. 6 (1967), 131–176.] において G2 の 23 次ホモトピー群の 2-成分 π23(G2 : 2) は

Z2 ⊕Z2 ⊕Z2 または Z4 ⊕Z2 に同型であるかが未決定であったが，本研究の Rn の 23次

ホモトピー群の計算結果を用いることで π23(G2 : 2)が Z4 ⊕ Z2 に同型であることが決定

できたことを報告する．

1



有理 Gorenstein空間上のストリングトポロジーについて

若月駿

Chas-Sullivan[CS]は，有向連結閉多様体M の自由ループ空間 LM のホモロジー群 H∗(LM)上にループ

積と呼ばれる積を定義した．ループ積は，「多様体のホモロジー群における交叉積」と，「基点付きループ空間

の積構造から定義される Pontrjagin積」を組み合わせたものである．その後 Cohen-Godin[CG]はループ積

の一般化としてストリング作用素を定義し，H∗(LM) が豊富な代数的構造 (2次元の位相的量子場の理論)を

持つことを示した．ところが，Tamanoi[Tam]によりこれらのストリング作用素はほとんど自明であることが

示された．特に，種数 1以上の (コボルディズムが定める)ストリング作用素は必ず自明である．

そこで Félix-Thomas[FT]は，M を Gorenstein空間と呼ばれる空間に一般化し，より広い範囲の空間に対

してストリングトポロジーを行うことを考えた．ここで空間M の持つ Gorenstein性とは，M の特異コチェ

イン代数 C∗(M) = C∗(M ;Q)が代数的な条件 dimQ ExtC∗(M)(Q, C∗(M)) = 1を満たすことで定義される．

これは Poincaré双対性を一般化したものであり，有向連結閉多様体，連結リー群の分類空間，さらにはある

種の Borel構成などを含む，空間の広いクラスである．この一般化により，種数 1以上のストリング作用素で

非自明なものが見付かることが期待されている．

しかし，現時点では非自明なものが存在するかどうかは未解決である．その主な理由として，ストリング作

用素の計算が困難であることが挙げられる．種数 1 以上で最も簡単なストリング作用素として，ループ余積

とループ積の合成が考えられるが，これらの計算のためには ExtC∗(M2)(C
∗(M), C∗(M2))のある元 ∆! の記

述が必要である．C∗(M)の極小 Sullivanモデルが pureと呼ばれる条件を満たす場合には Naito[Nai]が ∆!

の記述を与えていたが，それ以外の場合には全く分かっていなかった．本講演では，Naitoの記述の拡張とし

て，C∗(M)に関する条件を弱めた場合での ∆! の記述について紹介したい．

また，その記述を用いてストリング作用素に関して得られた結果についても紹介する．
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An infinitesimal bialgebra structure
on the loop homology

内藤　貴仁 (東京大学大学院数理科学研究科)

ホモトピー論シンポジウム 2015年11月21日 - 11月23日

ストリングトポロジーの理論により、有向閉多様体の自由ループ空間のホモロジー
（以後ループホモロジーと呼ぶ）には様々な代数構造が発見されてきた。基本的な代数
構造として、ループ積、ループ余積と呼ばれる積、余積がループホモロジー上に定義
され、それらにより2次元位相的量子場理論の構造を持つ事が知られている。
一方、Sullivan[1]によってループ余積とは違ったループホモロジー上の余代数構造が

導入された。その余積とループ積により、ループホモロジーは infinitesimal bialgebra

の構造を持つ。本講演では、この余代数構造の（ホモトピー論的な）新たな構成方法
について解説する。またその構成方法を用いて得られる具体的計算例、余積の性質や
ループ余積との比較について紹介する。
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