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この授業では事象 (σ-集合族)、確率空間、確率変数などの厳密な定義は [PS]を見ていただくとして、具体
的に計算できるようになることに主眼をおく*1。例題を通して計算の仕方を学び、続く問題を計算することで
理解を深めてほしい。
参考書として「藤田岳彦 著 弱点克服大学生の確率・統計 東京図書」をあげておく。

1 確率
1.1 復習
統計と社会で学んだことを復習しておこう。
Ωは全事象 (標本空間ともいう)とし、Ωの部分集合 Aが事象であるとは「確率 P(A)がわかる集合」、P (A)
は集合 Aの「大きさ」とみなす。そのため次の性質がなりたつ。((1), (2)は定義です。)

(1) P (∅) = 0, P (Ω) = 1であり、事象 A ⊂ Ωに対して 0 ≤ P (A) ≤ 1.

(2) 事象 A1, A2, A3, . . .が互いに排反、すなわち、i ̸= j ならば Ai ∩Aj = ∅を満たせば

P (A1 ∪A2 ∪A3 ∪ · · · ) = P (A1) + P (A2) + P (A3) + · · · .

(3) 事象 A,B について P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

(2)は有限個でも可算無限個でもよい。(3)は次のように拡張される。A,B,C,D が事象であれば

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)− P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (B ∩ C) + P (A ∩B ∩ C)
P (A ∪B ∪ C ∪D) = P (A) + P (B) + P (C) + P (D)

−P (A ∩B)− P (A ∩ C)− P (A ∩D)− P (B ∩ C)− P (B ∩D)− P (C ∩D)

+P (A ∩B ∩ C) + P (A ∩B ∩D) + P (A ∩ C ∩D) + P (B ∩ C ∩D)

−P (A ∩B ∩ C ∩D)

が成り立つ。事象が 5つ以上ある場合も容易に推測できよう。

(事象の独立性) 事象 A,B が独立であるとは、P (A ∩B) = P (A)P (B)と定めた。
事象 A,B,C が独立であるとは、A,B,C のどの 2つも独立かつ P (A∩B ∩C) = P (A)P (B)P (C)と定める。
事象 A,B,C,D が独立であるとは、A,B,C,D のどの 3つも独立 (特にどの 2つも独立であることに注意) か
つ P (A ∩B ∩ C ∩D) = P (A)P (B)P (C)P (D)と定める。
5つ以上の事象の独立性も同様に定義される。厳密な定義は [PS], p.6 を参照のこと。

(条件付き確率) 事象 A,B に対して P (A) > 0 であるとき、A の下での B の起こる条件付き確率を
P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
と定めた。

例題 1.1 Ω = {1, 2, . . . , 90}から一つの数字をランダムに選び、その数が k の倍数であるか考える。
Ak = {km ∈ Ω;m ∈ Z}とする。
(1) P (Ak), k = 2, 3, 4, 5を求めよ。 (2) A2 と A3 が独立を示せ。また、A3 と A4 は独立か調べよ。
(3) P (A3|A4)を求めよ。 (4) P (A2 ∪A3), P (A2 ∪A3 ∪A5)を求めよ。

解: (1) P (A2) = 1/2, P (A3) = 1/3, P (A4) = 22/90 = 11/45, P (A5) = 1/5.

(2) P (A2 ∩A3) =
15

90
=

1

6
=

1

2
· 1
3
= P (A2)P (A3)より A2 と A3 は独立。

一方、P (A3 ∩A4) =
7

90
̸= 1

3
· 22
90

= P (A3)P (A4)より A3 と A4 は独立ではない。

*1 [PS] は確率統計学の講義ノートを表します。引用されるのは大学 2 年生までに学ぶ知識と、この講義で厳密な定義を避ける (知ら
なくてもとりあえずなんとかなる) 部分だけです。
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(3) P (A3|A4) =
P (A3 ∩A4)

P (A4)
=

7

22
. (4) P (A2 ∪A3) = P (A2) + P (A3)− P (A2 ∩A3) =

1

2
+

1

3
− 1

6
=

2

3
.

P (A2∪A3∪A5) = P (A2)+P (A3)+P (A5)−P (A2∩A3)−P (A2∩A5)−P (A3∪A5)+P (A2∩A3∩A5)

=
1

2
+

1

3
+

1

5
− 1

6
− 1

10
− 1

15
+

1

30
=

11

15
. □

問題 1.1 Ω = {1, 2, . . . , 210}から一つの数字をランダムに選び、その数が k の倍数であるか考える。
Ak = {km ∈ Ω;m ∈ Z}とする。
(1) k が 210の約数ならば、P (Ak) = 1/k となることを確認せよ。また、P (A4)を求めよ。
(2) A2 と A3 が独立を示せ。また、A3 と A4 は独立か調べよ。
(3) P (A6|A4)を求めよ。
(4) P (A2 ∪A3 ∪A7), P (A2 ∪A3 ∪A5 ∪A7) を求めよ。

(確率変数) X が確率変数であるとは

{X = a}, {X ≥ a}, {X ≤ b}, {a < X ≤ b}

が事象である、つまりその確率がわかる X である。
特にX の取りうる値がN 個 (N <∞)もしくは可算無限個 (以下N = ∞ と解釈する)であるとき、それを

a1, a2, · · · とすると、関数 ϕに対して ϕ(X)の期待値 E[ϕ(X)]を

E[ϕ(X)] =

N∑
k=1

ϕ(ak)P (X = ak)

と定める。また、ϕ(X)が正負の双方の値をとるときは

E[|ϕ(X)|] =
N∑

k=1

|ϕ(ak)|P (X = ak) <∞

となる場合のみを考えるものとする。また、E[X]をX の平均、V (X) = E[(X−E[X])2] = E[X2]− (E[X])2

を X の分散、σ(X) =
√
V (X)を X の標準偏差という。定数 a, bに対して

E[aX + b] = aE[X] + b, V (aX + b) = a2V (X), σ(aX + b) = |a|σ(X).

に注意する。証明は各自試みよ。V (X) ≥ 0, σ(X) ≥ 0に注意する。

例題 1.2 cを定数とする。P (X = k) = ck (k = 1, 2, . . . , N) = 0 (その他) のとき、以下を求めよ。
(1) 定数 c (2) E[X] (3) V (X) (4) E[2X ]

解: (1) 1 =

N∑
k=1

P (X = k) =

N∑
k=1

ck = c
N(N + 1)

2
, よって c =

2

N(N + 1)
.

(2) E[X] =

N∑
k=1

kP (X = k) = c

N∑
k=1

k2 =
2N + 1

3
.

(3) E[X2] =

N∑
k=1

k2P (X = k) = c

N∑
k=1

k3 =
N(N + 1)

2
. V (X) = E[X2]− (E[X])2 =

(N − 1)(N + 2)

18
.

(4) a ̸= 1に対して
N∑

k=0

ak =
aN+1 − 1

a− 1
に注意する。これを aについて微分して

N∑
k=1

kak−1 =
(N + 1)aN (a− 1)− (aN+1 − 1) · 1

(a− 1)2
=
NaN+1 − (N + 1)aN + 1

(a− 1)2
. (1.1)

E[2X ] =

N∑
k=1

2kP (X = k) = 2c

N∑
k=1

k2k−1 =
4(N2N+1 − (N + 1)2N + 1)

N(N + 1)
=

4((N − 1)2N + 1)

N(N + 1)
. □
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問題 1.2 cを定数とする。P (X = k) = ck(k + 1) (k = 1, 2, . . . , N) = 0 (その他) のとき、以下を求めよ。
(1) 定数 c (2) E[X] (3) E[(X + 2)(X + 3)] (4) V (X) (5)♠ E[3X−1] (♠は計算が面倒の意味)

ヒント: bk = k(k + 1), ck = k(k + 1)(k + 2), dk = k(k + 1)(k + 2)(k + 3)とすると、
ck − ck−1 = k(k + 1)(k + 2)− (k − 1)k(k + 1) = 3k(k + 1) = 3bk より

N∑
k=1

bk =

N∑
k=1

1

3
(ck − ck−1) =

1

3
(c1 − c0 + c2 − c1 + · · ·+ cN − cN−1) =

1

3
(cN − c0) =

1

3
cN .

すなわち、
N∑

k=1

k(k + 1) =
N(N + 1)(N + 2)

3
を得る。

同様に、dk − dk−1 = 4ck より
N∑

k=1

k(k + 1)(k + 2) =
N(N + 1)(N + 2)(N + 3)

4
を得る。

(3) ではまったく同様に得られる
N∑

k=1

k(k + 1)(k + 2)(k + 3) =
N(N + 1)(N + 2)(N + 3)(N + 4)

5
を用い

よ。(4) は E[(X − 2)(X − 3)] = E[X2] − 5E[X] + 6 を、(5) は (1.1) の両辺を微分することで得られる、
N∑

k=2

k(k − 1)ak−2 =

N−1∑
l=1

(l + 1)lal−1 の公式を導き用いよ。(等号は l = k − 1とした。) □

(同時確率分布) 2つの離散型確率変数 X,Y を考える。X のとり得る値を a1, a2, . . . , aM , Y のとり得る値
を b1, b2, . . . , bN とする。確率変数の組 (X,Y )に対し P (X = ai, Y = bj)をその同時分布といい、それを表
にしたものを同時 (確率)分布表という。また、

P (X = ai) =

N∑
j=1

P (X = ai, Y = bj), P (X = bj) =

M∑
i=1

P (X = ai, Y = bj)

をそれぞれ X,Y の周辺 (確率)分布という。関数 ϕ(x, y)に対して

E[ϕ(X,Y )] =

M∑
i=1

N∑
j=1

ϕ(ai, bj)P (X = ai, Y = bj)

と定める。特に、

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X]E[Y ] を (X,Y )の共分散 (1.2)

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V (X)V (Y )

を (X,Y )の相関係数という。 (1.3)

例 1.3 袋の中に 1, 2, 3の数字の書かれた球がそれぞれ 5個, 3個, 2個入っている。この袋から１個ずつ球を

取り出すとき、1個め, 2個めに出た
球に書かれていた数字をそれぞれ
(1) 非復元抽出のとき X1, Y1 とし、
(2) 復元抽出のとき X2, Y2 とする。
このとき、(X1, Y1)と (X2, Y2)の同
時確率分布表はそれぞれ左のように
なる。これより、X1 とX2 の Y1 と
Y2 の周辺分布は等しいが、(X1, Y1)

X1

Y1
1 2 3 計

1 2
9

1
6

1
9

1
2

2 1
6

1
15

1
15

3
10

3 1
9

1
15

1
45

1
5

計 1
2

3
10

1
5

1

(1) 非復元抽出

X2

Y2
1 2 3 計

1 1
4

3
20

1
10

1
2

2 3
20

9
100

3
50

3
10

3 1
10

3
50

1
25

1
5

計 1
2

3
10

1
5

1

(2) 復元抽出
と (X2, Y2)の同時確率分布は異なることがわかる。また、このとき、

E[X1] = E[X2] = E[Y1] = E[Y2] = 1 · 1
2
+ 2 · 3

10
+ 3 · 1

5
=

17

10
,

E[X1
2] = E[X2

2] = E[Y1
2] = E[Y2

2] = 12 · 1
2
+ 22 · 3

10
+ 32 · 1

5
=

35

10
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より V (X1) = V (X2) = V (Y1) = V (Y2) =
35

10
−
(17
10

)2
=

61

100
.

E[X1Y1] = 12 · 2
9
+ 22 · 1

15
+ 32 · 1

45
+ 2
(
2 · 1

6
+ 3 · 1

9
+ 6 · 1

15

)
=

127

45

より Cov(X1, Y1) =
127

45
− 17

10
· 17
10

= − 61

900
, ρ(X1, Y1) = −1

9
,

E[X2Y2] = 12 · 1
4
+ 22 · 9

100
+ 32 · 1

25
+ 2
(
2 · 3

20
+ 3 · 1

10
+ 6 · 3

50

)
=

289

100

より Cov(X2, Y2) =
289

100
− 17

10
· 17
10

= 0, ρ(X2, Y2) = 0

となる。 □

問題 1.3 右の表のような (X,Y )の同時分布を考える。　
(1) X の周辺分布, Y の周辺分布、E[X], V (X), E[Y ], V (Y )を求めよ。
(2) E[XY ],Cov(X,Y ), ρ(X,Y )を求めよ。
(3) W = max{X,Y }の確率分布、E[W ]を求めよ。

X

Y
0 1 2

1 1
12

1
6

1
12

2 1
6

1
4

1
4

一般に (離散型とは限らない)確率変数 X1, X2, . . . , Xm が任意の区間 A1, A2, . . . , Am ⊂ Rに対して

P (X1 ∈ A1, X2 ∈ A2, · · · , Xm ∈ Am) = P (X1 ∈ A1)P (X2 ∈ A2) · · ·P (Xm ∈ Am) (1.4)

を満たすとき、X1, X2, . . . , Xm は独立であるという。例 1.3でX2, Y2 は独立である。一方、X1, Y1 は独立で
はない。また、X1, X2, . . . , Xm が独立であれば、“よい”関数 φ1, · · · , φm に対して

E[φ1(X1)φ2(X2) · · ·φm(Xm)] = E[φ1(X1)]E[φ2(X2)] · · ·E[φm(Xm)] (1.5)

となる。特に、X,Y が独立であれば

Cov(X,Y )
定義
= E[XY ]− E[X]E[Y ]

独立性
= E[X]E[Y ]− E[X]E[Y ] = 0 (1.6)

となる。Cov(X,Y ) = 0のとき、X,Y は無相関であるというが、一般に無相関であっても独立とは限らない
ことに注意する。さらに、X̃ = X − E[X], Ỹ = Y − E[Y ]とおくと、定数 a, bに対して

V (aX + bY ) = E[
(
aX + bY − E[aX + bY ]

)2
] = E[

(
aX̃ + bỸ

)2
] = a2E[X̃2] + 2abE[X̃Ỹ ] + b2E[Ỹ 2]

= a2V (X) + 2abCov(X,Y ) + b2V (Y )

となるが、もし X,Y が無相関であれば

V (aX + bY ) = a2V (X) + b2V (Y )

が成立する。全く同様に

V (X1 +X2 + · · ·+Xm) =

m∑
i=1

V (Xi) + 2
∑

1≤i<j≤m

Cov(Xi, Xj) (1.7)

が、特に X1, X2, . . . , Xm が独立であれば

V (X1 +X2 + · · ·+Xm) = V (X1) + V (X2) + · · ·+ V (Xm). (1.8)

が成立する。
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1.2 離散型確率分布
微積分の復習をする。

命題 1.1 主なマクローリン展開式をあげる (cf . [PS], p.44)。

(1) ex = 1 + x+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
, (|x| <∞)

(2) (1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + · · ·+ α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn + · · · =

∞∑
n=0

(
α

n

)
xn, (|x| < 1)

ただし、αは定数で
(
α

n

)
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
と定める。

注意 1.1 (2)で αが自然数のとき
(
α

n

)
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
となるが、n > αであれば , α−1, . . . , α−

n+ 1の一つが 0であるため
(
α

n

)
= 0となる。これより (2)は (1 + x)α =

α∑
n=0

(
α

n

)
xn となるが、これは通

常の二項定理である。

例題 1.4 |x| < 1として (1− x)−2 を無限級数で表せ。

解:

(
−2

n

)
=

−2(−3) · · · (−2− n+ 1)

n!
= (−1)n

2 · 3 · · · (n+ 1)

n!
= (−1)n(n+ 1)より、(2)を用いると、

(1− x)−2 =

∞∑
n=0

(
−2

n

)
(−x)n =

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)(−1)nxn =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn

= 1 + x+ 2x2 + · · ·+ nxn−1 + · · · . □

注意 1.2 等比級数の公式 1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · =

∞∑
k=0

xk の右辺の級数の収束半径が 1であることに注意

すれば、項別微分の定理 (cf . [PS], p.47, 定理 A7)を用い両辺を微分することで上式は得られる。また、さら
に微分することで問題 1.4 (1)は証明できる。

問題 1.4 |x| < 1のとき、命題 1.1 (2)を用いて次を示せ。
(1) (1− x)−3 =

∞∑
n=0

(n+ 1)(n+ 2)

2
xn, (2) (1− x)−

1
2 =

∞∑
n=0

(2n)!

22n(n!)2
xn =

∞∑
n=0

(
2n

n

)(x
4

)n
.

Bernoulli試行 Be(p): 歪んだコイン投げのように、結果 S (success) の起こる確率が p, 結果 F (false) が
起こる確率が q := 1 − p となる試行 (Bernoulli 試行という) を繰り返し行う。このとき、確率変数 Xk を
k 回目の試行で S が起これば 1, F が起これば 0 と定めれば、X1, X2, · · · は独立で同じ分布に従う。この
X1, X2, · · · を Bernoulli試行 Be(p)に付随する確率変数列といい、以降 X1, X2, · · · ∼ Be(p)と表すこととす
る。このとき、各 k に対して

E[Xk] = 1 · p+ 0 · (1− p) = p, E[X2
k ] = 12 · p+ 02 · (1− p) = p, (1.9)

V (Xk) = E[X2
k ]− (E[Xk])

2 = p(1− p) (1.10)

に注意する。

二項分布 B(n, p): Bernoulli試行 Be(p)を n回行うとき結果 S が起こる回数を Y とすると

P (Y = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n

となる。このとき Y は B(n, p)に従うといい、Y ∼ B(n, p)と表す。
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X1, X2, · · · ∼ Be(p)とすると、Y = X1 + · · ·+Xn ∼ B(n, p)は明らかであろう。これより、

E[Y ] = E[X1 + · · ·+Xn] = np V (Y ) = V (X1 + · · ·+Xn) = V (X1) + · · ·+ V (Xn) = np(1− p)

となる。ここで、(1.9)と (1.8), (1.10)を用いた。

問題 1.5 Y ∼ B(n, p)のとき、二項定理を用いて、E[Y ] = np, V (Y ) = np(1− p)を示せ。

幾何分布 Ge(p): Bernoulli試行 Be(p)において S が初めて出現するまでの F の出現回数を X とすると

P (X = k) = (1− p)kp k = 0, 1, 2, . . .

となる。このとき X は Ge(p)に従うといい、X ∼ Ge(p)と表す。
等比級数の公式により∑∞

k=0 P (X = k) = 1に注意する。また、平均は例題 1.4を用いれば、

E[X] = 0 · p+ 1 · qp+ 2 · q2p+ · · ·+ kqkp+ · · · = pq

∞∑
k=0

(k + 1)qk =
pq

(1− q)2
=

1− p

p

と求まる。ただし q = 1− pとした。分散のため、問題 1.4(1)より

E[X(X − 1)] =

∞∑
k=2

k(k − 1)qkp
l:=k−2
=

∞∑
l=0

(l + 1)(l + 2)ql+2p =
2pq2

(1− q)3
=

2q2

p2

に注意すれば V (X) = E[X(X − 1)] + E[X]− (E[X])2 =
2q2

p2
+
q

p
− q2

p2
=

1− p

p2
を得る。

例題 1.5 X,Y は独立でともに Ge(p)に従うとき P (min{X,Y } ≥ k), k = 0, 1, . . ., と E[min{X,Y }]およ
び E[max{X,Y }]を求めよ。また、P (X ≤ Y )を求めよ。

解: q = 1− pとする。

P (min{X,Y } ≥ k) = P (X ≥ k, Y ≥ k) = P (X ≥ k)P (Y ≥ k) =
( ∞∑
n=k

qnp
)2

=
( qkp

1− q

)2
= q2k.

よって、P (min{X,Y } = k) = P (min{X,Y } ≥ k)−P (min{X,Y } ≥ k−1) = q2k−q2(k+1) = (q2)k(1−q2)

より、min{X,Y } ∼ Ge(1 − q2) となるので、E[min{X,Y }] = 1− (1− q2)

1− q2
=

(1− p)2

p(2− p)
. また、一般に

X + Y = max{X,Y }+min{X,Y }であるから、

E[max{X,Y }] = E[X] + E[Y ]− E[min{X,Y }] = (1− p)(3− p)

p(2− p)
.

また、

P (X ≤ Y ) =

∞∑
k=0

P (X = k, Y ≥ X) =

∞∑
k=0

P (X = k, Y ≥ k) =

∞∑
k=0

P (X = k)P (Y ≥ k)

=

∞∑
k=0

(1− p)kp(1− p)k =
p

1− (1− p)2
=

1

2− p
. □

問題 1.6 (1) X ∼ Ge(p)とし、k, l = 0, 1, . . .とするとき、次を求めよ。
(a) P (k ≤ X ≤ k + l) (b) P (X ≥ k + l|X ≥ k) (c) E[tX ] (0 < t < 1/(1− p))

(d) E[X(X − 1)(X − 2)] (e) E[X3] (f) E[(X − E[X])
3
]

(2) X,Y が独立で X ∼ Ge(p), Y ∼ Ge(q) のとき、P (X = 3Y )および P (X > 3Y )を求めよ。
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負の二項分布 NB(α, p): Bernoulli試行 Be(p)を、S が α回出現するまで反復するとき、F が出現する回数
を Y とする。このとき、Y のとり得る値は 0, 1, . . .で、Y = k となるのは α+ k 回の試行で結果 S は最後を
除いて α− 1回、F は k 回出現するときなので

P (Y = k) =

(
α+ k − 1

k

)
pα(1− p)k (k = 0, 1, . . .) (1.11)

となる。ここで、 (
α+ k − 1

k

)
=

(α+ k − 1)(α+ k − 2) · · · (α+ 1)α

k!

= (−1)k
(−α)(−α− 1) · · · (−α− k + 1)

k!
= (−1)k

(
−α
k

)
と命題 1.1 (2)を用いて、

∞∑
k=0

P (Y = k) =

∞∑
k=0

(−1)k
(
−α
k

)
pα(1− p)k = pα(1− (1− p))−α = 1

となる。この分布を負の二項分布 NB(α, p)という。

注意 1.3 整数とは限らない α > 0に対しても (1.11)を用いて負の二項分布 NB(α, p)は定義される。

Y ∼ NB(α, p)のとき、k = 1, 2, . . .に対して

k

(
α+ k − 1

k

)
=

(α+ k − 1)(α+ k − 2) · · · (α+ 1)α

(k − 1)!
= α(−1)k−1

(
−α− 1

k − 1

)
より q = 1− pとすると

E[Y ] =

∞∑
k=1

k

(
α+ k − 1

k

)
pαqk = αpαq

∞∑
k=1

(−1)k−1

(
−α− 1

k − 1

)
qk−1

= αpαq

∞∑
l=0

(
−α− 1

l

)
(−q)l = αpαq(1− q)−α−1 =

α(1− p)

p

を得る。2行目の最初の等号は l = k − 1とおき、次の等式は命題 1.1 (2)を用いた。

注意 1.4 αが自然数であれば X1, . . . , Xα を独立で Ge(p)に従う確率変数とし Y = X1 + · · ·+Xα とすると
Y ∼ NB(α, p)となる。よって、

E[Y ] = E[X1] + · · ·+ E[Xα] =
α(1− p)

p

を得る。同様に (1.8)より V (Y ) = V (X1) + · · ·+ V (Xα) =
α(1− p)

p2
を得る。

問題 1.7 αを自然数とは限らない正数とし、Y ∼ NB(α, p)する。k = 2, 3, . . .のとき k(k−1)

(
α+ k − 1

k

)
=

α(α+1)(−1)k−2

(
−α− 2

k − 2

)
を示し、E[Y (Y −1)]を求め、V (Y ) =

α(1− p)

p2
を示せ。また、E[tY ]を求めよ。

Poisson分布 Po(λ): λ > 0とする。確率変数 X が非負整数値で、その確率関数が

P (X = k) =
λk

k!
e−λ (k = 0, 1, . . .) (1.12)

で与えられるとき、この確率変数X は Poisson分布 Po(λ)に従うという。命題 1.1 (1)より
∞∑
k=0

P (X = k) = 1

が従う。Poisson分布は次の命題で見るように、一定時間間隔の事故の件数などを表すと考ええられる。
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命題 1.2 各 n ∈ Nに対して、確率変数Xn は二項分布 B(n, pn)に従うとする。ここで、pn は 0 < pn < 1お
よび lim

n→∞
npn = λ > 0を満たすとする。このとき、{Xn}は Poisson分布 Po(λ)を近似している、即ち、次

が成立する。
lim

n→∞
P (Xn = k) =

λk

k!
e−λ (k = 0, 1, . . .)

証明: P (X = k) = 1
(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

) (npn)k
k!

{(
1− npn

n

)n}1− k
n → λk

k!
e−λ (n→ ∞) □

X ∼ Po(λ)に対して、再び命題 1.1 (1)を用いて

E[X] =

∞∑
k=1

k
λk

k!
e−λ = λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
e−λ = λ

∞∑
l=0

λl

l!
e−λ = λ,

E[X(X − 1)] =

∞∑
k=2

k(k − 1)
λk

k!
e−λ = λ2

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
e−λ = λ2.

よって V (X) = E[X(X − 1)] + E[X]− (E[X])2 = λ.

問題 1.8 X,Y は独立でX ∼ Po(λ), Y ∼ Po(µ)とするとき、以下を求めよ。ただし k, n = 0, 1, 2, . . ., k ≤ n

とする。
(1) E[X(X − 1)(X − 2)] (2) E[X3] (3) E[(X − E[X])3] (4) E[tX ]

(5) P (XY = 0) (6) P (X + Y = n) (7) P (X = k|X + Y = n)

問題 1.9 X,Y が独立で X ∼ Ge(p), Y ∼ Po(λ) のとき、P (X = 3Y )および P (X > 3Y )を求めよ。

次は一般に成り立つ命題である。

問題 1.10 ある δ > 0があって、|t| < δのとき確率変数X の積率母関数がMX(t) = E[etX ] <∞を満たすと
き、MX(t)は C∞ 級でM

(k)
X (t) = E[XketX ], k ∈ N, となることが Lebesgueの収束定理により証明できる。

上記の仮定の下、X の cumulant母関数 ΛX(t) = logMX(t)について以下を示せ。ただし µ = E[X]とした。
(1) Λ′

X(0) = E[X], (2) Λ′′
X(0) = V (X), (3) Λ′′′

X(0) = E[(X − µ)3],

(4) Λ
(4)
X (0) = E[(X − µ)4]− 3{V (X)}2

ヒント: Y = X − µとおき、ΛX(t) = µt+ logMY (t)と変形し、(Λ′
X(t)− µ)MY (t) =M ′

Y (t)を導き、左辺
にライプニッツの公式を用いて両辺の微分、2回微分、3回微分を計算をすると容易に計算できます。
注意: σ を X の標準偏差とするとき、Λ′′′

X(0)/σ3 を歪度、Λ
(4)
X (0)/σ4 を尖度という。

問題 1.11 問題 1.10を用いて、X ∼ Po(λ) のとき E[X] = λ, V [X] = λ, E[(X − λ)3] = λを示せ。さらに、
E[(X − λ)4]を求めよ。

超幾何分布 HG(N,m, n): 壺の中に赤球 m個と白球 N −m個の球が入っている。ここから n個の球を取
り出すときの白球の個数を X とする。このとき、

P (X = k) =

(
m

n

)(
N −m

n− k

)
(
N

n

) , max{0, n− (N −m)} ≤ k ≤ min{m,n}, = 0 (その他)

となる。このXの分布を超幾何分布 HG(N,m, n)という。
min{m,n}∑

k=0

P (X = k) = 1となることは、(x+1)N−m

と (x+1)m を二項定理を用いて展開しその xk と xn−k の係数の積を足し合わせたものが、(x+1)N の展開式
の xn の係数と一致することを用いて示せる。X の平均、分散を求めるため次の Xi, i = 1, . . . , nを導入する:

Xi =

{
1 i番目に取り出した球が赤
0 i番目に取り出した球が白
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N 個すべて取り出して並べると考えると、N 個の総順列 N !のうち i番目が赤球であるのはm · (N − 1)!であ
り、i ̸= j に対し i, j 番目がともに赤球であるのはm(m− 1) · (N − 2)!であるから

P (Xi = 1) =
m · (N − 1)!

N !
=
m

N
, P (Xi = 1, Xj = 1) =

m(m− 1) · (N − 2)!

N !
=
m(m− 1)

N(N − 1)
.

ゆえに

E[Xi] = E[X2
i ] = 1 · P (Xi = 1) + 0 · P (Xi = 0) =

m

N
,

E[XiXj ] = 1 · P (XiXj = 1) + 0 · P (XiXj = 0) =
m(m− 1)

N(N − 1)

V (Xi) =
m

N
−
(m
N

)2
=
m(N −m)

N2
, Cov(Xi, Xj) =

m(m− 1)

N(N − 1)
−
(m
N

)2
= −m(N −m)

N2(N − 1)

よって、X = X1 + · · ·+Xn より E[X] = E[X1] + · · ·+ E[Xn] = nm/N , (1.7)を用いて

V (X) =

n∑
i=1

V (Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj) = n
m(N −m)

N2
+ n(n− 1)

{
−m(N −m)

N2(N − 1)

}
=
nm(N −m)(N − n)

N2(N − 1)

を得る。cf . E[(X − E[X])3] =
mn(N −m)(N − n)(N − 2m)(N − 2n)

N3(N − 1)(N − 2)
. □

問題 1.12 1 から N までの数字が一つが書かれたカードが各 1 枚全部で N 枚ある。これをランダムに一
列に並べたとき、左から i 番目のカードに書かれた数字を Xi とする。このとき、以下を求めよ。ただし
1 ≤ i, j, k, l ≤ N とする。
(1) P (Xi = k), E[Xi], V (Xi)

(2) i ̸= j, k ̸= lに対して P (Xi = k,Xj = l), E[XiXj ], Cov(Xi, Xj), V (X1 +X2 +X3)

(3) P (min{X1, X2} ≥ k), E[min{X1, X2}]

次の問 1.13の公式は非負整数値確率変数の期待値の計算に有用なことがある。例えば上の問 1.12 (3)の期
待値を求めるとき計算が容易となる。

問題 1.13 X の取り得る値が非負整数のとき、E[X] =
∞∑
k=1

P (X ≥ k)となることを示せ。

1.3 連続型確率分布
確率変数 X の分布関数を FX(x) = P (X ≤ x)と定める。FX(x)が連続であるとき X は連続型確率変数と
いう。ここでは、特に区分的に連続な関数 fX(x)が存在して

FX(x) = P (X ≤ x) =

∫ x

−∞
fX(t) dt (∀x ∈ R)

と表せるときを考える。この fX(x)を X の密度関数という。このとき、

fX(x) ≥ 0 x ∈ R, かつ
∫ ∞

−∞
fX(t) dt = 1

となることに注意する。“よい”関数 φ(x)に対して

E[φ(X)] =

∫ ∞

−∞
φ(x)fX(x) dx

と定める。以下、確率変数 X に対して FX で X の分布関数を fX で X の密度関数を表すものとする。
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例題 1.6 X の密度関数が fX(x) =

{
cx−1 (1 ≤ x ≤ e2)

0 (その他)
のとき、

以下 fX(x) = cx−1 (1 ≤ x ≤ e2), = 0 (その他), と表す、次を求めよ。
(1) 定数 c (2) E[X] (3) V (X)

解: (1) 1 =

∫ ∞

−∞
fX(x) dx =

∫ e2

1

c

x
dx = 2c. よって、c = 1

2
.

(2) E[X] =

∫ e2

1

x · c
x
dx =

e2 − 1

2
.

(3) E[X2] =

∫ e2

1

x2 · c
x
dx =

e4 − 1

4
より V (X) =

e4 − 1

4
−
(e2 − 1

2

)2
=
e2 − 1

2
. □

問題 1.14 X の密度関数が fX(x) = c(1− x2)−1/2 (0 ≤ x < 1), = 0 (その他) のとき、以下を求めよ。
(1) 定数 c (2) E[X] (3) V (X) (4) X の分布関数 FX(x) ヒント: (sin−1 x)′ を計算せよ。

命題 1.3 (cf . [PS], p.12, 補題 2.3) ガンマ関数 Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−x dx (s > 0) と

ベータ関数 B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx (p, q > 0) について、以下が成立する。

(1) Γ(1) = 1, Γ
(1
2

)
=

√
π.

(2) Γ(s+ 1) = sΓ(s) (s > 0) 特に、自然数 nに対して Γ(n) = (n− 1)!.

(3) B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
(p, q > 0).

注意 1.5 Γ
(1
2

)
=

√
π は Γ(1) = 1と (2), (3)から導くこともできる。

実際、y =
√
x(1− x) =

√
1

4
−
(
x− 1

2

)2
が中心

(1
2
, 0
)
, 半径 1

2
の円の上半分であることに注意すると

Γ
(3
2

)2
= Γ(3)B

(3
2
,
3

2

)
= 2! ·

∫ 1

0

√
x(1− x) dx = 2 · 1

2
π
(1
2

)2
=
π

4
, Γ

(3
2

)
=

1

2
Γ
(1
2

)
より Γ

(1
2

)
= 2Γ

(3
2

)
= 2

√
π

4
=

√
π.

例題 1.7 以下の値を求めよ。ただし、v > 0, a < bとする。
(1)

∫ ∞

−∞
e−

x2

2v dx (2)

∫ b

a

1√
(x− a)(b− x)

dx (3)

∫ π
2

0

sin6 θ dθ (4)

∫ ∞

0

x3

(x+ 1)7
dx

解: (1) s =
x2

2v
とおくと (与式)=2

∫ ∞

0

e−
x2

2v dx = 2

∫ ∞

0

e−s
√
2v

1

2
s−1/2 ds =

√
2vΓ

(1
2

)
=

√
2πv.

(2) s =
x− a

b− a
とおくと (与式)=

∫ 1

0

1

(b− a)
√
s(1− s)

(b− a) ds = B
(1
2
,
1

2

)
=

Γ( 12 )
2

Γ(1)
= π.

(3) t = sin2 θ とおくと (与式)=

∫ 1

0

t3

2
√
t(1− t)

ds =
1

2
B
(7
2
,
1

2

)
=

Γ( 72 )Γ(
1
2 )

2Γ(4)
=

5
2
3
2
1
2

√
π
√
π

2 · 3!
=

5π

32
.

(4) t =
1

x+ 1
とおくと (与式)=

∫ 1

0

t7
(1
t
− 1
)3 dt
t2

=

∫ 1

0

t2(1− t)3 dt = B(3, 4) =
Γ(3)Γ(4)

Γ(7)
=

1

60
. □

問題 1.15 以下の値を求めよ。
(1)

∫ ∞

0

x5/2e−x/2 dx (2)

∫ 2

0

x3(2− x)1/2 dx (3)

∫ π

0

sin5 θ cos4 θ dθ (4)

∫ ∞

−∞

(
1 +

x2

2

)−5/2

dx

一様分布 U(a, b): 確率変数 X の密度関数が fX(x) =
1

b− a
(a ≤ x ≤ b), = 0 (その他) のとき、X は区間

(a, b)上の一様分布 U(a, b) に従うといい、X ∼ U(a, b)と表す。
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指数分布 Ex(λ): 確率変数 X の密度関数が fX(x) = λe−λx (x ≥ 0), = 0 (その他) のとき、X は指数分布
Ex(λ) に従うという。指数分布は事故などの Poisoon 事象が生起する時間間隔の分布として広く用いられて
いる。

正規分布 N(µ, σ2): µ ∈ R, σ > 0とする。X の密度関数が fX(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 (−∞ < x < ∞) で

与えられているとき、正規分布 N(µ, σ2) に従うという。例題 1.7 (1) より 1√
2πσ

∫ ∞

−∞
e−

(x−µ)2

2σ2 dx = 1 は容
易にわかる。特に µ = 0, σ = 1のとき、N(0, 1)を標準正規分布という。

例題 1.8 (1) X ∼ N(µ, σ2) (σ > 0) のとき、Z =
X − µ

σ
の密度関数 fZ(z)を求めよ。

(2) X ∼ Ex(2)のとき、Y = X2 の密度関数 fY (y)を求めよ。
(3) X ∼ N(0, 1)のとき、Y = X2 の密度関数 fY (y)を求めよ。
(4) X,Y は独立で X ∼ Ex(λ), X ∼ Ex(µ)とし、Z = min{X,Y }とする。以下を求めよ。
(a) E[X] (b) P (X ≥ a+ b|X ≥ a) (a, b > 0) (c) P (Z ≥ a) (a > 0) (d) fZ(z) (e) V (Z)

解: (1) FZ(z) = P (Z ≤ z) = P (X ≤ σz + µ) = FX(σz + µ)より
fZ(z) =

d

dz
{FX(σz + µ)} = fX(σz + µ)σ =

1√
2π
e−

(σz+µ−µ)2

2σ2 =
1√
2π
e−

z2

2 .

(2) P (Y > 0) = 1より fY (y) = 0 (y ≤ 0). y > 0のとき FY (y) = P (X2 ≤ y) = P (X ≤ √
y) = FX(

√
y)

より fY (y) =
d

dy
{FX(

√
y)} = fX(

√
y)

1

2
y−1/2 = y−1/2e−2

√
y.

(3) P (Y > 0) = 1より fY (y) = 0 (y ≤ 0). y > 0のとき FY (y) = P (X2 ≤ y) = P (−√
y ≤ X ≤ √

y) =

FX(
√
y)− FX(−√

y)より fY (y) =
d

dy
{FX(

√
y)− FX(−√

y)} =
1√
2π
y−1/2e−y/2.

(4) (a) E[X] =

∫ ∞

0

xλe−λx dx =
1

λ
. (b) P (X ≥ a) =

∫ ∞

a

λe−λx dx = e−λa より (与式)=
P (X ≥ a+ b)

P (X ≥ a)

= e−λb. (c) P (Z ≥ a) = P (X ≥ a, Y ≥ a)
独立性
= P (X ≥ a)P (Y ≥ a) = e−(λ+µ)a.

(d) fZ(z) = 0 (z ≤ 0)は明らか。z > 0のとき fZ(z) =
d

dz
{P (Z ≤ z)} = (λ+ µ)e−(λ+µ)z.

(e) V (Z) = E[Z2]− (E[Z])2 = 1/(λ+ µ)2. □

問題 1.16 (1) X ∼ N(µ, σ2)のとき、E[X] = µ, V (X) = σ2 を示せ。また、積率母関数 E[etX ], t ∈ R, を
求めよ。
(2) X ∼ N(µ, σ2)のとき、Y = eX の密度関数 fY (y)を求めよ。また、E[Y ], V (Y )を求めよ。
(3) X ∼ U(0, 1)のとき Y = cos 2πX の密度関数 fY (y)を求めよ。
(4) X ∼ Ex(1/λ)のとき、E[Xn] (n ∈ N)を求め、E[(X − λ)3], E[(X − λ)4]を求めよ。
(5) X ∼ N(0, 1)のとき、E[X2n] = (2n− 1)!!(= (2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1) (n ∈ N)を示せ。
(6) X,Y は独立でともに U(0, 1)に従うとし、Z = max{X,Y }とする。以下を求めよ。
(a) P (Z ≤ a) (0 ≤ a ≤ 1) (b) fZ(z) (c) E[Z] (d) V (Z)

問題解答のコツ 正規分布 N(µ, σ2)の密度関数から∫ ∞

−∞
e−

(x−µ)2

2σ2 dx =
√
2πσ2

を得る。これはどんな µ ∈ Rと σ > 0についても成立する。例えば、N(µ− tσ2, 3σ2)の密度関数を考えれば
次の式を得る。 ∫ ∞

−∞
e−

(x−µ+tσ2)2

6σ2 dx =
√
2π · 3σ2.

同様に、次回扱うガンマ分布 Γ(α, β)の密度関数から∫ ∞

0

xα−1e−βx dx =
Γ(α)

βα
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を得る。これはどんな α > 0, β > 0に対しても成立する。例えば、次ような計算も可能となる。∫ ∞

0

x3/2e−(1+t2)x/2 dx =
Γ(5/2)

{(1 + t2)/2}5/2
.

このように密度関数を「公式」として扱うことで期待値の計算が簡単になることが多々ある。例えば、上記の
問題 1.16 (1) E[etX ], (4) E[Xn] と (5)は少し工夫がいるが、それに当たる。
ガンマ分布 Γ(α, β): 確率変数X の密度関数が fX(x) =

1

Γ(α)
βαxα−1e−βx (x > 0), = 0 (その他) のとき、

X はガンマ分布 Γ(α, β)に従うといい、X ∼ Γ(α, β)と表す。
ベータ分布 Beta(a, b): 確率変数 X の密度関数が fX(x) =

1

B(a, b)
xa−1(1− x)b−1 (0 < x < 1), = 0 (そ

の他) のとき、X はベータ分布 Beta(a, b) に従うとい、X ∼ Beta(a, b)と表す。

注意 1.6 (1) ガンマ分布 Γ(1, β) は指数分布 Ex(β) と一致する。また、ベータ分布 Beta(1, 1) は一様分布
U(0, 1)である。このことは密度関数を比較すれば明らかである。
(2) 例題 1.8(3)より X ∼ N(0, 1)のとき X2 ∼ Γ(1/2, 1/2)がわかる。

定義 1.1 次の 3つの分布は数理統計学で特に重要である。
χ2 分布: ガンマ分布 Γ(n2 ,

1
2 )を特に自由度 nの χ2 分布といい、χ2

n で表す。X1, . . . , Xn を独立で N(0, 1)に
従うとするとき、X2

1 + · · ·+X2
n ∼ χ2

n. これは注意 1.6(2)と例題 1.11(4)から成立する。
t分布: Y, Z は独立で Y ∼ χ2

n, Z ∼ N(0, 1)のとき、T = Z
/√

Y
n の分布を自由度 nの t分布といい tn で

表す。標語的に tn = N(0, 1)

/√
χ2
n

n と表す。
F 分布: X,Y は独立で X ∼ χ2

m, Y ∼ χ2
n のとき、W = X

m

/
Y
n の分布を自由度 (m,n)の F 分布といい Fm

n

で表す。標語的に Fm
n =

χ2
m

m

/
χ2
n

n と表す。

例題 1.9 (1) X ∼ Γ(α, β)のとき E[Xc] (c ∈ R)を求めよ。
(2) n ≥ 3のとき T ∼ tn のとき E[T 2]を求めよ。
(3) X ∼ Beta(a, b)のとき Y =

X

1−X
の密度関数 fY (y)を求めよ。また b > 2のとき E[Y ], V (Y )を求め

よ。(この Y の分布を第 2種ベータ分布という。)

解: (1) E[Xc] =
βα

Γ(α)

∫ ∞

0

xc+α−1e−βx dx =
βα

Γ(α)

Γ(α+ c)

βα+c
=

Γ(α+ c)

βcΓ(α)
(c+ α > 0のとき),

E[Xc] = ∞ (c+ α ≤ 0のとき).

(2) Y ∼ χ2
n, Z ∼ N(0, 1)となる独立な Y, Z を用いて T = Z

/√
Y
n と表せる。Z2 ∼ Γ( 12 ,

1
2 ), Y ∼ Γ(n2 ,

1
2 )

より E[T 2] = E
[ Z2

Y/n

] 独立性
= nE[Z2]E[Y −1]

(1)
= n ·

Γ( 32 )
1
2Γ(

1
2 )

Γ(n−2
2 )

( 12 )
−1Γ(n2 )

=
n

n− 2
.

(3) P (0 < X < 1) = 1より P (Y > 0) = 1. よって fY (y) = 0 (y ≤ 0). y > 0に対して FY (y) = P (Y ≤ y)

= P
(
X ≤ y

1 + y

)
= FX

( y

1 + y

)
より fY (y) = fX

( y

1 + y

) 1

(1 + y)2
=

1

B(a, b)

ya−1

(1 + y)a+b
.

例題 1.7(4)と同様に
∫ ∞

0

xa−1

(x+ 1)a+b
dx = B(a, b)が示せる。これより、

E[Y ] =
1

B(a, b)

∫ ∞

0

ya

(y + 1)a+b
dy =

B(a+ 1, b− 1)

B(a, b)
=

a

b− 1
. E[Y 2] =

B(a+ 2, b− 2)

B(a, b)
=

(a+ 1)a

(b− 1)(b− 2)

より V (Y ) =
a(a+ b− 1)

(b− 1)2(b− 2)
. □

問題 1.17 (1) X ∼ Γ(α, β)のとき (a) E[X], V (X), (b) E[(X −E[X])3], (c) E[e−tX ] (t > −β)を求めよ。
(2) X ∼ Beta(a, b)のとき (a) E[X], V (X), (b)♠ E[(X − E[X])3]を求めよ。 (♠は計算が面倒の意味)

(3) X,Y は独立でともに Beta(1, b)に従うときW = max{X,Y }の密度関数 fW (w)と E[W ]を求めよ。
(4) n > 4のとき X ∼ Fm

n のとき E[X], V (X)を求めよ。
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次の命題は非負確率変数の期待値を計算に便利である。証明には関数解析学で学ぶ Fubiniの定理を必要と
する。証明は例えば昨年度の確率統計学 IIの講義ノートの補題 5.14を見よ。

命題 1.4 非負値確率変数 X と p > 0に対して E[Xp] =

∫ ∞

0

ptp−1P (X > t) dtとなる。特に p = 1 のとき

E[X] =

∫ ∞

0

P (X > t) dtとなる。

1.4 多次元確率変数
連続型確率変数 X1, . . . , Xn に対して、Rn 上の可測関数 f(x1, . . . , xn)が存在して

P ((X1, . . . , Xn) ∈ D) =

∫
· · ·
∫
D

f(t1, t2, . . . , tn) dt1dt2 · · · dtn (1.13)

と表せるとき、f(x1, . . . , xn)をX = (X1, . . . , Xn)の同時密度関数という。また、このとき、

E[φ(X1, · · · , Xn)] =

∫
· · ·
∫
Rn

φ(x1, . . . , xn)f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn

と定める。共分散 Cov(Xi, Xj)を (1.2)で、相関係数 ρ(Xi, Xj)を (1.3)と同様に定める。また、(1.13)より

P (a ≤ X1 ≤ b) =

∫ b

a

{∫
· · ·
∫
Rn−1

f(t1, t2, . . . , tn) dt2 · · · dtn
}
dt1

となるから X1 の周辺密度関数 fX1
は

fX1(x1) =

∫
· · ·
∫
Rn−1

f(x1, t2, . . . , tn) dt2 · · · dtn

で与えられる。
連続型の確率変数 X1, X2, . . . , Xn が独立であるためには、その密度関数 f(x1, x2, · · · , xn)がそれぞれの周
辺密度関数 fX1

(x1), · · · , fXn
(xn)の積となる、すなわち

f(x1, x2, · · · , xn) = fX1(x1)fX2(x2) · · · fXn(xn) (1.14)

が成立することが必要十分であることが、独立性の定義 (1.4)から従うことに注意する。

例題 1.10 (X,Y ) の同時密度関数が f(x, y) = cxy (0 ≤ y ≤ x ≤ 1), f(x, y) = 0 (その他) のとき次を求め
よ。
(a) 定数 c (b) P (X +Y ≤ 1) (c) X の周辺密度関数 fX(x)と E[X] (d) Cov(X,Y ) (e) P (Y +2X ≤ 1)

解: D : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ xとする。(必ず D を xy 平面上に描くこと。)

(a) 1 =

∫ ∫
R2

f(x, y) dxdy = c

∫ ∫
D

xy dxdy = c

∫ 1

0

dx

∫ x

0

xy dy =
c

8
より c = 8.

(b) B : x+ y ≤ 1とすると D ∩B : 0 ≤ y ≤ 1
2 , y ≤ x ≤ 1− y より (D ∩B も xy 平面に図示すること。)

(与式)=

∫ ∫
B

f(x, y) dxdy =

∫ ∫
D∩B

8xy dxdy =

∫ 1
2

0

dy

∫ 1−y

y

8xy dx =

∫ 1
2

0

4(y − 2y2) dy =
1

6
.

(c) P (0 ≤ X ≤ 1) = 1より fX(x) = 0 (x ≤ 0, 1 ≤ x). 0 < x < 1のとき
fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy =

∫ x

0

8xy dy = 4x3. E[X] =

∫ 1

0

x4x3 dx =
4

5
.

(d) P (0 ≤ Y ≤ 1) = 1より fY (y) = 0 (y ≤ 0, 1 ≤ y). 0 < y < 1のとき fY (y) =

∫ 1

y

8xy dx = 4y − 4y3.

E[Y ] =

∫ 1

0

y(4y − 4y3) dy =
8

15
. E[XY ] =

∫ ∫
R2

xyf(x, y) dxdy =

∫ ∫
D

8x2y2 dxdy =
4

9
.

よって Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] =
4

225
.
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(e) C : x+ 2y ≤ 1とすると D ∩ C : 0 ≤ y ≤ 1
3 , y ≤ x ≤ 1

2 (1− y)より (与式)=

∫ ∫
C

f(x, y) dxdy

=

∫ ∫
D∩C

8xy dxdy =

∫ 1
3

0

dy

∫ 1
2 (1−y)

y

8xy dx =

∫ 1
3

0

(y − 2y2 − 3y3) dy =
7

324
. □

問題 1.18 以下の (X,Y )の同時密度関数が次の f(x, y)で与えられるとき、それぞれの (a)–(e)を求めよ。
(1) f(x, y) = c(x+ y) (0 ≤ x, 0 ≤ y, x+ y ≤ 1), f(x, y) = 0 (その他) のとき

(a) 定数 c (b) P (Y ≤ 3X) (c) X の周辺密度関数 fX(x)と E[X] (d) Cov(X,Y ) (注: E[X] = E[Y ])

(2) f(x, y) = cy (0 ≤ y, x2 + y2 ≤ 1), f(x, y) = 0 (その他) のとき
(a) 定数 c (b) Y の周辺密度関数 fY (y)と E[Y ] (c) E[X] (d) P (Y ≥

√
3X) (e) P (Y ≥ 1− |X|)

定理 1.5 n 次元確率変数 (X1, . . . , Xn) の同時密度関数を fX(x1, · · · , xn) とする。Rn から Rn への変換
yi = ui(x1, · · · , xn) (1 ≤ i ≤ n) が単射で、fX(x1, · · · , xn) > 0 なる領域で、変換 yi = ui(x1, · · · , xn)

(1 ≤ i ≤ n) およびその逆変換 xi = vi(y1, · · · , yn) (1 ≤ i ≤ n) がともに C1-級であり、∂(x1, · · · , xn)
∂(y1, · · · , yn)

̸= 0 を
満たすとする。このとき、Yi = ui(X1, · · · , Xn) (1 ≤ i ≤ n) で n次元確率変数 (X1, · · · , Xn)を (Y1, · · · , Yn)
に変換するとき、(Y1, · · · , Yn)の同時密度関数 fY (y1, · · · , yn)は次式で与えられる。

fY (y1, · · · , yn) = fX(v1(y1, · · · , yn), · · · , vn(y1, · · · , yn))
∣∣∣∂(x1, · · · , xn)
∂(y1, · · · , yn)

∣∣∣. (1.15)

証明: (a1, · · · , an) ∈ Rn に対して E = {(x1, · · · , xn);u1(x1, · · · , xn) ≤ a1, . . . , un(x1, · · · , xn) ≤ an} と
おくと、この変換で E は E′ = {(y1, · · · , yn); y1 ≤ a1, . . . , yn ≤ an}に対応するから、多変数関数の積分の変
数変換の公式により

P (Y1 ≤ a1, · · · , Yn ≤ an) = P (u1(X1, · · · , Xn) ≤ a1, · · · , un(X1, · · · , Xn) ≤ an)

= P ((X1, · · · , Xn) ∈ E) =

∫
· · ·
∫
E

fX(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn =

∫
· · ·
∫
E′
fY (y1, · · · , yn) dy1 · · · dyn

=

∫ an

−∞
· · ·
∫ a1

−∞
fY (y1, · · · , yn) dy1 · · · dyn □

命題 1.6 (X,Y )の密度関数を f(x, y)とする。このとき、Z = X + Y とすると Z の密度関数 fZ(z)は

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
f(t, z − t) dt (1.16)

となる。特に P (X ≥ 0, Y ≥ 0) = 1であれば fZ(z) =

∫ z

0

f(t, z − t) dt (z > 0), fZ(z) = 0 (z ≤ 0)となる。

証明: Z = X + Y, T = X とし (Z, T ) の同時密度関数 g(z, t) を求め、Z の周辺密度関数を求めればよい。
X = T, Y = Z − T に注意すれば定理 1.5より

g(z, t) = f(t, z − t)
∣∣∣∂(x, y)
∂(z, t)

∣∣∣ = f(t, z − t)
∣∣∣det( 0 1

1 −1

)∣∣∣ = f(t, z − t).

従って、fZ(z) =
∫ ∞

−∞
g(z, t) dt =

∫ ∞

−∞
f(t, z − t) dt.

P (X ≥ 0, Y ≥ 0) = 1 のとき z ≤ 0 のとき fZ(z) = 0 は明らか。z > 0 のときは (1.16) で t ≥ 0 かつ
z − t ≥ 0でなければ f(t, z − t) = 0となるので積分範囲は 0 ≤ t ≤ z だけでよいとわかる。 □

命題 1.7 (X,Y ) の密度関数を f(x, y) とする。このとき、U = X − Y , V = XY , W = Y/X とすると
U, V,W の密度関数は次で与えられる。

fU (u) =

∫ ∞

−∞
f(t+ u, t) dt, fV (v) =

∫ ∞

−∞
f
(
t,
v

t

) 1

|t|
dt, fW (w) =

∫ ∞

−∞
f(t, tw)|t| dt. (1.17)
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証明: 命題 1.6と全く同様に、U については U = X − Y, T = Y と、V については V = XY , T = X と、W
についてはW = Y/X, T = X としてそれぞれの同時密度関数を求め、U, V,W それぞれの周辺密度関数を求
めればよい。 □

例題 1.11 (1) X,Y が独立でともに U(0, 1)に従うとし Z = X + Y とおく。FZ(z)と fZ(z)を求めよ。
(2) X,Y が独立で X ∼ Ex(λ1), Y ∼ Ex(λ2)とし Z = X + Y , W =

X

Y
とおく。fZ(z), fW (w)を求めよ。

(3) X,Y が独立でともに N(0, 1) に従うとし S = 2X + 3Y , T = X + Y とおく。(S, T ) の同時密度関数
g(s, t)を求めよ。
(4) X,Y が独立で X ∼ Γ(α1, β), Y ∼ Γ(α2, β)とし S = X + Y , T =

X

X + Y
とおく。(S, T )の同時密度関

数 g(s, t)を求めよ。
(5) T が自由度 nの t分布 (cf . 定義 1.1)に従うとき、fT (t)を求めよ。

解: (1) P (0 < Z < 2) = 1より FZ(z) = 0 (z ≤ 0), FZ(z) = 1 (2 ≤ z). 0 < z < 2のとき D : 0 ≤ x, y ≤ 1

とすると FZ(z) =

∫ ∫
D∩{x+y≤z}

dxdyはD∩{x+ y ≤ z}の面積なので、0 < z ≤ 1のとき FZ(z) =
1

2
z2,

1 < z < 2のとき FZ(z) = 1− 1

2
(1− (z − 1))2 = 1− 1

2
(2− z)2. (D ∩ {x+ y ≤ z}を図示せよ。)

よって、fZ(z) = 0 (z ≤ 0), fZ(z) = z (0 < z ≤ 1), fZ(z) = 2− z (1 < z < 2), fZ(z) = 0 (2 ≤ z).

注意: 一様分布では、このように面積を考えることで計算が容易となることが多いので必ず図示して考えよ。
(2) P (Z > 0) = 1より fZ(z) = 0 (z ≤ 0). z > 0に対して命題 1.6 より fZ(z) =

∫ z

0

λ1λ2e
−λ1te−λ2(z−t) dt.

λ1 = λ2 なら fZ(z) =

∫ z

0

λ21e
−λ1z dt = λ21ze

−λ1z.

λ1 ̸= λ2 なら fZ(z) =

∫ z

0

λ1λ2e
−λ2z−(λ1−λ2)t dt =

λ1λ2
λ1 − λ2

(e−λ2z − e−λ1z).

fW について: P (W > 0) = 1より fW (w) = 0 (w ≤ 0). w > 0に対して命題 1.7より
fW (w) =

∫ ∞

0

λ1λ2e
−λ1te−λ2twt dt =

λ21
(λ1 + λ2w)2

.

(3) s = 2x+ 3y, t = x+ y とすると x = −s+ 3t, y = s− 2t. ゆえに ∂(x, y)

∂(s, t)
=

∣∣∣∣∣ −1 3

1 −2

∣∣∣∣∣ = −1より

g(s, t) = fX(−s+ 3t)fY (s− 2t)
∣∣∣∂(x, y)
∂(s, t)

∣∣∣ = 1

2π
e−

1
2{(−s+3t)2+(s−2t)2}.

(4) P (S > 0, 0 < T < 1) = 1より s > 0, 0 < t < 1を除いて g(s, t) = 0は明らか。s > 0, 0 < t < 1のとき

s = x+ y, t =
x

x+ y
とすると x = st, y = s(1− t). ゆえに ∂(x, y)

∂(s, t)
=

∣∣∣∣∣ t s

1− t −s

∣∣∣∣∣ = −sより g(s, t) =

fX(st)fY (s(1− t))| − s| = βα1+α2

Γ(α1)Γ(α2)
(st)α1−1e−βst{s(1− t)}α2−1e−βs(1−t)s =

βα1+α2

Γ(α1 + α2)
sα1+α2−1e−βs × 1

B(α1, α2)
tα1−1(1− t)α2−1. これより S ∼ Γ(α1+α2, β), T ∼ Beta(α1, α2).

(5) 独立な Z, Y で Z ∼ N(0, 1), Y ∼ Γ(n2 ,
1
2 )を用いて T = Z

/√
Y
n と表せる。まず S = Y として (S, T )

の同時密度関数 g(s, t)を求める。P (S > 0) = 1より s ≤ 0のとき g(s, t) = 0. s = y, t = z
/√ y

n
とすると

y = s, z = t

√
s

n
より ∂(y, z)

∂(s, t)
=

∣∣∣∣∣ 1 0

∗
√

s
n

∣∣∣∣∣ =
√
s

n
. g(s, t) = fY (s)fZ

(
t

√
s

n

)∣∣∣√ s

n

∣∣∣ = 1

2
n
2 Γ(n2 )

s
n
2 −1e−

s
2

× 1√
2π
e−

1
2 t

2 s
n

√
s

n
=

1

2
n+1
2
√
nπΓ(n2 )

s
n+1
2 −1e−

1
2 (1+

t2

n )s. ゆえに

fT (t) =

∫ ∞

−∞
g(s, t) ds =

1

2
n+1
2
√
nπΓ(n2 )

{1
2

(
1 +

t2

n

)}−n+1
2

Γ(
n+ 1

2
) =

Γ(n+1
2 )

√
nπΓ(n2 )

(
1 +

t2

n

)−n+1
2

. □

問題 1.19 (1) X,Y が独立でともに U(0, 1)に従うとしW = X/Y とおく。FW (w)と fW (w)を求めよ。
(2) X,Y が独立でともに N(0, 1)に従うとし Z = X + Y , W =

X

Y
とおく。fZ(z), fW (w)を求めよ。

16



(3) X,Y が独立でともに N(0, 1)に従うとし S = 2X + Y + 2, T = −X + Y − 1とおく。(S, T )の同時密度
関数 g(s, t)を求めよ。また、S の周辺分布を求めよ。
(4) X,Y が独立に一様分布 U(0, 1) に従うとし、S =

√
−2 logX cos(2πY ), T =

√
−2 logX sin(2πY ) とす

る。このとき、S, T が独立に正規分布 N(0, 1)に従うことを示せ。
(5) W が自由度 (m,n)の F 分布 (cf . 定義 1.1)に従うとき、fW (w)を求めよ。

例 1.12 µ = (µ1, . . . , µn)と n次正定値対称行列 Σ = (σij)に対して、n次元確率変数 (X1, . . . , Xn)が次の
密度関数をもつとき、この分布を n次元正規分布 N(µ′,Σ) という:

f(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2(detΣ)1/2
e−

1
2 (x−µ)Σ−1(x−µ)′ . (1.18)

ここに、x = (x1, . . . , xn)とし、x′ は xの転置 (この場合縦ベクトル)を表す。
ここでは n = 2の場合を考える。この場合、Σが正定値であることから、σ1, σ2 > 0, |ρ| < 1を用いて、Σ =(
σ2
1 σ1σ2ρ

σ1σ2ρ σ2
2

)
と表せる。このとき、detΣ = σ2

1σ
2
2(1−ρ2)でΣ−1 =

1

1− ρ2

(
1/σ2

1 −ρ/(σ1σ2)
−ρ/(σ1σ2) 1/σ2

2

)
であるから、(X,Y )の密度関数は

f(x, y) =
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp

[
− 1

2(1− ρ2)

{ (x− µ1)
2

σ2
1

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

}]
(1.19)

となる。まず、X の周辺密度関数 fX(x)を求める。(1.19)の右辺の {· · · }の中を y について平方完成すると

1

σ2
2

[
(y − µ2)−

ρσ2
σ1

(x− µ1)
]2

+
1− ρ2

σ2
1

(x− µ1)
2 (1.20)

となるから、t = 1

σ2
√
1− ρ2

[
y − µ2 −

ρσ2
σ1

(x− µ1)
]
とおくと、

fX(x) =

∫
R

f(x, y) dy =
1

2πσ1
e
− (x−µ1)2

2σ2
1

∫ ∞

−∞
e−

t2

2 dt =
1√
2πσ1

e
− (x−µ1)2

2σ2
1

となる。よって、X ∼ N(µ1, σ
2
1). また、Y ∼ N(µ2, σ

2
2)となる。 □

例題 1.13 (X,Y )の密度関数が (1.18)のとき、S =
X − µ1

σ1
, T =

1√
1− ρ2

(Y − µ2

σ2
−ρX − µ1

σ1

)
とおく (cf .

(1.20))。このとき、S, T は独立でともにN(0, 1)に従うことを示せ。また、E[X], E[Y ], V (X), V (Y ),Cov(X,Y )

および相関係数 ρ(X,Y )を求めよ。

解: s =
x− µ1

σ1
, t =

1√
1− ρ2

(y − µ2

σ2
− ρ

x− µ1

σ1

)
とすると、

x = σ1s+ µ1, y = σ2

(
ρs+

√
1− ρ2t

)
+ µ2 (1.21)

より ∂(x, y)

∂(s, t)
=

∣∣∣∣∣ σ1 0

σ2ρ σ2
√
1− ρ2

∣∣∣∣∣ = σ1σ2
√

1− ρ2. よって、(1.20)に注意注して (1.19)に代入して (S, T )

の密度関数 g(s, t)は

g(s, t) = f
(
σ1s+ µ1, σ2(ρs+

√
1− ρ2t) + µ2

)
|σ1σ2

√
1− ρ2| = 1√

2π
e−

s2

2 · 1√
2π
e−

t2

2 .

よって、S, T は独立でともに N(0, 1)に従う。更に、(1.21)と同様に

X = σ1S + µ1, Y = σ2

(
ρS +

√
1− ρ2T

)
+ µ2

と表せるので、

E[X] = E[σ1S + µ1] = µ1, V (X) = E[(X − µ1)
2] = E[(σ1S)

2] = σ2
1 ,
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E[Y ] = E[σ2

(
ρS +

√
1− ρ2T

)
+ µ2] = µ2,

V (X) = E[(Y − µ2)
2] = E[σ2

2

(
ρS +

√
1− ρ2T

)2
]

= σ2
2

{
ρ2E[S2] + 2ρ

√
1− ρ2E[ST ] + (1− ρ2)E[T 2]

}
= σ2

2

Cov(X,Y ) = E[(X − µ1)(Y − µ2)] = E[σ1σ2S
(
ρS +

√
1− ρ2T

)
] = σ1σ2ρ,

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V (X)V (Y )

=
σ1σ2ρ

σ1σ2
= ρ. □

問題 1.20 (X,Y ) の同時密度関数が f(x, y) = c exp
{
−1

2
Q(x, y)

}
, ただし Q(x, y) = 2x2 + 3y2 + 4xy −

8x − 6y で与えられるとき、Q(x, y) をまず x について平方完成することで、(y と x を入れ替えた
意味で) 例題 1.13 と同様に X,Y の一次関数 S と Y の一次関数 T を定めることで、定数 c を定め、
E[X], E[Y ], V (X), V (Y ),Cov(X,Y )を求めよ。

1.5 条件つき確率分布
ここでは、2次元確率変数 (X,Y )に対して条件つき分布 P (Y ≤ y|X = x)をX の周辺分布は離散型か密度
関数をもつ場合のみに定義する。X や Y が 1次元でない場合でもX の周辺分布が離散型や連続型の同様に定
義できる。

(i) X の周辺分布が離散型の場合
P (X = x) > 0なる xに対して、P (Y ≤ y|X = x) =

P (X = x, Y ≤ y)

P (X = x)
と定め、これを X = xの条件下で

の Y の条件付き確率分布という。一方、P (X = x) = 0となる xでは定義しないものとする。

(ii) X の周辺分布が密度関数をもつ場合 (この場合 P (X = x) = 0 (∀x)であるから工夫が必要となる。)

X の周辺密度関数を fX(x)とする。ここでは、簡単のため xは fX(x)の連続点で fX(x) > 0となるときに
考える。P (Y < y|X = x)を次のように定義する。

P (Y ∈ A|X = x) = lim
δ→+0

P (Y ∈ A|x ≤ X < x+ δ)

と定める。このとき、ξk = a+ k
n (b− a)とすることで、∫ b

a

P (Y ≤ y|X = x)fX(x) dx = P (Y ≤ y, a ≤ X < b) (1.22)

となることに注意する。特に、(X,Y )が同時密度関数 f(x, y)をもてば、

P (Y ≤ y|x ≤ X < x+ δ) =
P (Y ≤ y, x ≤ X < x+ δ)

P (x ≤ X < x+ δ)
=

∫ x+δ

x

∫ y

−∞ f(s, t) dtds∫ x+δ

x
fX(s)ds

ここで、分母分子を δ で割り δ → +0とすることで、微分積分学の基本定理により

P (Y ≤ y|X = x) =

∫ y

−∞ f(x, t) dt

fX(x)

を得る。これより、条件 X = xの下での Y の分布は連続型で、その密度関数 fY |X(y|x)が

fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
(1.23)

となることがわかった。fY |X(y|x)を条件 X = xの下での Y の条件つき密度関数という。 □
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例 1.14 (X,Y )が 2次元正規分布 N

((
µ1

µ2

)
,

(
σ2
1 σ1σ2ρ

σ1σ2ρ σ2
2

))
に従う、すなわち、密度関数が (1.19)で

与えられるとき、fY |X(y|x)を求め、X = xの条件下の Y の分布を求めよ。

解: 例 1.12より fX(x) =
1√
2πσ1

e
− (x−µ1)2

2σ2
1 であるから (1.19), (1.20)より

fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

1
√
2πσ2

√
1− ρ2

exp
[
−
(y − {µ2 +

ρσ2

σ1
(x− µ1)})2

2σ2
2(1− ρ2)

]
を得る。これは、X = xの条件下の Y の分布が正規分布 N

(
µ2 +

ρσ2
σ1

(x− µ1), σ
2
2(1− ρ2)

)
となることを示

している。 □

注意 1.7 (Bayesの定理) (1.23)は f(x, y) = fX|Y (x|y)fY (y)に注意して、次のように表せる。

fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

f(x, y)∫∞
−∞ f(x, u) du

=
fX|Y (x|y)fY (y)∫∞

−∞ fX|Y (x|u)fY (u) du
. (1.24)

一方、X が離散型であれば P (X = x) > 0となる xに対して

P (Y ≤ y|X = x) =
P (Y ≤ y,X = x)

P (X = x)
=

1

P (X = x)

∫ y

−∞
P (X = x|Y = u)fY (u) du

より

fY |X(y|x) = d

dy
P (Y ≤ y|X = x) =

P (X = x|Y = y)fY (y)

P (X = x)
(1.25)

を得る。これらは Bayesの定理の一般化で機械学習のある分野で用いられる。

P (Y ≤ y|X = x)がすべての y で定義されていれば、条件付き期待値 E[h(Y )|X = x]が定義できる。例え
ば、条件 X = xの下での Y の条件つき密度関数 fY |X(y|x)がわかっていれば

E[h(Y )|X = x] =

∫ ∞

−∞
h(y)fY |X(y|x) dx

と、X = xの下で Y のとり得る値が離散型で y1, y2, . . .のとき E[h(Y )|X = x] =
∞∑
l=1

h(yl)P (Y = yl|X = x)

と定義される。さらに、条件つき分散を V (Y |X = x) = E[(Y − E[Y |X = x])2|X = x] = E[Y 2|X =

x]− (E[Y |X = x])2 で定める。また、E[h(Y )|X = x]は xの関数であるがそれを ψ(x)で表すとき ψ(X)は
確率変数であるがこれを単に E[h(Y )|X]と表す。同様に V (Y |X)も定義される。

例題 1.15 (1) (X,Y ) の密度関数が f(x, y) = 4e−2x−y (0 ≤ 2x ≤ y), f(x, y) = 0 (その他) とする。x > 0

のとき (a) fY |X(y|x), と　 (b) E[Y |X], V (Y |X) を求めよ。
(2) 確率変数 Λはガンマ分布 Γ(α, β)に従い、Λ = λの条件のもと X が Po(λ)に従うとき、k = 0, 1, . . .に
対して (a) P (X = k), fΛ|X(λ|k) と (b) E[Y |X], V (Y |X) を求めよ。
(3) 確率変数 Λはガンマ分布 Γ(α, β)に従い、Λ = λの条件のもと Y が N(0, 1/λ)に従うとき、
(a) fY (y), fΛ|Y (λ|y) と (b) E[Λ|Y ], V (Λ|Y )を求めよ。

解: (1) (a) fX(x) =

∫ ∞

2x

4e−2x−y dy = 4e−4xより、fY |X(y|x) = 4e−2x−y

4e−4x
= e2x−y (y ≥ 2x), fY |X(y|x) = 0

(その他). (b) x > 0のとき t = y − 2xとおくと

E[Y |X = x] =

∫ ∞

−∞
yfY |X(y|x) dy =

∫ ∞

2x

ye2x−y dy =

∫ ∞

0

(t+ 2x)e−t dt = 1 + 2x,

E[Y 2|X = x] =

∫ ∞

0

(t+ 2x)2e−t dt =
[
−{(t+ 2x)2 + 2(t+ 2x) + 2}e−t

]∞
0

= 4x2 + 4x+ 2,
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V (Y |X = x) = E[Y 2|X = x]− (E[Y |X = x]2) = 4x2 + 4x+ 2− (1 + 2x)2 = 1

より、E[Y |X] = 2X + 1, V (Y |X) = 1.

(2) (1.22)を A = {k}, (a, b) = (−∞,∞)として用いると

P (X = k) =

∫ ∞

−∞
P (X = k|Λ = λ)fΛ(λ) dλ =

∫ ∞

0

λk

k!
e−λ βα

Γ(α)
λα−1e−βλ dλ

=
βα

k!Γ(α)

∫ ∞

0

λk+α−1e−(β+1)λ dλ =
βα

k!Γ(α)

Γ(α+ k)

(β + 1)α+k

=
(α+ k − 1)(α+ k − 2) · · ·αΓ(α)

k!Γ(α)

βα

(β + 1)α+k
=

(
α+ k − 1

k

)( β

β + 1

)α( 1

β + 1

)k
.

3行目の最初の等号は命題 1.3(2)を用いた。よって、X ∼ NB
(
α,

β

β + 1

)
となる。次に (1.25)より

fΛ|X(λ|k) =
fX|Λ(k|λ)fΛ(λ)∫∞

−∞ fX|Λ(k|λ)fΛ(λ) dλ
=
P (X = k|Λ = λ)fΛ(λ)

P (X = k)

=

λk

k!
e−λ βα

Γ(α)
λα−1e−βλ

βα

k!Γ(α)

Γ(α+ k)

(β + 1)α+k

=
(β + 1)α+k

Γ(α+ k)
λα+k−1e−(β+1)λ, λ > 0.

また、λ ≤ 0のとき fΛ|X(λ|k) = 0である。(b) これより、fΛ|X(λ|k)はガンマ分布 Γ
(
α+ k, β + 1

)の密度関
数なので、X = kの条件のもと Λはガンマ分布 Γ

(
α+ k, β + 1

)に従うことがわかった。よって、例題 1.9(1)

より

E[Λ|X = k] =

∫ ∞

−∞
λfΛ|X(λ|k) dλ =

Γ(α+ k + 1)

(β + 1)Γ(α+ k)
=
α+ k

β + 1
,

E[Λ2|X = k] =
Γ(α+ k + 2)

(β + 1)2Γ(α+ k)
=

(α+ k + 1)(α+ k)

(β + 1)2
,

V (Λ|X = k) = E[Λ2|X = k]− (E[Λ|X = k]2) =
α+ k

(β + 1)2

より、E[Λ|X] =
α+X

β + 1
, V (Y |X) =

α+X

(β + 1)2
.

(3) (Y, λ)の同時密度関数 f(y, λ)は f(y, λ) = fY |Λ(y|λ)fΛ(λ)であるから、

fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(y, λ) dλ =

∫ ∞

0

1√
2π/λ

e−λy2/2 βα

Γ(α)
λα−1e−βλ dλ =

βα

√
2πΓ(α)

∫ ∞

0

λα+
1
2−1e−(β+ y2

2 )λ dλ

=
βα

√
2πΓ(α)

Γ(α+ 1
2 )

(β + 1
2y

2)α+
1
2

=
Γ(α+ 1

2 )√
πΓ(α)

( 1

2β

)1/2(
1 +

1

2β
y2
)−α− 1

2

.

ここで、α = β であれば Y は自由度 2αの t分布に従うことに注意する (cf . 例題 1.11(5))。次に、λ > 0の
とき、

fΛ|Y (λ|y) =
fY |Λ(y|λ)
fY (y)

=

βα

√
2πΓ(α)

λα+
1
2−1e−(β+ y2

2 )λ

Γ(α+ 1
2 )√

πΓ(α)

( 1

2β

)1/2(
1 +

1

2β
y2
)−α− 1

2

=

(
β + 1

2y
2
)α+ 1

2

Γ(α+ 1
2 )

λα+
1
2−1e−(β+ 1

2y
2)λ.

また、λ ≤ 0のとき fΛ|Y (λ|y) = 0である。(b) これより、Y = y の条件のもと Λはガンマ分布 Γ
(
α+ 1

2 , β +

1
2y

2
)に従うことがわかったので、(2)と同様に E[Λ|Y ] =

α+ 1
2

β + 1
2Y

2
, V (Λ|Y ) =

α+ 1
2

(β + 1
2Y

2)2
を得る。 □

問題 1.21 (1) (X,Y )の同時密度関数が f(x, y) = 3(x+ y) (0 ≤ x, 0 ≤ y, x+ y ≤ 1), f(x, y) = 0 (その他)

とする。0 < x < 1のとき (a) fY |X(y|x), (b) P (Y > 1/4|X = 1/2), (c) E[Y |X = x]
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(2) (X,Y )の同時密度関数が f(x, y) = 2xye−x(1+y2) (x, y ≥ 0), f(x, y) = 0 (その他) とするとき
(a) fY |X(y|x) (x > 0), E[Y |X], E[Y 2|X], (b) fX|Y (x|y) (y > 0), E[X|Y ], V (X|Y ) を求めよ。

(3) X はガンマ分布 Γ(α, 1)に従い、X = xの下で Y ∼ Ex(x)とするとき、以下を求めよ。
(a) (X,Y )の同時密度関数 f(x, y), (b) fY (y), (c) fX|Y (x|y) (y > 0), (d) E[X|Y ], (e) V (X|Y )

(4) X ∼ Beta(a, b)で X = xの下 Y ∼ B(n, x) (二項分布)に従うとするとき、以下を求めよ。
(a) P (Y = k), k = 0, 1, . . . , n (b) Y = k の下での X の条件つき密度関数 fX|Y (x|k)

定理 1.8 条件つき期待値について以下が成立する。
(1) E[E[Y |X]] = E[Y ].

(2) E[aY + bZ|X] = aE[Y |X] + bE[Z|X]. (a, bは定数。)

(3) E[g(X)h(Y )|X] = g(X)E[h(Y )|X], 特に E[g(X)|X] = g(X).

(4) X,Y が独立なら E[Y |X] = E[Y ].

(5) E[E[Z|X,Y ]|X] = E[Z|X].

(6) E[(Y − g(X))2] を最小にするのは g(X) = E[Y |X]である。これは確率変数からなるベクトル空間に
⟨X,Y ⟩ = E[XY ]で内積を定義するとき、Y から X への正射影が E[Y |X]であることを表している。

(7) V (Y ) = E[V (Y |X)] + V (E[Y |X]).

ただし、 (3)で g, hは “よい”関数とし、厳密には (2)–(6)については “a.s.”として成立する。

証明: (1)について (X,Y )が連続型であれば (1.23)を用いて

E[E[Y |X]] =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
yfY |X(y|x) dt

)
fX(x) dx =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y
f(x, y)

fX(x)
fX(x) dxdy

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
yf(x, y) dxdy = E[Y ]

と証明できる。(2)–(5)は省略する。(6)について “よい”関数 hに対して

E[(X − E[X|Y ])h(Y )]
(1)
= E

[
E[(X − E[X|Y ])h(Y )|Y ]

] (3)
= E

[
E[X − E[X|Y ]|Y ]h(Y )

]
(2)
= E[(E[X|Y ]− E[E[X|Y ]|Y ])h(Y )]

(3)
= E[(E[X|Y ]− E[X|Y ])h(Y )] = 0.

ここで 2行目の二つ目の等号は E[X|Y ]は Y の関数だから (3)より E[E[X|Y ]|Y ] = E[X|Y ]となることを用
いた。上式で h(Y ) = E[X|Y ]− g(Y )とみなして

E [(X − g(Y ))2] = E[(X − E[X|Y ] + E[X|Y ]− g(Y ))2]

= E[(X − E[X|Y ])2] + 2E[(X − E[X|Y ])(E[X|Y ]− g(Y ))] + E[(E[X|Y ]− g(Y ))2]

= E[(X − E[X|Y ])2] + E[(E[X|Y ]− g(Y ))2].

E[(Y − g(X))2] を最小にするのは g(X) = E[Y |X]である。(7)について:

E[V (Y |X)] + V (E[Y |X]) = E[E[Y 2|X]− (E[Y |X])2] + E[(E[Y |X])2]− (E[E[Y |X]])2

= E[E[Y 2|X]]− (E[E[Y |X]])2
(1)
= E[Y 2]− (E[Y ])2 = V (Y ) □

1.6 極限定理
命題 1.9 (チェビシェフの不等式 (マルコフの不等式)) X ≥ 0, c > 0に対して P (X ≥ c) ≤ 1

c
E[X].

証明: A = {X ≥ c}とし 1A を 1A(ω) = 1 (ω ∈ A), = 0 (ω /∈ A), を満たす確率変数とすると、1A ≤ 1

c
X.

よって、P (A) = E[1A] ≤
1

c
E[X]. □
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定理 1.10 (大数の弱法則) X1, X2, . . . が独立で同じ分布に従う (i.i.d. と略す) とき、E[X1] = m, V (X1) =

σ2 <∞であれば、任意の δ > 0に対して

lim
n→∞

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Xi −m
∣∣∣ ≥ δ

)
= 0.

証明: チェビシェフの不等式と E
[ 1
n

n∑
i=1

Xi

]
= m, (1.8)により

P

(∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Xi −m
∣∣∣ ≥ δ

)
= P

(∣∣∣ 1
n

n∑
i=1

Xi −m
∣∣∣2 ≥ δ2

)
≤ 1

δ2
E
[∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

Xi −m

∣∣∣∣∣
2]

=
1

δ2
V
( 1
n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2δ2
V
( n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2δ2

n∑
i=1

V (Xi) =
1

nδ2
σ2 → 0. □

注意 1.8 大数の弱法則は X1, X2, . . .が i.i.d.であれば E[|X1|] <∞ならば成立する。この条件下では次の大
数の強法則も成立する:

P

(
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xi = m

)
= 1.

大数の弱法則の収束を確率収束, 大数の強法則の収束を概収束という。これらの大数の法則の詳しい成立条件、
および次の中心極限定理の証明は確率統計学 IIで扱う。

定理 1.11 (中心極限定理) X1, X2, . . .が i.i.d.で、E[X1] = m, V (X1) = σ2 (0 < σ < ∞)とする。このと
き Un =

1√
nσ

∑n
i=1(Xi −m)は標準正規分布 N(0, 1)に法則収束する。すなわち、次が成立する。

lim
n→∞

P (a ≤ Un ≤ b) =
1√
2π

∫ b

a

e−
y2

2 dy, −∞ < a < b <∞.

注意 1.9 中心極限定理を読み替えると、
X1, X2, . . . , Xn が i.i.d.で、E[X1] = µ, V (X1) = σ2 であれば (統計では母平均 µ, 母分散 σ2 の母集団から
の無作為標本という)、nが十分大きいとき標本平均 X =

1

n

n∑
i=1

Xi は近似的に正規分布 N
(
µ,
σ2

n

)
に従う。

となる。この定理が大標本の場合の母平均に関する区間推定や検定、および二項母集団で大標本の場合の母比
率に関する区間推定や検定に応用されることは「統計と社会」で学んだ。

1.7 順序統計量
X1, . . . , Xn が i.i.d.で連続型とする。X1, . . . , Xn を小さいものから並べたものを

X(1), X(2), . . . , X(n)

とし、X(j) を j 番目の順序統計量という。X1 の (共通の)密度関数を f(x), 分布関数を F (x)とする。
明らかに、X(1) = min{X1, . . . , Xn}, X(n) = max{X1, . . . , Xn}である。
また、n = 2m− 1(奇数)のとき X(m), n = 2m(偶数)のとき 1

2
{X(m) +X(m+1)}が X1, . . . , Xn の中央値で

あった。
対称性に注意すると、(X(1), . . . , X(n))の同時密度関数 g が

g(t1, t2, · · · , tn) =
{
n!f(t1)f(t2) · · · f(tn) (t1 < t2 < · · · < tn)

0 (その他)

22



となることがわかる。また、同様に対称性より x < y のとき、∫∫
· · ·
∫
x<t1<t2<···<tk<y

f(t1)f(t2) · · · f(tk) dt1dt2 · · · dtk =
1

k!
{F (y)− F (x)}k

ここで、F (x)は X1 の分布関数である。よって、X(j) の密度関数は、この周辺密度なので

fX(j)
(x) = n!

∫
· · ·
∫

t1<···<tj−1<x

f(t1) · · · f(tj−1) dt1 · · · dtj−1f(x)

∫
· · ·
∫

x<tj+1<···<tn

f(tj+1) · · · f(tn) dtj+1 · · · dtn

=
n!

(j − 1)!1!(n− j)!
F (x)j−1f(x)(1− F (x))n−j

となる。下の図のように、X(j) の左に j − 1個のXk 達が、X(j) の右に n− j 個のXk 達がいると考えると覚
えやすい。

x

X(j)j − 1個 n− j 個

また、i < j とすると (X(i), X(j))の同時密度関数は x < y に対しては

f(X(i),X(j))(x, y) =
n!

(i− 1)!1!(j − 1− i)!1!(n− j)!
F (x)i−1f(x)(F (y)− F (x))j−1−if(y)(1− F (y))n−j ,

x ≥ y に対しては f(X(i),X(j))(x, y) = 0となる。一つの場合と同様に、X(i) の左に j − 1個の Xk 達が、X(i)

と X(j) の間に j − 1− i個の Xk 達が、X(j) の右に n− j 個の Xk 達がいると考えると覚えやすい。

x y

X(i) X(j)i− 1個 j − 1− i個 n− j 個

3つ以上の場合も同様の式が得られることは容易であろう。

例題 1.16 U1, . . . , Un を独立でそれぞれ U(0, 1)に従うとし、それらを並び替えて順序統計量を作り、U(1) ≤
U(2) ≤ · · · ≤ U(n) とする。このとき次を求めよ。ただし 1 ≤ i < j ≤ nとする。
(1) (a) fU(i)

(u)　とその分布, (b) E[U(i)], (c) V (U(i))

(2) (d) (U(i), U(j))の同時密度関数 g(x, y), (e) Cov(U(i), U(j)), (f) E[U(i)|U(j)]

解: (1) (a) P (0 < U(i) < 1) = 1より 0 < u < 1以外で fU(i)
(u) = 0. 0 < u < 1のとき、

fU(i)
(u) =

n!

(i− 1)!(n− i)!

(∫ u

0

dx
)i−1

· 1 ·
(∫ 1

u

dx
)n−i

=
n!

(i− 1)!(n− i)!
ui−1(1− u)n−i.

これより U(i) ∼ Beta(i, n− i+ 1)となる。
(b), (c) E[U(i)

m] =
n!

(i− 1)!(n− i)!

∫ 1

0

umui−1(1− u)n−i du =
n!

(i− 1)!(n− i)!
B(m+ i, n− i+ 1).

よって、E[U(i)] =
i

n+ 1
. また、E[U(i)

2] =
i(i+ 1)

(n+ 1)(n+ 2)
より V (U(i)) =

i(n− i+ 1)

(n+ 1)2(n+ 2)
.

(2) P (0 < U(i) < U(j) < 1) = 1より 0 < x < y < 1を除き g(x, y) = 0. 0 < x < y < 1のとき、

g(x, y) =
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!

(∫ x

0

dx
)i−1

· 1 ·
(∫ y

x

dx
)i−j−1

· 1 ·
(∫ 1

y

dx
)n−j

=
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
xi−1(y − x)i−j−1(1− y)n−j .

23



よって、xy = x− x(1− y)に注意して、

E[U(i)U(j)] =
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!

∫∫
0<x<y<1

xyxi−1(y − x)i−j−1(1− y)n−j dxdy

=
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!

{∫∫
0<x<y<1

xi(y − x)i−j−1(1− y)n−j dxdy

−
∫∫

0<x<y<1

xi(y − x)i−j−1(1− y)n−j+1 dxdy

}
=

n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!

{
i!(j − i− 1)!(n− j)!

(n+ 1)!
− i!(j − i− 1)!(n− j + 1)!

(n+ 2)!

}
=

i(j + 1)

(n+ 1)(n+ 2)

より Cov(U(i), U(j)) =
i(j + 1)

(n+ 1)(n+ 2)
− ij

(n+ 1)2
=

i(n− j + 1)

(n+ 1)2(n+ 2)
.

(f) 0 < y < 1とする。

fU(i)|U(j)
(x|y) = g(x, y)

fU(j)
(y)

=
(j − 1)!

(i− 1)!(j − i− 1)!

xi−1(y − x)i−j−1

yj−i
, 0 < x < y,

fU(i)|U(j)
(x|y) = 0 (その他) なので

E[U(i)|U(j) = y] =

∫ y

0

x
(j − 1)!

(i− 1)!(j − i− 1)!

xi−1(y − x)i−j−1

yj−i
dx =

(j − 1)!

(i− 1)!(j − i− 1)!

i!(j − i− 1)!

j!
y =

i

j
y

より E[U(i)|U(j)] =
i

j
U(j). □

問題 1.22 U1, . . . , Un を独立でそれぞれ U(0, 1)に従うとし、Y をそのメジアン (中央値)とする。すなわち、
Y = U(m), n = 2m− 1のとき、Y =

1

2
(U(m) + U(m+1)), n = 2mのときとする。例題 1.16を用いて、Y の

平均と分散を求めよ。

問題 1.23 X1, . . . , X5 を独立でそれぞれの密度関数が f(x) = 2x (0 ≤ x ≤ 1), = 0, (その他) であるとし、そ
れらを並び替えて順序統計量を作り、X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(5) とする。このとき次を求めよ。ただし (a)で
1 ≤ i ≤ 5、(f)で 0 < x < 1とする。
(a) fX(i)

(u), (b) E[X(4)], (c) E[X(5)], (d) (X(4), X(5))の同時密度関数 g(x, y), (e) Cov(X(4), X(5)),

(f) fX(5)|X(4)
(y|x), (g) E[X(5)|X(4)]

2 統計
統計解析の目的は、母集団から抽出された標本からその母集団の特性を推測することである。統計量はこの
目的に関して標本のもつ情報を縮約していると考えればよく、例えば、標本平均や不偏分散などが統計量の例
である。(参考文献: 浅野長一郎 江島伸興 李賢平 共著 基本統計学 森北出版, 1993. 黒田耕嗣 著 生保年金数理
培風館, 2007. 国沢清典編 確率統計演習 2 統計 培風館, 1966.)

統計と社会で学んだ次の定理を証明する。(統計と社会では証明まではできなかった。)

定理 2.1 X1, . . . , Xn が独立で、それぞれ同一の正規分布 N(µ, σ2)に従うとするとき、次が成立する。
(1) 標本平均 X =

1

n

n∑
i=1

Xi は正規分布 N
(
µ,
σ2

n

)
に従う。

(2) X と不変分散 U2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 は独立。

(3)
n− 1

σ2
U2 =

1

σ2

n∑
i=1

(Xi −X)2 は自由度 n− 1のカイ二乗分布 χ2
n−1 に従う。
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証明: Zi =
Xi − µ

σ
, i = 1, . . . , nとおくと、Z1, · · · , Zn は独立で N(0, 1)に従う。次に

p0 =
( 1√

n
, · · · , 1√

n

)
, pk =

( 1√
k2 + k

, · · · , 1√
k2 + k︸ ︷︷ ︸

k 個

,
−k√
k2 + k

, 0 · · · , 0
)
, k = 1, · · · , n− 1

とし、P = (p0p1 · · ·pn−1)
′ とすると、P は直交行列となる。ここで (T1 · · ·Tn)′ = P (Z1 · · ·Zn)

′ とすると、
T1, . . . , Tn は独立で N(0, 1)に従う。実際、(Z1 · · ·Zn)の密度関数を f(z1, · · · , zn)とすると、

f(z1, · · · , zn) =
n∏

i=1

1√
2π
e−

1
2 z

2
i =

( 1√
2π

)n
e−

1
2

∑n
i=1 z2

i

であるが、(T1 · · ·Tn)の密度関数 g(t1, · · · , tn)は (t1 · · · tn)′ = P (z1 · · · zn)′ より (z1 · · · zn)′ = P ′(t1 · · · tn)

となるから
∣∣∣∂(z1, · · · , zn)
∂(t1, · · · , tn)

∣∣∣ = | detP ′| = 1で、z = (z1 · · · zn)′, t = (t1 · · · tn)′ と表すと、

n∑
i=1

z2i = z′z = (P ′t)′P ′t = t′PP ′t = t′t =

n∑
i=1

t2i (2.1)

より、定理 1.5より

g(t1, · · · , tn) = f(P ′(t1 · · · tn)′)
∣∣∣∂(z1, · · · , zn)
∂(t1, · · · , tn)

∣∣∣ = ( 1√
2π

)n
e−

1
2

∑n
i=1 t2i =

n∏
i=1

1√
2π
e−

1
2 t

2
i

となるからである。
ここで、T1 =

1√
n

n∑
i=1

ZiよりX =
1

n

n∑
i=1

Xi =
1

n

n∑
i=1

(σZi + µ) =
σ√
n
T1 + µ であるから、X は N

(
µ,
σ2

n

)
に従う。また、(2.1)より

n∑
i=1

Z2
i =

n∑
i=1

T 2
i であるが、Z =

1

n

n∑
i=1

Zi とすると

1

σ2

n∑
i=1

(Xi −X)2 =
1

σ2

n∑
i=1

(σZi + µ− σZ − µ)2 =

n∑
i=1

(Zi − Z)2 =

n∑
i=1

(Z2
i − 2ZZi + Z

2
) (2.2)

=

n∑
i=1

Z2
i − 2Z

n∑
i=1

Zi + nZ
2
=

n∑
i=1

Z2
i − nZ

2
=

n∑
i=1

T 2
i − n

( 1√
n
T1

)2
=

n∑
i=2

T 2
i . (2.3)

よって、χ2 分布の定義 (定義 1.1) より (3) は従う。また、X は T1 のみで表されることと (2.3) および
T1, · · · , Tn が独立であることから (2)は従う。 □

人の身長などに関しては母集団分布 (population distribution)として、通常、正規分布が仮定される。正規
分布は平均 µ, 分散 σ2 の値が与えられるとその分布は完全に決定される。このような実数を母数、またはパラ
メータ (parameter) という。特に、母数が未知の場合、母数は未知母数 (unknown parameter) とよばれる。
母集団の母数を推定することが統計解析における目的の一つであり、この推定が母集団から推定された標本
x1, x2, . . . , xn をもとにして行う。
この標本 x1, x2, . . . , xn はこの母集団分布に従う独立な確率変数 X1, X2, . . . , Xn の実現値とみなす。こ
の X1, X2, . . . , Xn をこの母集団からの無作為標本という。(すなわち、X1, X2, . . . , Xn がある母集団から
の無作為標本なら、i.i.d. となっている。) 未知母数を推定するための無作為標本 X1, X2, . . . , Xn の関数
T (X1, X2, . . . , Xn)を統計量という。
定理 2.1より正規母集団における母分散と母分散が未知の場合の母平均について考察できる。ここでは区間
推定について紹介する。統計と社会の教科書 pp.99–101 の例題 1, 2, 3と問 4, 5, 6, p.105の練習問題 1-A 1, 2

を解いておくこと。また、pp.113–116 の例題 2, 3と問 5, 6, p.123の練習問題 2-A 2, 3, 5を解いておくこと。

母分散の区間推定
χ2
n(α)で自由度 nの χ2 分布 χ2

n の上側 α点、即ち、X ∼ χ2
n のとき、P (X > χ2

n(α)) = αとなる点とする。
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このとき、U2 を不偏分散とすると、定理 2.1より n− 1

σ2
U2 ∼ χ2

n−1 なので、

P
(
χ2
n−1(1− α/2) ≤ n− 1

σ2
U2 ≤ χ2

n−1(α/2)
)
= 1− α

となる。これを変形して
(n− 1)U2

χ2
n−1(α/2)

≤ σ2 ≤ (n− 1)U2

χ2
n−1(1− α/2)

となるが、U2 に実現値 u2 を代入することで、σ2 の 100(1− α)%信頼区間を得る。

定理 2.2 X1, . . . , Xn が独立で、それぞれ同一の正規分布 N(µ, σ2)に従うとするとき、

T =
X − µ√
U2/n

は自由度 n− 1の t分布 tn−1 に従う。ここで、X は標本平均、U2 は不偏分散を表す。

証明: 定理 2.1より Z =
X − µ

σ/
√
n
, Y =

n− 1

σ2
U2 とおくと、Z と Y は独立で Z は N(0, 1)に、Y は χ2

n−1 に
従う。ここで、

T =
(σ/

√
n)Z√

(σ2Y/(n− 1))/n
=

Z√
Y/(n− 1)

となるが、t分布の定義 (定義 1.1)より T は tn−1 に従うことがわかる。 □

母分散が未知の場合の母平均の区間推定
tn(α)で自由度 nの t分布の (片側)α点、即ち T が tn 分布に従うとき、P (T > tn(α)) = αとなる点とする。
このとき、定理 2.2より

P
(
−tn−1(α/2) ≤

X − µ√
U2/n

≤ tn−1(α/2)
)
= 1− α

となる。これを変形して

X − tn−1(α/2)

√
U2

n
≤ µ ≤ X + tn−1(α/2)

√
U2

n

となるが、X と U2 に実現値 xと u2 を代入することで、µの 100(1− α)%信頼区間を得る。

例 2.1 [TS p.96] 次の数値はある複合肥料 6袋の重量を測定した値である。

25.13, 25.32, 25.06, 24.98, 25.18, 25.17 (単位 kg)

この袋づめ複合肥料の重量は正規母集団 N(µ, σ2)に従い、上の 6個の数値は、この母集団からの無作為標本
と見て、(a) σ2 と (b) µの 95%信頼区間を求めよ。

解: x = 25.14, 標本分散 s2 = x2 − x2 =
0.067

6
より u2 =

6

5
s2.

(a)
(6− 1)u2

χ2
5(0.025)

=
0.067

12.8325
≒ 0.0052211,

(6− 1)u2

χ2
5(0.975)

=
0.067

0.8312
≒ 0.080606 より

求める信頼区間は 0.0052 ≤ σ2 ≤ 0.08061.

(b) x± t5(0.025)

√
u2

6
= 25.14± 2.5706

√
0.067

30
≒
{

25.2614

25.0185
より

求める信頼区間は 25.02 ≤ µ ≤ 25.26. □

問題 2.1 (1) 次は、ある正規母集団から抽出した大きさ 10 の標本である:

5.3 5.0 5.8 5.1 5.9 5.2 6.1 5.4 5.6 5.6
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この母分散 σ2 と母平均 µの 95%信頼区間を求めよ。ただし、信頼区間の上限・下限の端数はともに四捨五入
することで母分散は小数点以下第 4位まで、母平均は小数点以下第 2位まで求めよ。
(2) 正規母集団 N(µ, σ2)において、µ, σ2 ともに未知とする。µの信頼係数 0.95の信頼区間の幅が 2σ より小
さくなる確率が 0.95以上となるためには、標本数 nをどのくらい大きくとる必要があるか。

2.1 点推定
定義 2.1 (1) 統計量 T (X1, X2, . . . , Xn) が母数 θ の不偏推定量 (unbiased estimator) であるとは
E[T (X1, X2, . . . , Xn)] = θ が成り立つことである。
(2) 統計量 T (X1, X2, . . . , Xn)が母数 θ の一致推定量 (consistent estimator)であるとは、∀ε > 0に対して

lim
n→∞

P (|T (X1, X2, . . . , Xn)− θ| ≥ ε) = 0

が成り立つときにいう。

例 2.2 標本平均 X =
1

n
(X1 + · · · +Xn)は母平均 µの不偏推定量であり、また一致推定量でもある。実際、

E[X] = µより不偏推定量である。また、大数の弱法則 (定理 1.10)より一致推定量であることもわかる。

問題 2.2 X1, X2, . . . , Xn を無作為標本で E[X4
1 ] <∞とし U2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2 とおく。

(1) U2 が母分散 σ2 の不偏推定量であることを示せ。これより U2 を不偏分散という。
(2) X1, X2, . . . , Xn が正規母集団 N(µ, σ2)からの無作為標本とするとき、E[(U2 − σ2)2]を求め、U2 が一致
推定量でもあることを (大数の弱法則の証明と同様にして)示せ。
ヒント: (1)は E[Xi −X] = 0より E[(Xi −X)2] = V (Xi −X)に注意して (1.8)を用いる。
(2)には定理 2.1 (3) より (n− 1)

σ2
U2 が自由度 n− 1の χ2 分布に従うことと問題 1.17を用いよ。

定義 2.2 二つの統計量 T1(X1, X2, . . . , Xn), T2(X1, X2, . . . , Xn)が母数 θ の不偏推定量であるとする。この
とき、V (T1) < V (T2)が成り立つといい、T1 が T2 より有効であるという。特に、不偏推定量の中で分散が最
小となるものを有効推定量という。

例題 2.3 X1, X2, . . . , Xn を i.i.d.で一様分布 U(0, θ)に従っており、θ が未知母数とする。このとき、

T1(X1, . . . , Xn) =
2

n
(X1 + · · ·+Xn), T2(X1, . . . , Xn) =

n+ 1

n
max{X1, · · · , Xn}

がともに θ の不偏推定量となることを示せ。また、T1, T2 のどちらが有効であるか調べよ。

解: E[T1] =
2

n
(E[X1] + · · ·+ E[Xn]) =

2

n
· nθ

2
= θ. 一方、Y = max{X1, · · · , Xn}とすると、

P (Y ≤ y) = P (X1 ≤ y, · · · , Xn ≤ y) = P (X1 ≤ y) · · ·P (Xn ≤ y) =
(y
θ

)n
(0 < y < θ)

より、fY (y) =
nyn−1

θn
(0 < y < θ), = 0 (その他). 従って、

E[T2] =
n+ 1

n

∫ θ

0

y
nyn−1

θn
dy =

n+ 1

n
n

1

n+ 1
θ = θ.

以上より、T1, T2 ともに不偏推定量である。
次に、V (T1) =

4

n2
(V (X1) + · · ·+ V (Xn)) =

4

n2
· n
(θ2
3

− θ2

22

)
=
θ2

3n
.

一方、E[Y 2] =

∫ θ

0

y2
nyn−1

θn
dy =

n

n+ 2
θ2 より

V (T2) =
(n+ 1

n

)2
E[Y 2]− (E[T2])

2 =
(n+ 1)2

n2
n

n+ 2
θ2 − θ2 =

θ2

n(n+ 2)
.
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よって、n ≥ 2のとき V (T1) < V (T2)すなわち T1 は T2 より有効となる。(n = 1のとき T1 = T2.) □

定理 2.3 (Cramér-Rao) X1, . . . , Xn が i.i.d.で、θ が未知母数とし、その密度関数を f(x|θ)または確率関
数を p(x|θ) = P (X = x)とする。このとき T (X1, . . . , Xn)が母数 θ の不偏推定量であれば、適切な条件下で

V (T ) ≥ 1

nI(θ)
(2.4)

である。ここで、I(θ)は Fisher情報量とよばれ次で定義される。

I(θ) = E
[(∂ log f(X|θ)

∂θ

)2]
(密度関数があるとき) = E

[(∂ log p(X|θ)
∂θ

)2]
(離散型のとき)

証明: 密度関数を持つときのみ示す。密度関数であることと、T が不偏推定量であるから、

θ =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
T

n∏
j=1

f(xj |θ) dx1 · · · dxn, 1 =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

n∏
j=1

f(xj |θ) dx1 · · · dxn

が成立する。上の二式を θ に関する微分が積分の記号内で行えるとし、この両辺を θ で微分し、

1 =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
T
∂

∂θ

{ n∏
j=1

f(xj |θ)
}
dx1 · · · dxn, 0 =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

∂

∂θ

{ n∏
j=1

f(xj |θ)
}
dx1 · · · dxn

を得る。これから ∂

∂θ
g(θ) =

( ∂
∂θ

log g(θ)
)
g(θ)に注意して

1 =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
(T − θ)

∂

∂θ
log

{ n∏
j=1

f(xj |θ)
} n∏

j=1

f(xj |θ) dx1 · · · dxn

= E

[
(T − θ)

∂

∂θ
log

{ n∏
j=1

f(Xj |θ)
}]
.

ここで Cauchy-Shwarzの不等式 ((E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2])を用いて∣∣∣∣∣∣E
[
(T − θ)

∂

∂θ
log

{ n∏
j=1

f(Xj |θ)
}]∣∣∣∣∣∣

2

≤ E
[
(T − θ)2

]
E

[(
∂

∂θ
log

{ n∏
j=1

f(Xj |θ)
})2]

. (2.5)

ここで Yi =
∂

∂θ
log f(Xi|θ)とすると、I(θ) = E[Y 2

i ]で

E[Yi] =

∫ ∞

−∞

{ ∂

∂θ
log f(x|θ)

}
f(x|θ) dx =

∫ ∞

−∞

∂

∂θ
f(x|θ) dx =

∂

∂θ

(∫ ∞

−∞
f(x|θ) dx

)
= 0.

Y1, . . . , Yn は独立であるから

E

[(
∂

∂θ
log

{ n∏
j=1

f(Xj |θ)
})2]

= E[(Y1 + · · ·+ Yn)
2] =

n∑
i=1

E[Y 2
i ] + 2

∑
1≤i<j≤n

E[YiYj ] = nI(θ)

となり、V (T ) = E[(T − θ)2]に注意して与式を得る。 □

注意 2.1 (2.4)で等号成立はある定数 cに対して

∂

∂θ
log

{ n∏
j=1

f(Xj |θ)
}

= c(T − θ) a.e.

が成立するときである。これは (2.5)で用いた Cauchy-Shwarzの不等式における等号成立の条件による。
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注意 2.2 Fisher情報量は密度関数 f(x|θ)もしくは確率関数が p(x|θ)が “よい”関数ならば、以下のような表
示も持つ。

I(θ) = −E
[∂2 log f(X|θ)

∂θ2

]
(密度関数があるとき) = −E

[∂2 log p(X|θ)
∂θ2

]
(離散型のとき)

以下、密度関数を持つときのみ説明する。f(x|θ)が θ について 2回微分可能で積分
∫ b

a

f(x|θ) dxが θ につい

て微分と積分が交換できれば、
∫ ∞

−∞
f(x|θ) dx = 1より

∫ ∞

−∞

∂2

∂θ2
f(x|θ) dx =

∂2

∂θ2

(∫ ∞

−∞
f(x|θ) dx

)
= 0.

よって、 ∂

∂θ
log f(x|θ) = 1

f(x|θ)
∂f

∂θ
(x|θ), ∂2

∂θ2
log f(x|θ) = 1

f(x|θ)
∂2f

∂θ2
(x|θ)−

( 1

f(x|θ)
∂f

∂θ
(x|θ)

)2
より、

E
[ ∂2
∂θ2

log f(x|θ)
]
= E

[ 1

f(X|θ)
∂2

∂θ2
f(X|θ)

]
− E

[{ 1

f(X|θ)
∂f

∂θ
(X|θ)

}2]
=

∫ ∞

−∞

{ 1

f(x|θ)
∂2

∂θ2
f(x|θ)

}
f(x|θ) dx− E

[{ 1

f(X|θ)
∂f

∂θ
(X|θ)

}2]
= 0− E

[{ ∂

∂θ
log f(X|θ)

}2]
= −I(θ)

となる。

例 2.4 正規母集団 N(µ, σ2)からの無作為標本X1, . . . , Xn とする。このとき、例 2.2より標本平均X は µの
不偏推定量であるが、これは有効推定量にもなっている。ただし、σ2 は既知とする。

証明: V (X) =
1

n
σ2. 一方、N(µ, σ2)の密度関数 f(x|µ) = 1√

2πσ
exp
{
− (x− µ)2

2σ2

}
に対して、Fisher情報

量は
I(µ) = E

[(∂ log f(X|µ)
∂µ

)2]
= E

[(X − µ

σ2

)2]
=

1

σ2

であるから、Cramér-Raoの不等式の等号が成立する。よって、X は有効推定量である。 □

問題 2.3 n ≥ 2とする。X1, X2, . . . , Xn を i.i.d.で指数分布 Ex(1/λ)に従っており、母平均 λの不偏推定量
X と T = cmin{X1, · · · , Xn}を考える。
(1) 定数 cを定めよ。 (2) X と T のどちらが有効か調べよ。 (3) X が有効推定量であることを示せ。

定義 2.3 未知母数 θ の母集団からの標本 X1, . . . , Xn に対し、その密度関数を f(x1, · · · , xn|θ)または確率関
数を p(x1, · · · , xn|θ) = P (X1 = x1, · · · , Xn = xn)とする。このとき標本 X1, . . . , Xn が与えられた条件下で
の θ の尤度関数 (likelihood function)を次で定義する。

L(θ) = f(x1, · · · , xn|θ) (密度関数があるとき) = p(x1, · · · , xn|θ) (離散型のとき)

また、尤度関数 L(θ)を最大にする θ = θ̂(x1, · · · , xn)が存在するとき、すなわち、

L(θ̂(x1, · · · , xn)) = max
θ
L(θ)

のとき θ̂(X1, · · · , Xn)を θ の最尤推定量 (maximum likelihood estimator)という。

例題 2.5 X1, X2, . . . , Xn が Bernoulli試行の結果で、P (Xi = 1) = p, P (Xi = 0) = 1− pとする。pの最尤
推定量を求めよ。
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解: pの尤度関数は

L(p) = P (X1 = x1, · · · , Xn = xn) = px1+···+xn(1− p)n−(x1+···+xn).

x = (x1 + · · ·+ xn)/nと表し、L(p)の対数をとって微分すると
∂

∂p
logL(p) =

∂

∂p

{
nx log p+ n(1− x) log(1− p)

}
=
nx

p
− n(1− x)

1− p
=
n(x− p)

p(1− p)
.

従って、 ∂

∂p
logL(p) = 0を解いて p = x. このとき、L(p)は最大となるので、p̂ = X1+···+Xn

n が pの最尤推
定量となる。 □

例題 2.6 X1, X2, . . . , Xn が正規母集団 N(µ, σ2)からの無作為標本のとき、母平均 µと母分散 σ2 の最尤推定
量を求めよ。

解: 尤度関数は

L(µ, σ2) =

n∏
i=1

1√
2πσ2

e−
(xi−µ)2

2σ2 =
( 1

2πσ2

)n/2
exp
{
−

n∑
i=1

(xi − µ)2

2σ2

}
.

対数をとると logL(µ, σ2) =
n

2
log 2πσ2 −

n∑
i=1

(xi − µ)2

2σ2
より

∂

∂µ
logL(µ, σ2) =

n∑
i=1

xi − µ

σ2
,

∂

∂σ2
logL(µ, σ2) = −n

2

1

σ2
+

n∑
i=1

(xi − µ)2

2(σ2)2
.

従って、 ∂

∂µ
logL(µ, σ2) = 0,

∂

∂σ2
logL(µ, σ2) = 0を解いて µ = x =

x1 + · · ·+ xn
n

, σ2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2.

このとき、L(µ, σ2)は最大となるので、

µ̂ = X =
X1 + · · ·+Xn

n
, σ̂2 =

1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2

が µ, σ2 の最尤推定量となる。 □

注意 2.3 例 2.2, 問題 2.2より上記の µ̂, σ̂2 は一致推定量になっていることがわかる。一般に、ある分布のク
ラスにおいて最尤推定量が一致推定量となることが証明できる。更に、中心極限定理を用いることで、最尤推
定量が漸近的に正規分布となることが示され、その共分散行列は Fisher情報量の逆行列となる (cf . 稲垣宣生
著 数理統計学 裳華房, 2003)。このことは損保数理で用いられる。

問題 2.4 (1) X1, X2, . . . , Xn を i.i.d.で Poisson分布 Po(λ)に従うとする。このとき、λの最尤推定量を求め
よ。また、それが有効推定量となることを示せ。
(2) X1, X2, . . . , Xn を i.i.d. でガンマ分布 Γ(α, 1/β) に従うとする。ここで、α は既知で β は未知パラメー
ターとする。このとき、β の最尤推定量を求めよ。また、それが有効推定量となるか調べよ。

例題 2.7 X1, X2, . . . , Xn が i.i.d.で、一様分布 U(0, θ)に従うとき、未知母数 θ の最尤推定量を求めよ。

解: サンプルの実現値 x1, . . . , xn が与えられたとき、尤度関数 L(θ)は 0 ≤ x1 ≤ θ, · · · , 0 ≤ xx ≤ θ でなけ
れば L(θ) = 0となる。よって、x1 > 0, . . . , xn > 0のとき

L(θ) =
1

θn
(max{x1, · · · , xn} ≤ θのとき) = 0 (その他)

となる。従って、θ = max{x1, · · · , xn}のとき、L(θ)は最大値をとる。これより

θ̂ = max{X1, . . . , Xn}

が θ の最尤推定量となる。 □
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定義 2.4 母数 θの母集団からの標本X1, . . . , Xn の統計量 t(X1, · · · , Xn)によってX1, . . . , Xn の密度関数も
しくは確率関数 f(x1, · · · , xn|θ)が、

f(x1, · · · , xn|θ) = g(t(x1, . . . , xn)|θ)h(x1, · · · , xn) (2.6)

の形に因子分解できるとき、統計量 t(X1, · · · , Xn)を θの十分統計量あるいは充足統計量 (sufficient statistic)

という。ここに、h(x1, · · · , xn)は θ に関係なく、x1, · · · , xn だけの関数である。とくに t(X1, · · · , Xn)が θ

の推定量であるとき、十分推定量 (sufficient estimator) という。

t(X1, · · · , Xn)が十分統計量で φが単調であれば、定義から φ(t(x1, · · · , xn))も十分統計量となる。
十分統計量かどうか判断するのに、次の定理 2.4が便利である。また、最尤推定量との関係として、定理 2.5

が知られている。証明は、いずれも 浅野 江島 李 共著 基本統計学 pp.126–127 を参照ください。

定理 2.4 t(X1, . . . , Xn)が θ の十分統計量であるならば、t(X1, . . . , Xn)の値を与えたときの X1, . . . , Xn の
条件つき分布は、θ に依存しない。
逆に、統計量 t(X1, . . . , Xn)に任意の値 C を与えたときの X1, . . . , Xn の条件つき密度関数または確率関数
が母数 θ に無関係ならば、t(X1, . . . , Xn)は θ の十分統計量である。

定理 2.5 t(X1, . . . , Xn)を θ の十分統計量とし、また、θ の唯一の最尤推定量 θ̂ が存在すれば、
θ̂ は t(X1, . . . , Xn)の関数である。

例 2.8 (1) X1, X2, . . . , Xn が Bernoulli試行の結果で、P (Xk = 1) = p, P (Xk = 0) = 1− pとすると、
T = X1 + · · ·+Xn は pの十分統計量となり、特に X =

1

n

n∑
k=1

Xk は pの十分推定量となる。
(2) (1)で n = 3とするとき、T1 = 2X1 +X2, T2 = 2X1 +X2 +X3 はいずれも pの十分統計量ではない。

証明: (1) T ∼ B(n, p)であるから、任意の x1, · · · , xn = 0, 1に対して、x = x1 + · · ·+ xn とすると、

P (X1 = x1, · · · , Xn = xn|T = x) =
P (X1 = x1, · · · , Xn = xn, T = x)

P (T = x)

=
P (X1 = x1, · · · , Xn = xn)

P (T = x1 + · · ·+ xn)
=

∏n
k=1 p

xk(1− p)1−xk(
n
k

)
px1+···+xn(1− p)n−(x1+···+xn)

=
1(
n
k

) .
右辺はパラメータ pによらないので、T = X1 + · · ·+Xn は十分統計量となる。特にX =

1

n

n∑
k=1

Xk は最尤推
定量である (cf . 例題 2.5)ので、十分推定量である。
(2) n = 3のとき、

P (X1 = 1, X2 = 1, X3 = 1|T1 = 3) =
P (X1 = 1, X2 = 1, X3 = 1, T1 = 3)

P (T1 = 3)

=
P (X1 = 1, X2 = 1, X3 = 1)

P (X1 = 1, X2 = 1)
=
p · p · p
p · p

= p,

P (X1 = 1, X2 = 0, X3 = 0|T2 = 2) =
p(1− p)2

p(1− p)2 + (1− p)p2
= 1− p.

よって、いずれもパラメータ pに依存してしまうので、T1, T2 はともに十分統計量ではない。 □

例 2.9 (1) X1, X2, . . . , Xn が独立に指数分布 Ex(1/β)に従うとき、T = X1 + · · ·+Xn は β の十分統計量と
なる。特に X =

1

n

n∑
k=1

Xk は β の十分推定量となる。
(2) (1)で n = 3とするとき、T1 = X1 +X2, T2 = 2X1 +X2 +X3 はいずれも β の十分統計量ではない。

証明: (1) T ∼ Γ(n, 1/β)であるから、任意の x1, · · · , xn > 0に対して x = x1 + · · ·+ xn とすると、

fX1
(x1) · · · fXn

(xn)

fT (x)
=

(1/β)ne−(x1+···+xn)/β

Γ(n)−1(1/β)nxn−1e−x/β
=

Γ(n)

(x1 + · · ·+ xn)n−1
.
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右辺はパラメータ β によらないので、T = X1 + · · ·+Xn は十分統計量となる。特に X =
1

n

n∑
k=1

Xk は β の
最尤推定量であった (cf . 問題 2.4 (2))ので、十分推定量である。
(2) n = 3のとき、T1 = X1 +X2 と X3 は独立なので、a, b > 0のとき、

P (X3 > b|T1 = a) = P (X3 > b) = e−b/β . (2.7)

T2 については、(X1, T2)の同時密度関数と T2 の周辺密度関数は、X2 +X3 ∼ Γ(2, 1/β)なので、t > 0に対し

f(X1,T2)(x, t) = fX1(x)fX2+X3(t− 2x)

∣∣∣∣det( 1 0
−2 1

)∣∣∣∣
=

1

β
e−

x
β
1

β2
(t− 2x)e−

1
β (t−2x) =

1

β3
(t− 2x)e−

1
β (t−x), 0 < x <

t

2
,

fT2
(t) =

1

β3
e−

t
β

∫ t/2

0

(t− 2x)e
x
β dx =

1

β3
e−

t
β

[
e

x
β {β(t− 2x)− β2(−2)}

]t/2
0

=
2

β
e−

t
2β −

( t

β2
+

2

β

)
e−

t
β

より、fX1|T2
(x|t) = (t− 2x)e−

1
2β (t−2x)

β{2β − (t+ 2β)e−
t
2β }

, 0 < x <
t

2
, となる。よって、0 < b <

a

2
に対して、

P (X1 < b|T2 = a) =
e−

a
2β

β{2β − (a+ 2β)e−
a
2β }

∫ b

0

(a− 2x)e
x
β dx =

e−
a
2β {e

b
β (a− 2b+ 2β)− (a+ 2β)}
2β − (a+ 2β)e−

a
2β

となり、(2.7)とともに β に依存してしまうので、T1, T2 はともに十分統計量ではない。 □

問題 2.5 X1, X2, . . . , Xn が独立に Poisson分布 Po(λ)に従うとき、T = X1 + · · · +Xn は λの十分統計量
であり、特に X =

1

n

n∑
k=1

Xk は λの十分推定量となることを示せ。また、n = 3とするとき、T1 = X1 +X2,

T2 = 2X1 +X2 +X3 はいずれも λの十分統計量ではないことを示せ。

問題 2.6 X1, X2, . . . , Xn が独立に N(µ, σ2)に従うとき、T = X1 + · · ·+Xn は µの十分統計量であり、特に
X =

1

n

n∑
k=1

Xkは µの十分推定量となることを示せ。また、n = 3のとき、T1 = X1+X2, T2 = 2X1+X2+X3

はいずれも µの十分統計量ではないことを示せ。ただし σ2 は既知で、µのみが未知母数とする。

例 2.10 X1, X2, . . . , Xn が正規母集団 N(µ, σ2)からの無作為標本のとき、標本平均 X =
1

n

n∑
k=1

Xk と標本分

散 S2 =
1

n

∑n
k=1(Xk −X)2 は母平均 µ, 母分散 σ2 の十分推定量となる。

証明: X1, · · · , Xn の密度関数は
n∏

k=1

f(xk|µ, σ2) =
( 1

2πσ2

)n/2
exp
{
− 1

2σ2

n∑
k=1

(xk − µ)2
}
.

ここで、
n∑

k=1

(xk − µ)2 =

n∑
k=1

(xk − x+ x− µ)2 =

n∑
k=1

(xk − x)2 + n(x− µ)2

より、x =
1

n

n∑
k=1

xk と s2 =
1

n

n∑
k=1

(x− x)2 のみを用いて、

n∏
k=1

f(xk|µ, σ2) =
( 1

2πσ2

)n/2
exp
{
− n

2σ2
s2 − n

2σ2
(x− µ)2

}
と表せるので、定義 2.4より X, S2 はともに十分統計量となる。ここで、例題 2.6より X, S2 は µ, σ2 の最
尤推定量だったので、X, S2 は µ, σ2 の十分推定量となる。 □
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例 2.11 X1, X2, . . . , Xn が独立で一様分布 U(0, θ)に従うとき、θ̂ = max{X1, · · · , Xn}は例題 2.7より θ の
最尤推定量であるが、十分推定量でもある。

証明: 集合 Aの定義関数 1A を 1A(x) = 1 (x ∈ A), = 0 (x /∈ A), を用いると、X1, · · · , Xn の密度関数は
n∏

k=1

f(xk|θ) =
1

θn

n∏
k=1

1(0,θ)(xk).

ここで、xk > 0, k = 1, · · · , nのとき、
n∏

k=1

1(0,θ)(xk) = 1であるための必要十分条件はすべての k = 1, · · · , n

で xk < θ, すなわち、max{x1, · · · , xn} < θ となることなので、
n∏

k=1

f(xk|µ, σ2) =
1

θn
1(0,θ)(max{x1, · · · , xn})

と表せる。よって、定義 2.4より θ̂ = max{X1, · · · , Xn}はの十分統計量となるので十分推定量である。 □

2.2 区間推定
本節では、未知母数 θを点で推定するのではなく、θが含まれる区間 (θ̂L(X1, . . . , Xn), θ̂U (X1, . . . , Xn))を

P
(
θ̂L(X1, . . . , Xn) < θ < θ̂U (X1, . . . , Xn)

)
= 1− ε (2.8)

となるように定める区間推定法を考える。この区間 θ̂L(X1, . . . , Xn) ≤ θ ≤ θ̂U (X1, . . . , Xn)を θ の信頼係数
1− εの信頼区間という。また、この εを危険率と呼ぶ。
統計と社会で、正規母集団の平均 µの区間推定 (σ2 が既知のとき)とサインプル数が大きいときの二項母集
団の母比率 pの区間推定を学んだ。また、確率統計学 Iでは「正規母集団における標本平均・不偏分散とその
関数の分布」の節で、正規母集団の母分散 σ2 の区間推定と平均 µの区間推定 (σ2 が未知のとき)を学ぶ。こ
の節ではその他の区間推定法を考察する*2。

指数分布に従う母集団の母平均の区間推定

命題 2.6 X1, . . . , Xn は i.i.d.で Ex(1/λ)に従うとき、 2

λ
(X1 + · · ·+Xn)は自由度 2nの χ2 分布に従う。

証明: X ∼ Ex(1/λ) のとき密度関数を計算することにより 2

λ
X ∼ Ex(1/2) となる。よって、Ex(1/2) は

Γ(1, 1/2)であるから例題 1.11(2),(4)と同様に 2

λ
(X1 + · · ·+Xn) ∼ Γ(n, 1/2)を得るが、Γ(n, 1/2)は自由度

2nの χ2 分布に他ならない。 □

この命題より Sn = X1 + · · ·+Xn とすると、

P
(
χ2
2n

(
1− 1

2
ε
)
≤ 2

λ
Sn ≤ χ2

2n

(1
2
ε
))

= 1− ε

となるから、括弧内の不等式を λについて解くと
2Sn

χ2
2n(

1
2ε)

≤ λ ≤ 2Sn

χ2
2n(1− 1

2ε)

となる。ここで、χ2
2n(

1
2ε)は自由度 2nの χ2 分布の上側 1

2ε点で χ2
2n(1 − 1

2ε)は自由度 2nの χ2 分布の下側
1
2ε点。従って、平均 λの信頼係数 1− εの信頼区間は

2s

χ2
2n(

1
2ε)

≤ λ ≤ 2s

χ2
2n(1− 1

2ε)

となる。ただし、sは Sn = X1 + · · ·+Xn の実現値。

*2 信頼区間の一般的な作り方は「国沢編 確率統計演習 2 統計 培風館」p.81– を参照のこと。
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例題 2.12 ある電気部品の寿命を調べたところ、次の通りであった。平均寿命 µを信頼係数 0.95で区間推定
せよ。ただし、寿命分布として指数分布を仮定せよ。

732, 838, 915, 1211, 1355, 1420, 1638 (単位 時間)

解: s = 732 + 838 + · · ·+ 1638 = 8109, n = 7で
2s

χ2
2n(0.025)

=
2 · 8109
26.1189

= 619.267 · · · , 2s

χ2
2n(0.975)

=
2 · 8109
5.6287

= 2881.304 · · ·

より 95%信頼区間は 619.3 ≤ µ ≤ 2881.3. □

Poisson分布に従う母集団の母平均の区間推定 (精密法)

命題 2.7 k ≥ 1に対して、X ∼ Po(λ), Y1 ∼ χ2
2k, Y2 ∼ χ2

2(k+1) とすると、次が成立する。
(a) P (X ≥ k) = P (Y1 ≤ 2λ), (b) P (X ≤ k) = P (Y2 > 2λ).

証明: (a)のため φk(λ) = P (X ≥ k) =
∞∑
i=k

λi

i!
e−λ とすると

d

dλ
φk(λ) =

d

dλ

∞∑
i=k

λi

i!
e−λ =

∞∑
i=k

{ λi−1

(i− 1)!
e−λ − λi

i!
e−λ

}
=

λk−1

(k − 1)!
e−λ.

よて φk(0) = 0より

φk(λ) =

∫ λ

0

yk−1

(k − 1)!
e−y dy =

∫ 2λ

0

xk−1

2kΓ(k)
e−

x
2 dx = P (Y1 ≤ 2λ),

ここで二つ目の等号は y = x/2とおいた。一方、

P (X ≤ k) = 1− P (X ≥ k + 1) = 1− P (Y2 ≤ 2λ) = P (Y2 > 2λ). □

X1, . . . , Xn は i.i.d. で Po(λ) に従うとすれば、問題 1.8(6) より Sn := X1 + · · · +Xn ∼ Po(nλ) となる。
Sn の実現値を sとすると、命題 2.7(b)より Z1 ∼ χ2

2(s+1) に対し、

P (Sn ≤ s) = P (Z1 > 2nλ) ≥ 1

2
ε

となるので、2nλ ≤ χ2
2(s+1)(

1
2ε). また、命題 2.7(a)より Z1 ∼ χ2

2s に対し、

P (Sn ≥ s) = P (Z2 ≤ 2nλ) ≤ 1− 1

2
ε

となるので、2nλ ≤ χ2
2s(1− 1

2ε). 従って、λの信頼係数 1− εの信頼区間は、sを Sn の実現値とするとき、

1

2n
χ2
2s(1−

1

2
ε) ≤ λ ≤ 1

2n
χ2
2(s+1)(

1

2
ε)

となる。

注意 2.4 nが十分大きいときは中心極限定理を用いて正規母集団の場合に帰着して区間推定することが多い。
二項母集団についても同様である。

例題 2.13 ある市において交通事故の発生件数を調べたところ、次の通りであった。1 日の平均発生件数 µ

を信頼係数 0.95で区間推定せよ。ただし、事故件数は Poisson分布に従って発生することがわかっていると
する。

3, 0, 2, 1, 5, 2, 1, 1, 0, 1 (単位 件数/日)
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また、中心極限定理により正規分布に近似されるとして、信頼係数 0.95で区間推定せよ。

解: (精密法) s = 3 + 0 + · · ·+ 1 = 16, n = 10で

1

2n
χ2
2·16(0.975) =

18.2908

20
= 0.91454,

1

2n
χ2
2(16+1)(0.025) =

51.9660

20
= 2.5983

より 95%信頼区間は 0.9145 ≤ µ ≤ 2.5983.

(近似法) 標本平均は x = 1.6で Poisson分布では平均 =分散であることに注意すると、

x± u(0.025)

√
x

10
= 1.6± 1.960

√
1.6

10
=

{
2.384
0.816

より求める信頼区間は 0.816 ≤ µ ≤ 2.384. u(ε)は標準正規分布の上側 ε点を表す。 □

問題 2.7 以下の問いに答えよ。ただし、信頼区間の上限・下限の端数はともに四捨五入することで指定した
位まで求めよ。
(1) 電話の通話時間は指数分布に従うとする。5件の例について調べたところ、平均通話時間は 120秒であっ
た。このとき、平均通話時間 µ (秒)の信頼係数 0.95の信頼区間を求めよ。また、信頼係数 0.90の信頼区間を
求めよ。ただし、小数点以下第 1位まで求めよ。
(2) あるガラス工場で製造されるガラス板から 8 枚無作為抽出したところ検出されたアワの数は次のようで
あった。1枚当たりのアワの数の平均 µを (a) 精密法で、(b) 中心極限定理により正規分布に近似されるとし
て、信頼係数 0.95で区間推定せよ。

2, 4, 0, 0, 1, 2, 0, 3 (単位 個/枚)

ただし、一枚当たりのアワの発生個数は Poisson分布に従うとし、小数点以下第 2位まで求めよ。

二項母集団の母比率の区間推定 (精密法)

§1.7 順序統計量と定義 1.1で定義した F 分布を用いる。
X ∼ B(n, p)とし、U1, . . . , Un を独立でそれぞれ U(0, 1)に従い、U(1) ≤ U(2) ≤ · · · ≤ U(n) をその順序統
計量とすると

P (X ≥ k) = P (成功確率 pのベルヌーイ試行 n回のうち k 回以上成功) (2.9)

= P (U1, . . . , Un のうち少なくとも k 個が p以下)

= P (U(k) ≤ p) = P
( X1

X1 + Y1
≤ p
)
= P

( 1

1 + n−k+1
k W1

≤ p
)
,

ここで、例題 1.16より U(k) ∼ Beta(k, n−k+1)であり、従って、独立なX1, Y1でX1 ∼ Γ(k, 12 ) = χ2
2k, Y1 ∼

Γ(n− k+1, 12 ) = χ2
2(n−k+1) を用いて U(k) =

X1

X1 + Y1
と表せ、さらにW1 =

Y1/2(n− k + 1)

X1/2k
∼ F

2(n−k+1)
2k

となることを用いた。一方、

P (X ≤ k) = 1− P (X ≥ k + 1) = P (U(k+1) ≥ p) = P
( X2

X2 + Y2
≥ p
)
= P

( k+1
n−kW2

1 + k+1
n−kW2

≥ p
)
,(2.10)

ただし X2, Y2 は独立で X2 ∼ χ2
2(k+1), Y2 ∼ χ2

2(n−k), またW2 =
X2/2(k + 1)

Y2/2(n− k)
∼ F

2(k+1)
2(n−k) を用いた。

これより Fm
n (ε)で F 分布の上側 ε点を表すとき、信頼係数 1− εの pの信頼区間は、

1

1 + n−s+1
s F

2(n−s+1)
2s ( ε2 )

≤ p ≤
s+1
n−sF

2(s+1)
2(n−s)(

ε
2 )

1 + s+1
n−sF

2(s+1)
2(n−s)(

ε
2 )

となるとなることがわかる。ただし、sは出現回数の実現値である。
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例題 2.14 ある町で A製品のデザインの評判をアンケート用紙によって調べたところ、35人中 6人が好感を
もてるという回答をよせてきた。この町における、デザインの支持割合 pを (a) 上記の精密法で、(b) 中心極
限定理により正規分布に近似されるとして、信頼係数 0.90で区間推定せよ。

解: (精密法) 標本数 n = 35, 実現値 s = 6で

1

1 + n−s+1
s F

2(n−s+1)
2s (0.05)

=
1

1 + 30
6 F

60
12 (0.05)

=
1

1 + 5 · 2.3842
= 0.077393 · · · ,

s+1
n−sF

2(s+1)
2(n−s)(0.05)

1 + s+1
n−sF

2(s+1)
2(n−s)(0.05)

=
7
29F

14
58 (0.05)

1 + 7
29F

14
58 (0.05)

=
7 · 1.8662

29 + 7 · 1.8662
= 0.310564 · · · .

よって、90%信頼区間は 0.0774 ≤ p ≤ 0.3106.

注意. F 14
58 (0.05)の値は F 分布表にないので、Excelで cellに「=F.INV.RT(0.05,14,58)」として求めた。

(近似法) 標本数 n = 35, 標本比率の実現値 p̂ =
6

35
より

p̂± u(0.05)

√
p̂(1− p̂)

n
=

6

35
± 1.645

√
6 · 29
353

=

{
0.278223 · · ·
0.066634 · · ·

より求める信頼区間は 0.0666 ≤ p ≤ 0.2782. □

問題 2.8 ある種の種子の発芽する確率を知りたいという。いま、8個について実験したところ、3個が発芽し
たという。この確率 pを (a) 精密法で、(b) 中心極限定理により正規分布に近似されるとして、信頼係数 0.90

で区間推定せよ。ただし、(a)は以下の簡易 F 分布表を用い、(a), (b)ともに上限・下限の端数はともに四捨
五入することで小数点以下第 3位まで求めよ。

自由度 (m,n)の F 分布の上側 5%点: Fm
n (0.05)

n

m
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

2 19.0000 19.2468 19.3295 19.3710 19.3959 19.4125 19.4244 19.4333 19.4402 19.4458

4 6.9443 6.3882 6.1631 6.0410 5.9644 5.9117 5.8733 5.8441 5.8211 5.8025

6 5.1433 4.5337 4.2839 4.1468 4.0600 3.9999 3.9559 3.9223 3.8957 3.8742

8 4.4590 3.8379 3.5806 3.4381 3.3472 3.2839 3.2374 3.2016 3.1733 3.1503

10 4.1028 3.4780 3.2172 3.0717 2.9782 2.9130 2.8647 2.8276 2.7980 2.7740

12 3.8853 3.2592 2.9961 2.8486 2.7534 2.6866 2.6371 2.5989 2.5684 2.5436

14 3.7389 3.1122 2.8477 2.6987 2.6022 2.5342 2.4837 2.4446 2.4134 2.3879

16 3.6337 3.0069 2.7413 2.5911 2.4935 2.4247 2.3733 2.3335 2.3016 2.2756

18 3.5546 2.9277 2.6613 2.5102 2.4117 2.3421 2.2900 2.2496 2.2172 2.1906

20 3.4928 2.8661 2.5990 2.4471 2.3479 2.2776 2.2250 2.1840 2.1511 2.1242

2.3 統計的検定
統計的検定は、母集団の確率分布、例えば密度関数 f(x|θ)が与えられているときに、その母数 θについての
仮説 θ = θ0 が正しいか否かを、母集団からの標本 x1, . . . , xn の解析結果によって判断することである。ここ
で仮説 θ = θ0 を帰無仮説といい、H0 で表す。
仮説 H0 が正しいときに、これを正しくないと判定してしまう誤りを第 1種の誤りといい、H0 が正しくな
いとき、これを正しいとする誤りを第 2種の誤りという。統計的検定法において第 1種の誤りのおこる確率は
あらかじめ定めた値 (通常は 5%あるいは 1%)にしておいて、第 2種の誤りのおこる確率はなるべく小さくま
るように方式を定めている。
このような第 1種の誤りのおこる確率を検定の危険率あるいは有意水準という。
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標本の大きさ nを大きくすれば、第 1種の誤りのおこる確率 εが一定となっているので、第 2種の誤りのお
こる確率 p2 はだんだん小さくなることは直感的に明らかであろう。しかし nがあまり大きくないときは、p2
が小さいという保証はない。したがってH0 を正しくないとする (H0 を棄却する)ときは “積極的”に、H0 を
正しいとする (H0 を採択する)ときは “消極的”に考えるという立場をとるのが賢明であろう。H0 が正しくな
いときに考えられる仮説を対立仮説といい、H1 でこれを表す。
対立仮説 H1 : θ = θ1 のように 1点で表せるときには、この仮説を単純仮説、いくつかの点の集合で表せる
ときには複合仮説という。(以上「国沢清典編 確率統計演習 2 統計 培風館, 1966」より。)

問題 2.9 壺の中に白玉と赤玉が合わせて 12 個入っている。このとき、帰無仮説 H0: 白玉 9 個、赤玉 3 個,

対立仮説 H1: 白玉 4個、赤玉 8個 のいずれかである。壺から 3個同時に取り出して赤玉が 2個以上あったと
き、H0 を棄却するとする。このとき、第 1種の誤りの確率と第 2種の誤りの確率を求めよ。

帰無仮説 H0 が棄却となるために標本の属する領域を棄却域という。特に、第 1種の誤りのおこる確率を ε

に保ちつつ、第 2種の誤りのおこる確率を最小にする棄却域を最良棄却域という。

対立仮説が単純仮説の場合に、最良棄却域を作る手順を決めるのが次の Neyman-Pearsonの定理である。

定理 2.8 (Neyman-Pearson) X1, . . . , Xn が i.i.d.で、θ を未知母数とし、その密度関数を f(x|θ) とする。
このとき定数 cを

R∗ =

{
(x1, · · · , xn) ;

∏n
i=1 f(xi|θ1)∏n
i=1 f(xi|θ0)

≥ c

}
(2.11)

とおき、P ((X1, · · · , Xn) ∈ R∗|θ0) = εを満たすように仮説 H0 : θ = θ0 の棄却域を定めるとき、この検定は
対立仮説 H1 : θ = θ1 に対いて第 1種の誤りのおこる確率が εの最強力検定となる。

証明: 密度関数を持つときのみ示す。棄却域 Rが

第 1種の誤りのおこる確率 = P ((X1, · · · , Xn) ∈ R | θ0)

を満たすとする。ここで、第 2種の誤りのおこる確率 = P ((X1, · · · , Xn) /∈ R | θ1)が R = R∗ で最少となる
ことを示せばよい。これは

P ((X1, · · · , Xn) /∈ R | θ1)− P ((X1, · · · , Xn) /∈ R∗ | θ1)
= {1− P ((X1, · · · , Xn) ∈ R | θ1)} − {1− P ((X1, · · · , Xn) ∈ R∗ | θ1)}
= P ((X1, · · · , Xn) ∈ R∗ | θ1)− P ((X1, · · · , Xn) ∈ R | θ1)
= {P ((X1, · · · , Xn) ∈ R∗ ∩R | θ1) + P ((X1, · · · , Xn) ∈ R∗ ∩Rc | θ1)}
− {P ((X1, · · · , Xn) ∈ R ∩R∗ | θ1) + P ((X1, · · · , Xn) ∈ R ∩ (R∗)c | θ1)}

=

∫
· · ·
∫
R∗∩Rc

n∏
i=1

f(xi|θ1) dx1 · · · dxn −
∫
· · ·
∫
R∩(R∗)c

n∏
i=1

f(xi|θ1) dx1 · · · dxn

≥ c

∫
· · ·
∫
R∗∩Rc

n∏
i=1

f(xi|θ0) dx1 · · · dxn − c

∫
· · ·
∫
R∩(R∗)c

n∏
i=1

f(xi|θ0) dx1 · · · dxn

= c {P ((X1, · · · , Xn) ∈ R∗ | θ0)− P ((X1, · · · , Xn) ∈ R | θ0)}
= c(ε− ε) = 0.

となることから従う。 □

例 2.15 (正規母集団の平均に関する検定 (単純仮説の場合)) X1, · · · , Xn を正規母集団 N(µ, σ2) からの無
作為標本とする。母分散 σ2 は既知であるとして、母平均 µ について、帰無仮説 H0 : µ = µ0, 対立仮説
H1 : µ = µ1 (µ0 > µ1)に関する最良棄却域を求めよう。
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各 Xi の密度関数は f(x|µ) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 であるから、尤度関数比は

∏n
i=1 f(xi|µ1)∏n
i=1 f(xi|µ0)

= exp
{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ1)
2 +

1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ0)
2
}

= exp
{
− n

2σ2
(2x− µ0 − µ1)(µ0 − µ1)

}
となる。ただし、x =

x1 + · · ·+ xn
n

である。ここで
∏n

i=1 f(xi|µ1)∏n
i=1 f(xi|µ0)

≥ c より

x ≤ C ただし、 C =
1

2
(µ0 + µ1)−

σ2 log c

n(µ0 − µ1)

を得る。よって、RC = {(x1, · · · , xn) ; x ≤ C}とおき、

P ((X1, · · · , Xn) ∈ RC |µ0) = ε (2.12)

となるように C を定めればよい。
H0 : µ = µ0 のもと、X は N

(
µ0,

σ2

n

)
に、よって Z =

X − µ0

σ/
√
n
が N(0, 1)に従うので、(2.12)は

ε = P (X ≤ C |µ0) = P
(
Z ≤ C − µ0

σ/
√
n

)
より u(ε)を N(0, 1)の上側 ε点とすると

√
n

σ
(C − µ0) = −u(ε)が成り立ち、C = µ0 −

σ√
n
u(ε)となる。し

たがって、

X ≤ µ0 −
σ√
n
u(ε) (2.13)

が最良棄却域である。
また、対立仮説が H1 : µ1 > µ0 のときは、X ≥ µ0 +

σ√
n
u(ε)が最良棄却域である。 □

問題 2.10 X1, · · · , Xn は i.i.d. で、正規分布 N(µ, 16) に従うとき、帰無仮説 H0 : µ = 25 を対立仮説
H1 : µ = 22に関して有意水準 5%で検定するとき、第 2種の誤りの確率を 5%以下にするには nをどのくら
い大きくすればよいか。ただし、棄却域として最良棄却域を設定するものとする。

問題 2.11 X1, X2 は独立で、ともに正規分布 N(0, σ2) に従うとき、帰無仮説 H0 : σ2 = 1, 対立仮説
H1 : σ2 = 3に関して検定する。棄却域を C = { (x1, x2) |x21 + x22 ≥ α }とするとき、第 1種の誤りの確率が
ε (0 < ε < 1) となるように αの値を定めよ。また第 2種の誤りの確率を求めよ。

定義 2.5 (一様最強力検定の棄却域) 帰無仮説 H0 : θ = θ0, 対立仮説 H1 : θ ∈ D (複合仮説) とする。この
とき、次の (1), (2)を満たす R0 を、有意水準 εの一様最強力検定の棄却域 という。
(1) P ((X1, · · · , Xn) ∈ R0 | θ0) = ε.

(2) P ((X1, · · · , Xn) ∈ R | θ0) = εを満たす任意の Rと任意の θ ∈ D に対して、

P ((X1, · · · , Xn) ∈ R0 | θ) ≥ P ((X1, · · · , Xn) ∈ R | θ)

が成り立つ。

例 2.16 (正規母集団の平均に関する検定 (片側検定の場合)) 正規母集団 N(µ, σ2) において、σ2 は既知であ
るとき、帰無仮説 H0 : µ = µ0, 対立仮説 H1 : µ > µ0 であるとする。このとき、有意水準 ε での棄却域
R : X ≥ µ0 +

σ√
n
u(ε)は一様最強力検定の棄却域となる。
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証明: 対立仮説 H1 : µ = µ1(> µ0) であるときの棄却域は、Neyman-Pearsonの定理により、

X ≥ µ0 +
σ√
n
u(ε)

となる。ここで、この棄却域は µ1 に依存していないことに注意する。このことにより、上の棄却域は
H1 : µ > µ0 に対する一様強力検定の棄却域となることがわかった。 □

注意 2.5 両側検定では一様強力検定の棄却域は存在しない。このため、不偏検定を考える。
帰無仮説 H0 : θ = θ0, 対立仮説 H1 : θ ∈ D とする。定義 2.5を一般化し、0 ≤ ϕ ≤ 1を満たす関数 ϕ (こ
の ϕを検定という)に対して、この検出力関数を

βϕ(θ) = E[ϕ(X1, . . . , Xn)| θ ]

と定める。(定義 2.5は ϕ(x) = 1R0(x) =

1 (x ∈ R0)

0 (x /∈ R0)
のときと解釈できる。) 検定 ϕが

βϕ(θ0) ≤ ε, βϕ(θ) ≥ ε (∀θ ∈ D) (2.14)

を満たすとき、ϕを有意水準 εの不偏検定という。また、(2.14)を満たす検定 ϕの全体を Φε で表すとき、

βϕ0(θ) ≥ βϕ(θ), for all θ ∈ D, ϕ ∈ Φε

を満たす ϕ0 ∈ Φε を有意水準 ε の一様最強力不偏検定という。以下紹介する尤度比検定法の例 2.17(1), (2)

や二標本検定 (1)–(3) の棄却域 R0 に対し、ϕ0 = 1R0
が一様最強力不偏検定となることが知られている (cf .

Lehmann 著 統計的検定論 など)。

2.4 尤度比検定法
次に、対立仮説が複合仮説である場合に有効な検定法であり尤度比検定法を考える。
帰無仮説を H0 : θ = θ0 とし、対立仮説を H1 : θ ∈ D とする。このとき、尤度比 λを

λ =

∏n
i=1 f(xi|θ0)

maxθ∈D

∏n
i=1 f(xi|θ)

で定める。この λが小さくなればなるほど、帰無仮説が成り立たなくなることを意味するものと考えられる。
そこで棄却域を

Rc = {(x1, · · · , xn);λ ≤ c}

とおき、
P ((X1, · · · , Xn) ∈ Rc | θ) = ε

が成り立つ cの値を求め、棄却域を定める。

例 2.17 (1) σ2 が既知のときの N(µ, σ2)の尤度比検定による µの棄却域
帰無仮説 H0 : µ = µ0, 対立仮説 H1 : µ ̸= µ0 とする。まず、尤度比 λは

λ =

n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (xi − µ0)

2

2σ2

}
max
µ

n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (xi − µ)2

2σ2

}
となる。分母の最大値を求めるため、

l(µ) = log

n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (xi − µ)2

2σ2

}
= −n

2
log(2πσ2)− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2
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とおくと、l′(µ) = 1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ) =
n

σ2
(x− µ)より、µ = xのとき最大になるので、

λ = exp
{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ0)
2 +

1

2σ2

n∑
i=1

(xi − x)2
}
= exp

{
− n

2σ2
(x− µ0)

2
}
.

ここで、λ ≤ cより
|x− µ0| ≥ C ここで C =

(
−2σ2

n
log c

)1/2
.

ここで、H0 のもと、X は N
(
µ0,

σ2

n

)
に従うので、Z =

X − µ0

σ/
√
n

∼ N(0, 1). よって、

ε = P
(
|X − µ0| ≥ C

∣∣∣µ0

)
= P

(
|Z| ≥

√
n

σ
C
)

であるが、これより
√
n

σ
C = u

(1
2
ε
)
となるので、棄却域は

|X − µ0| ≥
σ√
n
u
(1
2
ε
)

となる。 □

(2) σ2 が未知のときの N(µ, σ2)の尤度比検定による µの棄却域
帰無仮説 H0 : µ = µ0, 0 < σ2 <∞, 対立仮説 H1 : µ ̸= µ0, 0 < σ2 <∞ として考える。尤度比 λを

λ =

max
σ2

n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (xi − µ0)

2

2σ2

}
max
µ,σ2

n∏
i=1

1√
2πσ

exp
{
− (xi − µ)2

2σ2

}
と考える。ここで、v = σ2 とし、

l(µ, v) = log

n∏
i=1

1√
2πv

exp
{
− (xi − µ)2

2v

}
= −n

2
log(2πv)− 1

2v

n∑
i=1

(xi − µ)2.

とおく。このとき

∂l

∂µ
=

n

σ2
(x− µ),

∂l

∂v
= −n

v
+

1

2v2

n∑
i=1

(xi − µ)2 (2.15)

より、µ = x, v = s2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 のとき最大となる。

一方、f(µ0, v)は (2.15)の第 2式より v について v = v =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ0)
2 のとき最大となる。従って、

λ =

( 1

2πv

)n/2
exp
{
− 1

2v

n∑
i=1

(xi − µ0)
2
}

( 1

2πs2

)n/2
exp
{
− 1

2s2

n∑
i=1

(xi − x)2
} =

(
s2

v

)n/2 exp
{
−nv
2v

}
exp
{
−ns

2

2s2

} =


n∑

i=1

(xi − x)2

n∑
i=1

(xi − µ0)2


n/2

.

ここで、
n∑

i=1

(xi − µ0)
2 =

n∑
i=1

{(xi − x) + (x− µ0)}2 =

n∑
i=1

(xi − x)2 + n(x− µ0)
2 より

t =
x− µ0√
u2/n

, u2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)2
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とおくと、

λ =


n∑

i=1

(xi − x)2

n∑
i=1

(xi − x)2 + n(x− µ0)2


n/2

=

(
(n− 1)u2

(n− 1)u2 + n(t
√
u2/n)2

)n/2

=

(
1

1 + t2

n−1

)n/2

となる。
不等式 λ ≤ cより、

|t| ≥ C ここで C =
√

(n− 1)(c−2/n − 1)

となる。今、H0 のもと、X1, · · · , Xn は i.i.d.で N(µ0, σ
2)に従うので、定理 2.1より T =

X − µ0√
U2/n

は自由度
n− 1の t分布に従う。よって、

P (|T | ≥ C |µ0) = ε

より、C = tn−1(
1
2ε)とすればよい。ここで、tn−1(

1
2ε)は自由度 n − 1の t分布の上側 1

2ε点である。以上よ
り、棄却域は

|T | ≥ tn−1

(1
2
ε
)

となる。 □

(3) 正規母集団 N(µ, σ2)の尤度比検定による分散 σ2 の棄却域
帰無仮説H0 : σ2 = σ0

2, −∞ < µ <∞, 対立仮説H1 : σ2 ̸= σ0
2, −∞ < µ <∞ として考える。尤度比 λは

λ =

max
µ

n∏
i=1

1√
2πv0

exp
{
− (xi − µ)2

2v0

}
max
µ,v

n∏
i=1

1√
2πv

exp
{
− (xi − µ)2

2v

}

となる。ここで、v = σ2, v0 = σ2 とした。このとき、(2.15)より分母は µ = x, v = s2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)2 の

とき最大となる。また、分子は µ = xのとき最大となるので、

λ =

( 1

2πv0

)n/2
exp
{
− 1

2v0

n∑
i=1

(xi − x)2
}

( 1

2πs2

)n/2
exp
{
− 1

2s2

n∑
i=1

(xi − x)2
} =

(
s2

v0

)n
2 exp

{
−ns

2

2v0

}
exp
{
−ns

2

2s2

} =

(
s2

σ02

)n
2

exp
{
−n
2

s2

σ02
+
n

2

}
.

不等式 λ ≤ cを解くと、ある 0 < C1 < C2 に対して、

ns2

σ02
≤ C1 または C2 ≤ ns2

σ02

となる。H0 のもと、
ns2

σ02
=

n∑
i=1

(Xi −X)は自由度 n− 1の χ2 分布に従うことに注意して

P
(ns2
σ02

≤ C1

)
=

1

2
ε, P

(ns2
σ02

≥ C2

)
=

1

2
ε

となるように C1, C2 を定めると、C1 = χ2
n−1(1− 1

2ε), C2 = χ2
n−1(

1
2ε)となる。従って、棄却域は

ns2

σ02
≤ χ2

n−1

(
1− 1

2
ε
)

または ns2

σ02
≥ χ2

n−1

(1
2
ε
)

となる。 □
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2.5 二標本検定
ここでは 2つの正規母集団の母数の比較に関する仮説検定について述べる。ここでは、棄却域のみを述べる
が、(1)–(3)は一様最強力不偏検定の棄却域となっている。また、(1)–(4)は尤度比検定法でも導出できる。
X1, . . . , Xm と Y1, . . . , Yn は独立で各 Xi は N(µ1, σ1

2)に各 Yi は N(µ2, σ2
2)に従うとする。また、それぞ

れの標本平均を X, Y と標本分散を SX
2, SY

2 と表す。

(1) 帰無仮説 H0 : µ1 = µ2 の検定 (母分散 σ1
2 と σ2

2 は既知)

標本平均X,Y は独立で、X ∼ N(µ1, σ1
2/m)に Y ∼ N(µ2, σ2

2/n)より、X−Y ∼ N(µ1−µ2, σ1
2/m+σ2

2/n).

これより、H0 の下、Z =
X − Y√

σ12/m+ σ22/n
は N(0, 1)に従うので、有意水準を εとし、

対立仮説が H1 : µ1 ̸= µ2 の場合、棄却域は |Z| ≥ u
(
1
2ε
)に

対立仮説が H1 : µ1 > µ2 の場合、棄却域は Z ≥ u(ε)となる。

(2) 対 (pair)で観測される標本における H0 : µ1 = µ2 の検定 (母分散 σ1
2 と σ2

2 は未知)

例えば、同一人の血圧を薬剤の服用前後での血圧の変化の有無など、同一個体に異なった 2条件で測定を行い、
その影響を検定する。従って、m = nで、観測値は (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)のように対 (pair)で得られている
(ここでは、各 iにおいて Xi と Yi は必ずしも独立でなくともよいとする)場合を考える。
この場合、Zi = Xi − Yi とし Zi は平均 µ1 − µ2 の同一の正規分布に従うので、この Z1, . . . , Zn についての
母分散が未知の場合の母平均の検定とみなせるので、H0 の下、統計量 T =

Z√
UZ

2/n
が自由度 n− 1の t分

布に従うことにより検定できる。ここで、UZ
2 は Z1, . . . , Zn の不偏分散である。

(3) H0 : µ1 − µ2 = δ の検定 (σ1
2 = σ2

2 で値は未知)

σ2 = σ1
2 = σ2

2 とかく。(1)の場合と同様に、標本平均X,Y についてX − Y ∼ N
(
δ,
( 1

m
+

1

n

)
σ2
)
となる。

一方、標本分散 SX
2 =

1

m

m∑
i=1

(
Xi −X

)2
, SY

2 =
1

n

n∑
j=1

(
Yj − Y

)2について、mSX
2

σ2
∼ χ2

m−1,
nSY

2

σ2
∼ χ2

n−1

でこれらは独立なので mSX
2

σ2
+
nSY

2

σ2
∼ χ2

m+n−2. さらに、これは X − Y とも独立なので

T =

X − Y − δ√
σ2(1/m+ 1/n)√
mSX

2 + nSY
2

σ2(m+ n− 2)

=
X − Y − δ√

mSX
2 + nSY

2

m+ n− 2

( 1

m
+

1

n

) (2.16)

は自由度m+ n− 2の t分布に従う。
これより、帰無仮説 H0 の検定は、有意水準を εとし、

対立仮説が H1 : µ1 − µ2 ̸= δ ならば、棄却域は |T | ≥ tm+n−2

(
1
2ε
)に

対立仮説が H1 : µ1 − µ2 > δ ならば、棄却域は Z ≥ tm+n−2(ε)となる。

(4) H0 : σ1
2 = σ2

2 の検定 (µ1, µ2 は未知)

標本分散 SX
2, SY

2 について mSX
2

σ12
∼ χ2

m−1,
nSY

2

σ22
∼ χ2

n−1 でこれらは独立なので、

F =
mSX

2

σ12(m− 1)

/
nSY

2

σ22(n− 1)
=
mSX

2

nSY
2

n− 1

m− 1
(2.17)

は自由度 (m− 1, n− 1)の F 分布に従う。
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これより、帰無仮説 H0 の検定は、有意水準を εとし、対立仮説が H1 : σ1
2 ̸= σ2

2 ならば、棄却域は

F < Fm−1
n−1

(
1− 1

2
ε
) または F > Fm−1

n−1

(1
2
ε
)

とすればよい。従って、実現値を代入して F > 1であれば、F > Fm−1
n−1

(
1
2ε
)のとき H0 を棄却し、F < 1で

あれば F ∼ Fm−1
n−1 のとき

1

F
∼ Fn−1

m−1 となることに注意して、
1

F
> Fn−1

m−1

(
1
2ε
)のときH0 を棄却すればよい。

また、対立仮説が H1 : σ1
2 > σ2

2 ならば棄却域を F > Fm−1
n−1 (ε) と、H1 : σ1

2 < σ2
2 ならば、棄却域を

1

F
> Fn−1

m−1(ε)ととればよい。

例題 2.18 2種の稲の 10アール当たりの収穫量を比較検討する。今、10アール区画の 25面の水田を均一に
耕作し、その 13面の水田に A種の稲を、12面の水田に B種の稲を播種した、その収穫量は A種では標本平
均 x = 917.3, 標本分散 sx

2 = 26, 828であり、B種では y = 863.3, sy
2 = 17, 970であった。このとき、A種

と B種では収穫量に差異があるといえるか。有意水準 0.05で検定せよ。

解: A種の稲の収穫量の平均を µ1, 分散を σ1
2, B種のそれを µ2, σ2

2 とする。
1st step 等分散性を H0 : σ1

2 = σ2
2, H1 : σ1

2 ≠ σ2
2 として、有意水準 0.10として検定する。

実現値をm = 13, n = 12に注意して (2.17)に代入して、

f =
13 · 26, 828
12 · 17, 970

× 12− 1

13− 1
= 1.482565 · · · .

一方、F 13−1
12−1 (0.05) = 2.7876 > f > 1より H0 は受容される。よって、上記 (3)の検定法が適用可能となる。

2nd step H0 : µ1 = µ2, H1 : µ1 ̸= µ2 を、有意水準 0.05で検定する。
実現値を δ = 0として (2.16)に代入して、

t =
917.3− 863.3√

13 · 26, 828 + 12 · 17, 970
25− 2

( 1

13
+

1

12

) = 0.86110 · · · .

一方、t25−2(0.025) = 2.068より H0 は受容される。よって、収穫量に差異があるとは言えない。 □

(5) H0 : µ1 = µ2 の検定 (σ1
2, σ2

2 は未知)

(3)は σ1
2 = σ2

2 とできない場合には用いることができない。また、検定を二段階で行うのでは、例えば有意
水準が正しく確保できているか不明なため、不適切であると考えられる。そのため、最近では σ1

2, σ2
2 が等し

いかどうかにかかわらず、次のWelchの検定を用いることが推奨されているようである。

(Welchの検定) (1)で分散 σ1
2, σ2

2 の代わりにその不偏分散 σ̂2
1 , σ̂

2
2 に置き換えた次の統計量を考える:

T =
X − Y√

σ̂2
1/m+ σ̂2

2/n
, σ̂2

1 =
mSX

2

m− 1
, σ̂2

2 =
nSY

2

n− 1
. (2.18)

この分布は未知の分散比 σ1
2/σ2

2 の影響を受ける (これを Behrens-Fisher’s problem という) が、ここでは
Welchの検定とよばれるものを紹介する。それは統計量 T が近似的に自由度 ϕの t分布に従うとみなせるこ
とであり、ϕは次の式から定められる値である:

(σ̂2
1/m+ σ̂2

2/n)
2

ϕ
=

(σ̂2
1/m)2

m− 1
+

(σ̂2
2/n)

2

n− 1
. (2.19)

例題 2.18のWelchの検定による解: 実現値を (2.18)に代入して、t = 0.8681 · · · を得る。次に (2.19)に実
現値を代入して ϕ = 22.7 · · · を得るので、自由度を ϕ = 23と考える。ここで、t23(0.025) = 2.0687より H0

は受容される。よって、この方法でも収穫量に差異があるとは言えないことがわかる。 □

43



問題 2.12 ある地区では、タンパク質含有率が従来より高くなるとされる新種の小麦を栽培してタンパク質含
有率 (単位 %)を測定することになった。従来の小麦 9つと新種の小麦 7つを選び測定したところ、それぞれ
の標本平均は 14.3, 15.1と不偏分散は 0.25, 0.63であった。新種の小麦と従来の小麦ではタンパク質含有率が
変化しているといえるか。正規分布を仮定して、(1)例題 2.18と同様にして、(2) Welchの検定を用いて有意
水準 5%で検定せよ。(3) Welchの検定の方法で新種の小麦のタンパク質含有率から従来のものを引いた母平
均の差の 95%信頼区間を求めよ。

2.6 その他の検定のまとめ
§2.2 区間推定 で学んだ分布の性質を使った検定法についてまとめておく。

指数分布に従う母集団の母平均 µの検定 について:

帰無仮説 H0 : µ = µ0 で有意水準 εでの検定を考える。ここで、標本数が nでその標本平均の実現値が xで
あったとする。
命題 2.6より、Xi ∼ Ex(1/µ0)のとき、そのサンプル数 n個の和 S = nX について、 2

µ0
nX ∼ χ2

2n より、

P
(
χ2
2n

(
1− 1

2
ε
)
≤ 2

µ0
nX ≤ χ2

2n

(1
2
ε
))

= 1− ε

となる。よって、
対立仮説 H1 : µ ̸= µ0 なら、

2nx

µ0
> χ2

2n

(ε
2

)
または 2nx

µ0
< χ2

2n

(
1− ε

2

)
のとき棄却し、

それ以外のとき受容すればよい。同様に、
P
( 2

µ0
nX ≤ χ2

2n(ε)
)
= 1− εであるから、 H1 : µ > µ0 なら、

2nx

µ0
> χ2

2n(ε)のとき棄却、

P
( 2

µ0
nX ≥ χ2

2n(1− ε)
)
= 1− εであるから、 H1 : µ < µ0 なら、

2nx

µ0
< χ2

2n(1− ε)のとき棄却し、
それ以外のとき受容すればよい。

注意 指数分布に従う母集団の母平均 µの区間推定や検定については、「データが n個で打ち切られた場合」や
「データが X 個で打ち切られた場合 (寿命試験では定時打ち切りという)」についても知られている。(cf . 国
沢清典編 確率統計演習 2 統計 培風館, 1966.)

Poisson分布に従う母集団の母平均 µの検定 (精密法) について:

帰無仮説 H0 : µ = µ0 で有意水準 εでの検定を考える。ここで、標本数が nでその実現値の和が sであった
とする。
命題 2.6より、S ∼ Po(nµ0)のとき、s ≥ 1なら、

P (S ≥ s) = P (χ2
2s ≤ 2nµ0) = ε とすると 2nµ0 < χ2

2s(1− ε) となる。よって、

対立仮説が H1 : µ > µ0 なら、2nµ0 < χ2
2s(1− ε)のとき棄却し、それ以外のとき受容すればよい。同様に、

P (S ≤ s) = P (χ2
2(s+1) < 2nµ0) = ε とすると 2nµ0 > χ2

2(s+1)(ε) となる。よって、

対立仮説が H1 : µ < µ0 なら、2nµ0 > χ2
2(s+1)(ε)のとき棄却し、それ以外のとき受容すればよい。

対立仮説 H1 : µ ̸= µ0 なら、2nµ0 < χ2
2s

(
1 − ε

2

)
または 2nµ0 > χ2

2(s+1)

(ε
2

)
のとき棄却し、それ以外のと

き受容すればよい。

二項母集団の母比率の検定 (精密法) について:

二項母集団の母比率に関する精密法を扱ったので、その検定についても述べておく。(2.9), (2.10)と

1

1 + n−k+1
k W1

≤ p ⇐⇒ k

n− k + 1

1− p

p
≥W1,

k+1
n−kW2

1 + k+1
n−kW2

≥ p ⇐⇒ n− k

k + 1

p

1− p
≥W2
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に注意する。ここで、W1 ∼ F
2(n−k+1)
2k とW2 ∼ F

2(k+1)
2(n−k) であった。よって、

試行回数が nでその出現回数が k であったとき、帰無仮説 H0 : p = p0 で有意水準 εでの検定において、
H1 : p > p0 なら、

k

n− k + 1

1− p0
p0

> F
2(n−k+1)
2k (ε)のとき棄却、

H1 : p < p0 なら、
n− k

k + 1

p0
1− p0

> F
2(k+1)
2(n−k)(ε)のとき棄却、

H1 : p ̸= p0 なら、
k

n− k + 1

1− p0
p0

> F
2(n−k+1)
2k

(ε
2

)
または n− k

k + 1

p0
1− p0

> F
2(k+1)
2(n−k)

(ε
2

)
のとき棄却

し、それ以外のとき受容すればよい。
実際は、nがそれほど大きくない場合は、統計と社会の検定で学んだように p値を求める方法で検定したほ
うが容易に計算できます。(検定では公式を使う必要はないが、区間推定では使うしか方法がない。)

演習問題は、例えば「国沢清典編 確率統計演習 2 統計 培風館, 1966」を参照ください。
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2.7 カイ 2乗分布、t分布表、標準正規分布の上側 α点について
自由度 nの χ2分布の上側 α点: χ2

n(α)

n

α
0.975 0.950 0.050 0.025

1 0.0010 0.0039 3.8415 5.0239

2 0.0506 0.1026 5.9915 7.3778

3 0.2158 0.3518 7.8147 9.3484

4 0.4844 0.7107 9.4877 11.1433

5 0.8312 1.1455 11.0705 12.8325

6 1.2373 1.6354 12.5916 14.4494

7 1.6899 2.1673 14.0671 16.0128

8 2.1797 2.7326 15.5073 17.5345

9 2.7004 3.3251 16.9190 19.0228

10 3.2470 3.9403 18.3070 20.4832

11 3.8157 4.5748 19.6751 21.9200

12 4.4038 5.2260 21.0261 23.3367

13 5.0088 5.8919 22.3620 24.7356

14 5.6287 6.5706 23.6848 26.1189

15 6.2621 7.2609 24.9958 27.4884

16 6.9077 7.9616 26.2962 28.8454

17 7.5642 8.6718 27.5871 30.1910

18 8.2307 9.3905 28.8693 31.5264

19 8.9065 10.1170 30.1435 32.8523

20 9.5908 10.8508 31.4104 34.1696

21 10.2829 11.5913 32.6706 35.4789

22 10.9823 12.3380 33.9244 36.7807

23 11.6886 13.0905 35.1725 38.0756

24 12.4012 13.8484 36.4150 39.3641

25 13.1197 14.6114 37.6525 40.6465

26 13.8439 15.3792 38.8851 41.9232

27 14.5734 16.1514 40.1133 43.1945

28 15.3079 16.9279 41.3371 44.4608

29 16.0471 17.7084 42.5570 45.7223

30 16.7908 18.4927 43.7730 46.9792

31 17.5387 19.2806 44.9853 48.2319

32 18.2908 20.0719 46.1943 49.4804

33 19.0467 20.8665 47.3999 50.7251

34 19.8063 21.6643 48.6024 51.9660

35 20.5694 22.4650 49.8018 53.2033

36 21.3359 23.2686 50.9985 54.4373

37 22.1056 24.0749 52.1923 55.6680

38 22.8785 24.8839 53.3835 56.8955

39 23.6543 25.6954 54.5722 58.1201

40 24.4330 26.5093 55.7585 59.3417

自由度 nの t分布の上側 α点:

tn(α)

n

α
0.100 0.050 0.025

1 3.0777 6.3138 12.7062

2 1.8856 2.9200 4.3027

3 1.6377 2.3534 3.1824

4 1.5332 2.1318 2.7764

5 1.4759 2.0150 2.5706

6 1.4398 1.9432 2.4469

7 1.4149 1.8946 2.3646

8 1.3968 1.8595 2.3060

9 1.3830 1.8331 2.2622

10 1.3722 1.8125 2.2281

11 1.3634 1.7959 2.2010

12 1.3562 1.7823 2.1788

13 1.3502 1.7709 2.1604

14 1.3450 1.7613 2.1448

15 1.3406 1.7531 2.1314

16 1.3368 1.7459 2.1199

17 1.3334 1.7396 2.1098

18 1.3304 1.7341 2.1009

19 1.3277 1.7291 2.0930

20 1.3253 1.7247 2.0860

21 1.3232 1.7207 2.0796

22 1.3212 1.7171 2.0739

23 1.3195 1.7139 2.0687

24 1.3178 1.7109 2.0639

25 1.3163 1.7081 2.0595

26 1.3150 1.7056 2.0555

27 1.3137 1.7033 2.0518

28 1.3125 1.7011 2.0484

29 1.3114 1.6991 2.0452

30 1.3104 1.6973 2.0423

標準正規分布の上側 α点
u(α)について

u(0.05) = 1.645

u(0.025) = 1.960

u(0.01) = 2.326

u(0.005) = 2.576

注意. Excelで cellに「=CHIINV(α,n)」, 「=T.INV(1− α, n)」として作成した。
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