
基礎ゼミ I 問題 10 2019年 6月 17日

問 10.1. f(x)が n回微分可能とするとき、
{
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となることを示せ。

問 10.2. f(x) = tan−1 xについて、(1 + x2)f (n+1)(x) + 2nxf (n)(x) + n(n− 1)f (n−1)(x) = 0, n ≥ 2, を示し、

f (2k)(0) = 0, f (2k+1)(x) = (−1)k(2k)! (k ≥ 1) となることを示せ。

定義. n ∈ N に対して、Legendre(ルジャンドル) の多項式 Pn(x), Hermite(エルミート) の多項式 Hn(x),

Laguerre(ラゲール)の多項式 Lα
n(x), (α > −1) をそれぞれ次の式で定義する。*1
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問 10.3. Pn(x)は n次多項式であること、及び、(x2 − 1)Pn(x)
′′ + 2xPn(x)

′ − n(n+ 1)Pn(x) = 0を示せ。

問 10.4. Pn(x) = 0は (−1, 1)において相異なる n個の根をもつことを示せ。

問 10.5. (1) Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0を示し、Hn(x)は n次の多項式となることを示せ。

(2) Hn(x)
′ = 2nHn−1(x)を示し、Hn(x)

′′ − 2xHn(x)
′ + 2nHn(x) = 0を示せ。

問 10.6. Lα
n(x)は n次の多項式となること、及び、xLα

n(x)
′′ + (α+ 1− x)Lα

n(x)
′ + nLα

n(x) = 0を示せ。

問 10.7. f(x) =

e−
1
x x > 0

0 x ≦ 0
とする. *2

(1) x > 0で f (n)(x) =
pn−1(x)

x2n
e−

1
x で, pn−1(x)は n− 1次の多項式になることを示せ。

(2) 上の結果を用いて、f (n)(0) = 0および lim
x→+0

f (n)(x) = 0を示せ。

問 10.8. f(x)が点 (a, b)で C2-関数であって、c ∈ (a, b)とするとき、lim
h→0

f(c+ h)− 2f(c) + f(c− h)

h2
= f ′′(c)

を示せ。

問 10.9. f(x)が 2回微分可能で平均値の定理 f(a+ h) = f(a) + hf ′(a+ θhh) (0 < θh < 1)に対し、f ′′(x)が

x = aで連続で f ′′(a) ̸= 0であるとき、 lim
h→0

θh を求めよ。

問 10.10. 2 < e < 3を知っているとして、ex にMaclaurinの定理を用いることにより、eが無理数であること

を示せ。

問 10.11. lim
n→∞

sin(2πn!e) = 0を示せ。

問 10.12 (Newtonの一般化された二項定理). αを実数とする。f(x) = (1 + x)α にMaclaurinの定理を適用し、
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を導け。ただし剰余項 Rn(x) は Lagrange の剰余項、Cauchy の剰余項の 2 通りを述べよ。ここで、

(
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)
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k!
, k = 0, 1, 2, . . ., α ∈ Rと定める。

問 10.13. an = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
とおく。log

100

3
≒ 3.51を用いて、5.01 < a100 < 5.35を示せ。

*1 文献によっては、これらの定義は定数倍違っていることがある。

*2 この問題の結果から、f(x) = e
− 1

|x| は、帰納的に f (n)(0) = 0, (n = 0, 1, 2, . . .)とおくことにより、全ての階数の導関数が連続にな

る。また、この関数の Maclaurin 展開式は
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn = 0 + 0 · x+ 0 · x2 + · · · = 0 となり、原点以外では、元の関数と一致

しない。自然に現れる関数の Maclaurin 級数は, 通常は収束半径内ではもとの関数に一致するが、このようにそうではない関数も人工
的に作ることができる。なぜ、このようなことになるのかは、3年次で勉強する複素関数論 (解析学 I, II)で明らかになる。また、この
問題の形の関数を利用して, 「1の分解」というものが作られ、幾何学 (多様体論)をはじめ様々に応用される.


