
5 大数の法則

5.1 確率変数の極限

(Ω,B, P )を確率空間とする。
この節では、(Ω,B, P )上の確率変数列 {Xn}の確率変数 X への収束について述べる。

定義 5.1 (1) (概収束) Xn が X に概収束 (almost surely convergence) するとは、P -a.a. ω に対して

Xn(ω) → X(ω) (n→ ∞) であるとき、つまり

P
(
lim
n→∞

Xn = X
)
= 1

あるいは、更に正確に言えば

P
({

ω ∈ Ω ; lim
n→∞

Xn(ω) = X(ω)
})

= 1

であるときにいう。Xn → X a.s. と表す。(Xn → X a.e. とも表す。)

(2) (確率収束) Xn が X に確率収束 (convergence in probability) するとは、任意の ε > 0に対して、

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0

のときにいう。Xn → X in prob. と表す。

(3) (Lr-収束) r ≥ 1として、Xn が X に Lr-収束するとは、

lim
n→∞

E[|Xn −X|r] = 0

のときにいう。Xn → X in Lr と表す。r 次平均収束 (convergence in the mean of order r) ともいう。

注意 5.1 確率変数がなす空間上に確率収束, Lr-収束が定める位相は、それぞれ距離付け可能である。(前者は

演習問題 4(1)を参照せよ。後者は r = 1の場合は自明であろう。r = 2の場合は演習問題 (cf . 1(4)の略解)

とする。) 概収束は距離付けできない (cf . 演習問題 4(2))。

定理 5.1 (1) Xn が X に概収束すれば、確率収束する。

(2) Xn が X に Lr-収束すれば、確率収束する。

証明: (1) Xn が X に収束するような ω の集合は{
lim
n→∞

Xn = X
}
=

∞∩
j=1

∞∪
n=1

∞∩
m=n

Am,j (5.1)

と表すことができる。ただし、

Am,j =

{
|Xm −X| < 1

j

}
である。Xn → X a.s. であるから、この事象の確率は 1である。(仮定より ∀m, j に対して Am,j ∈ B である
から、

{
lim
n→∞

Xn = X
}
∈ Bとなることに注意する。) ここで、Am,j ⊃ Am,j+1 (∀m, j)であるから、(5.1)に

より
∞∪
n=1

∞∩
m=n

Am,j ⊃
∞∪
n=1

∞∩
m=n

Am,j+1 ⊃ · · · ⊃
{

lim
n→∞

Xn = X
}
となるので、

P

( ∞∪
n=1

∞∩
m=n

Am,j

)
= 1 (∀j ∈ N)
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である。さらに、Bn,j =
∞∩
m=n

Am,j とすると、Bn,j ⊂ Bn+1,j (∀n, j) だから、

lim
n→∞

P (Bn,j) = P
( ∞∪
n=1

Bn,j

)
= 1

となる。ここで、Bn,j ⊂ An,j であるから、以上より ∀j ∈ Nに対して、

lim
n→∞

P (An,j) = lim
n→∞

P
(
|Xn −X| ≤ 1

j

)
= 1

であることがわかった。ここで、∀ε > 0が与えられたとき、j を十分大きくとって 1/j < εとすれば{
|Xn −X| ≤ 1

j

}
⊂ {|Xn −X| < ε}

だから
lim
n→∞

P
(
|Xn −X| < ε

)
= 1

が得られ、余事象を考えれば、Xn が X に確率収束していることがわかる。(2)の証明には次を必要とする。

命題 5.2 (チェビシェフ (Chebyshev)の不等式) r > 0, λ > 0 と確率変数 Y について次の不等式が成立

する。

P (|Y | ≥ λ) ≤ 1

λr
E[|Y |r]

証明: まず、次に注意する。

1{|Y |≥λ} ≤
( |Y |
λ

)r
1{|Y |≥λ} ≤ |Y |r

λr

であるから (1Aは定義関数、即ち、1A(ω) = 1 (ω ∈ A), 1A(ω) = 0 (ω /∈ A)なる関数)、両辺の期待値をとって

P (|Y | ≥ λ) = E[1{|Y |≥λ}] ≤ E
[ |Y |r

λr

]
=

1

λr
E[|Y |r]. �

定理 5.1(2)の証明: 仮定と Chebyshevの不等式により

P (|Xn −X| ≥ ε) ≤ 1

εr
E[|Xn −X|r] → 0 (n→ ∞)

となる。 �

例 5.3 定理 5.1(1), (2) の逆は、必ずしも成立しない。また、概収束と Lr-収束の間に強弱の関係はない。

Ω = [0, 1], B をそれ上の Borel集合全体, P を Lebesgue測度としてそれを例示する。

• Lr-収束する (従って確率収束する)が、概収束しない例

Xn,k(ω) = 1[ k−1
n , kn )(ω), ω ∈ [0, 1], k = 1, . . . , n, n = 1, 2, . . . とおき、これを

X1,1, X2,1, X2,2, X3,1, X3,2, X3,3, X4,1, . . .

のように並べた列を考える。この確率変数は X ≡ 0 に Lr-収束の意味で収束するが、概収束しない。

(この証明は演習問題 3(1)とする。)

• 概収束する (従って確率収束する)が、Lr-収束しない例

Xn(ω) = n1(0, 1n )(ω), ω ∈ [0, 1] を考えると、これは X ≡ 0に概収束するが、Lr-収束しない。(この証

明も演習問題 3(2)とする。)
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定理 5.4 Xn がX に確率収束するならば、適当に部分列を選んで概収束するようにできる。特に、Lr-収束す

れば (確率収束するから)、適当に部分列を選んで概収束するようにできる。

定理 5.5 (Borel-Cantelliの定理) {Bn} ⊂ B に対し、
∑∞
n=1 P (Bn) <∞ならば P (

∩∞
n=1

∪∞
k=nBk) = 0.

証明:
∩∞
n=1

∪∞
k=nBk ⊂

∪∞
k=nBk (∀n) より、

0 ≤ P (
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Bk) ≤ P (
∞∪
k=n

Bk) ≤
∞∑
k=n

P (Bk).

ここで、
∑∞
k=1 P (Bk) <∞より

∑∞
k=n P (Bk) → 0 (n→ ∞). よって、P (

∩∞
n=1

∪∞
k=nBk) = 0. �

定理 5.4の証明: 各 k ∈ Nに対して、Xn は X に確率収束するから、ε = 1
2k
として、ある Nk があって

n ≥ Nk =⇒ P
(
|Xn −X| ≥ 1

2k

)
≤ 1

2k

とできる。特に、ある番号の列 n1 < n2 < · · · < nk < · · · があって (n1 = N1, nk = max{Nk, nk−1 + 1},
k ≥ 2 とせよ)、P

(
|Xnk

−X| ≥ 1

2k

)
≤ 1

2k
とできる。

この Xnk
が X に概収束することを示す。Ck =

{
|Xnk

−X| ≥ 1

2k

}
とおくと、

∞∑
k=1

P (Ck) ≤
∞∑
k=1

1

2k
= 1 <∞

であるから、Borel-Cantelliの定理により、P
(∩∞

l=1

∪∞
k=l Ck

)
= 0. ここで、

ω ∈
(∞∩
l=1

∞∪
k=l

Ck

)c
=

∞∪
l=1

∞∩
k=l

Ck
cとすると∃l ∈ N such that ∀k ≥ l に対し |Xnk

(ω)−X(ω)| < 1

2k

すなわち lim
k→∞

Xnk
(ω) = X(ω)

となる。これは、Xnk
は X に概収束することを意味している。 �

5.2 大数の弱法則

確率空間 (Ω,B, P )上の確率変数列 {Xn}に対して、その平均 Sn/n =
n∑
i=1

Xi/nの収束について議論する。

定義 5.2 ある数列 {cn}に対し、
(1) Sn/n− cn が 0に確率収束するとき、大数の弱法則 (weak law of large numbers)が成立すると、

(2) Sn/n− cn が 0に概収束するとき、大数の強法則 (strong law of large numbers)が成立するという。

定理 5.6 X1, X2, . . . が組ごとに独立、つまりどの組 i, j (i ̸= j) をとっても Xi と Xj は独立で、

sup
n
V (Xn) <∞

ならば、数列 {cn} が存在し Sn/n − cn は 0 に L2-収束する。特に、大数の弱法則を満たす。ただし、

V (X) = E[(X − E[X])2]は X の分散を表す。

証明: L2-収束することが示されれば、大数の弱法則は定理 5.1から従う。mn = E[Xn]とし、cn = 1
n

∑n
j=1mj

とすると、

E
[(Sn

n
− cn

)2]
=

1

n2
E[
{ n∑
j=1

(Xi −mi)
}2

] =
1

n2

n∑
i,j=1

E[(Xi −mi)(Xj −mj)]
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=
1

n2

n∑
j=1

E[(Xj −mj)
2] ≤ 1

n
sup
j
V (Xj) → 0 (n→ ∞)

となり、L2-収束することがわかる。ここで、2行目第 1の等号は i ̸= j のとき Xi と Xj は独立であるから

E[(Xi −mi)(Xj −mj)] = E[Xi −mi]E[Xj −mj ] = (E[Xi]−mi)(E[Xj ]−mj) = 0

となることを用いた。 �

例 5.7 (株式投資) ある株価の月ごとの成長率が確率変数で X1, X2, . . . (n ヶ月目に n − 1 ヶ月目に比べて

Xn 倍になる)と表せるとする。この株の株価は nヵ月後には元値の Yn =
∏n
j=1Xj 倍になる。Yn が長期的

にどうなるか予想したい。ここでは、簡単のため X1, X2, . . .を区間 (a, b) (0 < a < 1 < b) の値をとる i.i.d.

とする。(i.i.d.は独立で同分布に従う independently, identically distributed の略。) Yn の対数を取ると、

log Yn =

n∑
j=1

logXj

で logX1, logX2, . . .は i.i.dで有界 (従って分散が存在する)なので、定理 5.6より ∀ε > 0に対して

P
(∣∣∣ 1
n
log Yn − l

∣∣∣ ≤ ε
)
→ 1, ただし l = E[logX1]

すなわち、
P
(
e(l−ε)n ≤ Yn ≤ e(l+ε)n

)
→ 1 (5.2)

となる。ε > 0は任意に小さくとれるから、これより月ごとの平均的な成長率は el となる。

一方、単純に Yn の平均をとると独立性より

E[Yn] = E[X1] · · ·E[Xn] = mn, ただしm = E[X1]

となり、ここから「月ごとの平均的な成長率は m」と思ってしまいそうだが、el のほうが正しいことは (5.2)

から明らかである。

例えば、P (X1 = 1.3) = 3/5, P (X1 = 0.6) = 2/5の場合を考えると、

l = E[logX1] =
3

5
log 1.3 +

2

5
log 0.6 = −0.0469 · · · , m = E[X1] =

3

5
1.3 +

2

5
0.6 = 1.02

となり el < 1 < m. 従ってこの場合m > 1を平均的な成長率と勘違いして投資すると、(5.2)により資産は指

数的に減衰してしまう。

次は、任意の連続関数が有界閉集合上では多項式により一様に近似されることを意味している。定理 5.4と

同様に証明できるので、ここで扱う。

定理 5.8 (Bernsteinの多項式近似定理) f(x)を [0, 1]上の連続関数とするとき、次が成立する。

lim
n→∞

max
0≤p≤1

∣∣∣∣∣f(p)−
n∑
k=0

f
(k
n

)(n
k

)
pk(1− p)n−k

∣∣∣∣∣ = 0 (5.3)

絶対値の中の第 2項は pの n次多項式となっているが、これを Bernsteinの多項式ということがある。

証明: 0 ≤ p ≤ 1を任意にとり固定する。X1, X2, . . .を i.i.d.で、各 nで P (Xn = 1) = p, P (Xn = 0) = 1−p
を満たすとする。このとき、Sn =

∑n
k=1Xk とおくと、Sn は二項分布 B(n, p) に従うので、

E
[
f
(Sn
n

)]
=

n∑
k=0

f
(k
n

)
P (Sn = k) =

n∑
k=0

f
(k
n

)(n
k

)
pk(1− p)n−k. (5.4)
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一方、∀δ > 0に対して、Chebyshevの不等式により

P
(∣∣∣Sn

n
− p
∣∣∣ ≥ δ

)
= P (|Sn − np| ≥ nδ) ≤ 1

(nδ)2
E[|Sn − np|2] = 1

(nδ)2
V (Sn)

=
np(1− p)

(nδ)2
=

1

nδ2

{
−
(
p− 1

2

)2
+

1

4

}
≤ 1

4nδ2
,

ここで、V (Sn) は Sn の分散であり np(1 − p) となることを用いた。よって、∥f∥∞ = supx∈[0,1] |f(x)|,
uf (δ) = sup|x−y|<δ |f(x)− f(y)|とおくと、∣∣∣∣f(p) − E

[
f
(Sn
n

)]∣∣∣∣ = ∣∣∣∣E[f(p)− f
(Sn
n

)]∣∣∣∣ ≤ E
[∣∣∣∣f(p)− f

(Sn
n

)∣∣∣∣]
= E

[∣∣∣∣f(p)− f
(Sn
n

)∣∣∣∣ 1{|Sn
n −p|≥δ}

]
+ E

[∣∣∣∣f(p)− f
(Sn
n

)∣∣∣∣ 1{|Sn
n −p|<δ}

]
≤ 2∥f∥∞P

(∣∣∣Sn
n

− p
∣∣∣ ≥ δ

)
+ uf (δ)P

(∣∣∣Sn
n

− p
∣∣∣ < δ

)
≤ ∥f∥∞

2nδ2
+ uf (δ).

ここで、f(x)は [0, 1]で連続であるから一様連続なので、 lim
δ→0

uf (δ) = 0. よって、任意の ∀ε > 0に対してあ

る δ > 0があって、uf (δ) < ε/2. 次に nを n > ∥f∥∞/(εδ2)とすれば、∣∣∣∣f(p)− E
[
f
(Sn
n

)]∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

ここで nは pに依存していないので (5.4)とあわせて、(5.3)は示された。 �

もう少し詳しく大数の弱法則を調べるため、以下の Lebesgue積分の道具を導入する。証明は関数解析学 II

で学習するものとして略す*1。(関数解析学 I,IIの講義の教科書を調べてください。)

定理 5.9 (単調収束定理) 非負値の確率変数列 {Xn}が単調増加 0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ · · · ≤ Xn ≤ · · · であれば、
次が成立する。

lim
n→∞

E[Xn] = E[
(
lim
n→∞

Xn

)
].

定理 5.10 (Lebesgueの収束定理) 確率変数列 {Xn} が X に概収束し、かつ非負確率変数 Y で可積分

(E[Y ] <∞)なものが存在し任意の n ∈ Nに対して |Xn| ≤ Y を満たすならば次が成立する。

lim
n→∞

E[Xn] = E[X].

定理 5.11 (Fubiniの定理) (Ri,Ai, µi), i = 1, 2, を二つの σ-有限な測度空間とする。関数 f(x, y) がこの

直積測度空間の関数として可測*2で、f(x, y) ≥ 0または
∫
R1×R2

|f(x, y)| d(µ1 ⊗ µ2)(x, y) <∞を満たせば、

次が成立する。∫
R1×R2

f(x, y) d(µ1 ⊗ µ2)(x, y) =

∫
R2

(∫
R1

f(x, y) dµ1(x)

)
dµ2(y) =

∫
R1

(∫
R2

f(x, y) dµ2(y)

)
dµ1(x).

定理 5.12 X1, X2, . . .は組ごとに独立とし、ある bn > 0, bn → ∞ (n→ ∞) があって、n→ ∞のとき、

(a)

n∑
k=1

P (|Xk| > bn) → 0, (b)
1

bn
2

n∑
k=1

E[Xk
21{|Xk|≤bn}] → 0

とする。このとき、Sn =
n∑
k=1

Xk, an =
n∑
k=1

E[Xk1{|Xk|≤bn}]とすると、
Sn − an
bn

は 0に確率収束する。

*1 期待値を Lebesgue積分論の書き方で、E[X] =

∫
Ω
X(ω) dP (ω)となることに注意せよ。

*2 例えば、R2 = Rで A2 をその Borel集合族とするとき、f(x, y)が ∀y を固定すると xについて A1-可測で ∀xを固定すると y

について右連続であれば、f(x, y)は直積測度空間で可測となる (cf . 伊藤清三: ルベーグ積分入門 (1963), pp.68–69)。
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証明: S̃n =
∑n
k=1Xk1{|Xk|≤bn} とすると、∀ε > 0に対して、

P
(∣∣∣Sn − an

bn

∣∣∣ > ε
)
≤ P (Sn ̸= S̃n) + P

(∣∣∣ S̃n − an
bn

∣∣∣ > ε
)
.

ここで、

P (Sn ̸= S̃n) ≤ P
( n∪
k=1

{
Xk ̸= Xk1{|Xk|≤bn}

})
≤

n∑
k=1

P (|Xk| > bn) → 0, ((a)による).

一方、an = E[S̃n]であるから、Chebyshevの不等式により

P
(∣∣∣ S̃n − an

bn

∣∣∣ > ε
)
≤ 1

ε2
E[
∣∣∣ S̃n − an

bn

∣∣∣2] = 1

ε2b2n
V (S̃n) =

1

ε2b2n

n∑
k=1

V (Xk1{|Xk|≤bn})

≤ 1

ε2b2n

n∑
k=1

E[X2
k1{|Xk|≤bn}] → 0, ((b)による).

ここで、最後の不等号は V (Y ) = E[Y 2]− (E[Y ])2 ≤ E[Y 2]と (X1A)
2 = X21Aとなることを用いた。 �

定理 5.13 X1, X2, . . .は i.i.d. で、

xP (|X1| > x) → 0 (x→ ∞) (5.5)

とする。このとき、Sn =
n∑
k=1

Xk, cn = E[X11{|X1|≤n}]とすると、
Sn
n

− cn は 0に確率収束する。

注意 5.2 定理 5.13 の仮定は、
Sn
n

− cn が 0 に確率収束ような cn が存在するための必要条件でもある (cf .

Feller, W.: An Introduction to Probability Theory and Its Applications, vol.II, (1971) pp.234–6)。

証明: X1, X2, . . .は i.i.d. なので、定理 5.12の an に対して an = ncn となることに注意する。よって、定理

5.12の条件 (a), (b)を bn = nに対して示せばよい。(a)は

n∑
k=1

P (|Xk| > n) = nP (|X1| > n)

だから (5.5)より明らか。(b)のために次の補題を準備する。

補題 5.14 Y ≥ 0, p > 0とすると、E[Y p] =

∫ ∞

0

pyp−1P (Y > y) dy.

証明:
(右辺) =

∫ ∞

0

pyp−1
(∫

Ω

1(y,∞)(Y (ω)) dP (ω)
)
dy =

∫
Ω

(∫ ∞

0

pyp−11(−∞,Y (ω))(y) dy
)
dP (ω)

=

∫
Ω

(∫ Y (ω)

0

pyp−1 dy
)
dP (ω) =

∫
Ω

Y (ω)pdP (ω) = (左辺),

ここで、第 2の等号において、pyp−11(y,∞)(Y (ω)) = pyp−11(−∞,Y (ω))(y) ≥ 0に注意して Fubuniの定理を

用いた。 �

定理 5.13の証明の続き: Yn = |X1|1{|X1|≤n} とすると、Yn ≥ 0より補題 5.14から

E[Y 2
n ] =

∫ ∞

0

2yP (Yn > y) dy =

∫ n

0

2yP (Yn > y) dy.

ここで、第 2の等号は P (Yn > n) = 0より P (Yn > y) = 0 (y ≥ n) となることを用いた。よって、

1

n2

n∑
k=1

E[X2
k1{|Xk|≤n}] =

1

n
E[X2

11{|X1|≤n}] =
1

n
E[Y 2

n ]
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=
1

n

∫ n

0

2yP (Yn > y) dy =
1

n

∫ n

0

2yP (|X1| > y) dy

となるが、一般に φ(x)が任意の有界閉区間で積分可能で lim
x→∞

φ(x) = 0を満たせば、 lim
n→∞

1

n

∫ n

0

φ(x) dx = 0

となる (cf . 演習問題 6(3))から、(5.5)より定理 5.12の条件 (b)が成り立つことがわかる。 �

定理 5.15 X1, X2, . . .が i.i.d.で E[|X1|] <∞であれば、Sn =
n∑
k=1

Xk, m = E[X1]とすると、
Sn
n
はmに

確率収束する。

証明: E[|X1|] < ∞より |X1| < ∞ a.s. であるから、x → ∞のとき |X1|1{|X1|>x} → 0 a.s. となる。よっ

て、
∣∣|X1|1{|X1|>x}

∣∣ ≤ |X1|かつ E[|X1|] <∞より Lebesgueの収束定理から

xP (|X1| > x) = xE[1{|X1|>x}] ≤ E[|X1|1{|X1|>x}] → E[0] = 0, x→ ∞.

よって、定理 5.13より
Sn
n

− cn → 0 in prob. ただし、cn = E[X11{|X1|≤n}]. 一方、
∣∣X11{|X1|≤n}

∣∣ ≤ |X1|
かつ E[|X1|] <∞より Lebesgueの収束定理から

cn = E[X11{|X1|≤n}] → E[X1] = m, n→ ∞

となり主張は従う。 �

平均が存在しない場合も bn をうまく選ぶことで定理 5.12が使える。次の例を見てみよう。

例 5.16 (サンクトペテルスブルグのパラドックス) X1, X2, . . .を i.i.d.で P (X1 = 2i) = 1/2i, i = 1, 2, . . .,

となるとする。このとき、E[X1] = ∞であり、Sn =
∑n
k=1Xk とおくと、∀ε > 0に対して次が成立する。

P
(∣∣∣∣ Sn
n log2 n

− 1

∣∣∣∣ ≤ ε
)
→ 1, n→ ∞. (5.6)

この Xk は、公正なコインを表が出るまで投げ続け、i回目に表が初めて出たとき 2i 円受け取る宝くじを表

す確率変数と考えられる。この宝くじはいくらの価値があるかであるが、E[Xk] = ∞よりいくら出しても購
入する価値がありそうである。しかし、この宝くじで 2億円以上獲得するためには、228 = 268, 435, 456より

28回目以降に初めて表が出る必要がある。その確率は 1.3億分の 1以下である。したがって、それほどの価値

があるとは思えない。これに対して (5.6)は nが十分大きければ、n本のセットで n log2 n円の価値があるこ

とを表している。例えば 228 本売るのであれば、一本あたり 28円となる。

証明: bn = n log2 nとし cn = ⌊log2 bn⌋とする (⌊a⌋は aの整数部分を表す)。このとき、

log2 bn − 1 < cn ≤ log2 bn より 2−1bn < 2cn ≤ bn, 即ち 2cn ≤ bn < 2cn+1

に注意する。よって、n→ ∞のとき、

(a)
n∑
k=1

P (|Xk| > bn) = nP (X1 ≥ 2cn+1) = n
∞∑

i=cn+1

1

2i
= n

1/2cn+1

1− 1/2
=

n

2cn
<

n

2−1bn
=

2

log2 n
→ 0,

(b)
1

bn
2

n∑
k=1

E[Xk
21{|Xk|≤bn}] =

n

bn
2E[X1

21{X1≤bn}] =
n

bn
2

cn∑
i=1

(2i)2
1

2i
=

n

bn
2

2(2cn − 1)

2− 1

≤ 2n2cn

bn
2 ≤ 2nbn

bn
2 =

2

log2 n
→ 0.

よって、定理 5.12より an =
n∑
k=1

E[Xk1{|Xk|≤bn}]とすると、
Sn − an
bn

は 0に確率収束する。ここで、

an
bn

=
n

bn
E[X11{|X1|≤bn}] =

n

bn

cn∑
i=1

2i
1

2i
=
ncn
bn

=
⌊log2(n log2 n)⌋

log2 n
=

⌊log2 n+ log2 log2 n⌋
log2 n

→ 1.
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最後の極限は対数関数の性質

lim
n→∞

log2 n = ∞ かつ lim
n→∞

log2 log2 n

log2 n
= 0

に注意すれば容易に示せる。以上より (5.6)を得る。 �

注意 5.3 (1) 定理 5.12, 5.13, 例 5.16は、X1, X2, . . . が同じ分布に従えば、組ごとに独立であれば成立する。

(2) 定理 5.13の仮定の下 (X1, X2, . . . は i.i.d.とする)、m /∈ [a, b]なら P (a ≤ 1
n

∑n
k=1Xk ≤ b)は 0に収束

する。もし、E[etX1 ] < ∞ (∀t ∈ R)であれば、この収束は指数的に速く減衰する。その収束の速さを決定す

るのが Cramérの定理である。これを大偏差原理 (large deviation principle)といい、応用例も多く盛んに研

究されている (cf . 直接計算できる例として演習問題 10)。

5.3 大数の強法則

定理 5.17 (Kolmogorovの不等式) X1, X2, . . . を独立な確率変数列で、∀n に対して E[Xn] = 0 かつ

V (Xn) <∞とする。このとき、任意の a > 0に対して

P

(
max

1≤k≤n

∣∣∣∣ k∑
j=1

Xj

∣∣∣∣ ≥ a

)
≤ 1

a2

n∑
j=1

V (Xj)

が成立する。

証明: Sk =
∑k
j=1Xj とし、評価したい事象を

A∗ =
{
ω ∈ Ω ; max

1≤k≤n
|Sk(ω)| ≥ a

}
とおく。Sk の kを時刻のように考え、|Sk|がはじめて a以上になる kに着目して、A∗ を互いに排反な事象に

分ける。すなわち、k = 1, 2, . . . , nに対して

A∗
k = {ω ∈ Ω ; j = 1, 2, . . . , k − 1に対しては |Sj(ω)| < aで、かつ |Sk(ω)| ≥ a} (5.7)

とおくと、A∗ =
∪n
k=1A

∗
k (互いに排反)となる。したがって、

P (A∗) =
n∑
k=1

P (A∗
k) =

n∑
k=1

E[1A∗
k
] ≤

n∑
k=1

1

a2
E[S2

k · 1A∗
k
]

となる。最後の不等号は ω ∈ A∗
k ならば Sk(ω)

2 ≥ a2 となることを用いた。ここで、

S2
n = (Sk + (Sn − Sk))

2 = S2
k + 2Sk(Sn − Sk) + (Sn − Sk)

2 ≥ S2
k + 2Sk(Sn − Sk)

に注意すると、
E[S2

n · 1A∗
k
]− E[S2

k · 1A∗
k
] ≥ 2E[Sk(Sn − Sk) · 1A∗

k
]

ここで、(5.7)より事象 A∗
k は X1, · · · , Xk のみによって決まっており、一方 Sn − Sk =

∑n
j=k+1Xj なので、

{Xn}は独立だから Sk · 1A∗
k
と Sn − Sk は独立となる。したがって、

E[Sk(Sn − Sk) · 1A∗
k
] = E[Sk · 1A∗

k
]E[Sn − Sk] = E[Sk · 1A∗

k
]

n∑
j=k+1

E[Xj ] = 0.

以上より、

P (A∗) ≤
n∑
k=1

1

a2
E[S2

k · 1A∗
k
] ≤

n∑
k=1

1

a2
E[S2

n · 1A∗
k
] =

1

a2
E[S2

n · 1A∗ ] ≤ 1

a2
E[S2

n]
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=
1

a2
V (Sn) =

1

a2
V (X1 +X2 + · · ·+Xn) =

1

a2

n∑
j=1

V (Xj)

最後の等号では再び X1, . . . , Xn が独立であることを用いた。 �

定理 5.18 (Kolmogorovの第 1定理) X1, X2, . . . が独立な確率変数列で、

∞∑
n=1

1

n2
V (Xn) <∞ (5.8)

を満たせば、大数の強法則が成立、すなわち、
1

n

n∑
j=1

(Xj − E[Xj ])は 0に概収束する。

証明: ∀n ∈ N に対して E[Xn] = 0 と仮定してよい。実際、Xn − E[Xn] を Xn とみなせばよい。Yn =
1
n

∑n
j=1Xj =

1
nSn と書くこととする。

1st step ∀ε > 0に対して、

A(ε) =

∞∪
N=1

∞∩
n=N

{|Yn| < ε}

とおき、

P (A(ε)) = 1 (5.9)

が示されれば、定理の主張が示される。実際、A =
∩∞
j=1A(1/j)とおけば、(5.9)より各 j = 1, 2, . . .につい

て P (A(1/j)) = 1だから、P (A) = 1. ここで、ω ∈ Aとすると、任意の j ∈ Nに対して ω ∈ A(1/j)だから

N = N(ω, j)が存在して n ≥ N ならば |Yn(ω)| < 1/j である。したがって、ω ∈ Aならば lim
n→∞

Yn(ω) = 0

となり、証明は完了する。

2nd step (5.9)を示す。そのために

Bm(ε) =
2m−1∪
n=2m−1

{|Yn| ≥ ε} =

{
max

2m−1≤n<2m
|Yn| ≥ ε

}
とおく。このとき、∀l ∈ Nに対して

A(ε)c =

∞∩
N=1

∞∪
n=N

{|Yn| ≥ ε} ⊂
∞∪
m=l

Bm(ε) (5.10)

だから、(5.9), すなわち P (A(ε)c) = 0を示すためには

∞∑
m=1

P (Bm(ε)) <∞ (5.11)

を示せばよい。実際、Borel-Cantelliの定理により P
(∩∞

l=1

∪∞
m=lBm(ε)

)
= 0であるが、(5.10)よりA(ε)c ⊂∩∞

l=1

∪∞
m=lBm(ε)となるから従う。

3rd step (5.11)を示すため、Sn =
∑n
j=1Xj(= nYn)として、

P (Bm(ε)) = P

(
max

2m−1≤k<2m

1

k
|Sk| ≥ ε

)
≤ P

(
max

2m−1≤k<2m
|Sk| ≥ ε2m−1

)
≤ P

(
max

1≤k≤2m
|Sk| ≥ ε2m−1

)
≤ 1

ε222m−2

2m∑
k=1

V (Xk)
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ただし 1行目の不等号では 2m−1 ≤ k を、最後の不等号は Kolmogorovの不等式 (定理 5.6)を用いた。した

がって、

∞∑
m=1

P (Bm(ε)) ≤ 4

ε2

∞∑
m=1

1

22m

2m∑
k=1

V (Xk) =
4

ε2

∞∑
m=1

1

22m

∞∑
k=1

1[1,2m](k)V (Xk)

=
4

ε2

∞∑
k=1

V (Xk)
∞∑
m=1

1[k,∞)(2
m)

1

22m
=

4

ε2

∞∑
k=1

V (Xk)
∞∑

m=mk

1

22m
≤ 16

3ε2

∞∑
k=1

V (Xk)
1

k2

ただし mk = ⌈log2 k⌉とする (⌈a⌉は a以上の最小の整数を表す)。このとき、2mk−1 < k ≤ 2mk であるから

2行目の不等号は
∞∑

m=mk

1

22m
=

1/22mk

1− 1/4
=

4

3

1

(2mk)2
≤ 4

3

1

k2

となることを用いた。よって、仮定 (5.8)より (5.11)が示された。 �

{Xn}の分布が同じならば、定理 5.18の仮定 (5.8)、特に E[X2
n] <∞は不要になる。

定理 5.19 (Kolmogorovの第 2定理) X1, X2, . . . は i.i.d.で、E[|X1|] <∞とする。このとき、大数の強

法則が成立、すなわち、
1

n

n∑
j=1

Xj は E[X1]に概収束する。

証明: ∀n ∈ Nに対して E[Xn] = 0と仮定してよい。X を Xn と共通の分布をもつ確率変数とする。

1st step (番号 k に依存した cut-offの導入) Zk = Xk1(0,k](|Xk|)− m̃k, m̃k = E[Xk1(0,k](|Xk|)]とおくと、
{Zk}は定理 5.18の仮定を満たす。実際、{Zk}は独立であり、

∞∑
k=1

1

k2
V (Zk) =

∞∑
k=1

1

k2
(E[(Xk1(0,k](|Xk|))2]− m̃2

k) ≤
∞∑
k=1

1

k2
E[X2

k1(0,k](|Xk|)]

=

∞∑
k=1

1

k2

k∑
j=1

E[X21(j−1,j](|X|)] =
∞∑
j=1

E[X21(j−1,j](|X|)]
∞∑
k=j

1

k2

≤ E[X21(0,1](|X|)]
∞∑
k=1

1

k2
+

∞∑
j=2

E[X21(j−1,j](|X|)] 1

j − 1

≤
∞∑
k=1

1

k2
+

∞∑
j=2

2E[|X|1(j−1,j](|X|)] ≤
∞∑
k=1

1

k2
+ 2E[|X|] <∞

となる。ここで 3行目の不等号は
∞∑
k=j

1

k2
≤
∫ ∞

j−1

dx

x2
=

1

j − 1
,

4行目の最初の不等号は j ≥ 2のとき j − 1 < |x| ≤ j であれば

x2
1

j − 1
= |x| |x|

j − 1
≤ |x| j

j − 1
≤ 2|x|

となることを用いた。したがって、E[Zk] = 0だから定理 5.18から

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Zk = 0 a.s.

が示された。

2nd step |X1(0,k](X)| ≤ |X| (∀k ∈ N)で E[|X|] <∞なので、Lebesgueの収束定理により

m̃k = E[X1(0,k](|X|)] → E[X] = 0 (k → ∞)
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がわかる。したがって、 lim
n→∞

1
n

∑n
k=1 m̃k = 0となり (cf . 演習問題 6(1))、1st step により

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

Xk1(0,k](|Xk|) = 0 a.s.

3rd step P (#{k ∈ N; |Xk| > k} < ∞) = 1を示す。これがいえれば、a.a. ω に対して有限個の k を除いて

Xk = Xk1(0,k](|Xk|)だから 2nd step から結論が得られる。そこで、まず

∞∑
k=1

P (|Xk| > k) =
∞∑
k=1

∞∑
j=k

P (j < |X| ≤ j + 1) =
∞∑
j=1

j∑
k=1

P (j < |X| ≤ j + 1)

=
∞∑
j=1

jP (j < |X| ≤ j + 1) = E

[ ∞∑
j=1

j1(j,j+1](|X|)
]
≤ E[|X|] <∞

に注意する。ただし、2行目の一つ目の不等号は
∑∞
j=1 j1(j,j+1](|x|) ≤

∑∞
j=1 |x|1(j,j+1](|x|) ≤ |x|となるこ

とを用いた。よって、Borel-Cantelliの定理から P (
∩∞
n=1

∪∞
k=n{|Xk| > k}) = 0であるが、{ω ∈ Ω ;#{k ∈

N; |Xk(ω)| > k} <∞} ⊃
∪∞
n=1

∩∞
k=n{|Xk| ≤ k} = (

∩∞
n=1

∪∞
k=n{|Xk| > k})c となり主張は示された。 �

注意 5.4 (1) X1, X2, . . . は i.i.d.で E[X4
1 ] < ∞を満たすときには、大数の強法則の証明は比較的容易であ

る (cf . 演習問題 11)。

(2) 定理 5.19は X1, X2, . . . が組ごとに独立であれば成立することが知られている。(cf . [D] pp.73–75.) こ

こでは、Kolmogorovの不等式などマルチンゲール理論につながる考え方があるためこの証明法を用いた。

定理 5.20 X1, X2, . . . は i.i.d.で E[|X1|] = ∞となるとき、

P

(
lim sup
n→∞

∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

Xk

∣∣∣ = ∞

)
= 1. (5.12)

定理 5.21 (Borel-Cantelliの第 2定理) {Bn}が独立で
∞∑
n=1

P (Bn) = ∞ ならば P (
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Bk) = 1.

証明: (
∩∞
n=1

∪∞
k=nBk)

c =
∪∞
n=1

∩∞
k=nB

c
k で {

∩∞
k=nB

c
k}は nについて単調増加、また、{

∩N
k=nB

c
k}はN に

ついて単調減少で
∩∞
k=nB

c
k =

∩∞
N=n

∩N
k=nB

c
k なので、

P ((
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Bk)
c) = lim

n→∞
P (

∞∩
k=n

Bc
k) = lim

n→∞
lim
N→∞

P (
N∩
k=n

Bc
k). (5.13)

次に、仮定と定理 1.7 (2)により Bc
n, . . . , B

c
N は独立であることと、P (B

c
k) = 1− P (Bk) ≤ e−P (Bk) となるこ

と*3を用いて、

0 ≤ P (
N∩
k=n

Bc
k) =

N∏
k=n

P (Bc
k) ≤

N∏
k=n

e−P (Bk) = e−
∑N

k=n P (Bk).

ここで、
∑∞
k=n P (Bk) = ∞だから、(右辺)→ 0 (N → ∞). 以上より、(5.13)より P ((

∩∞
n=1

∪∞
k=nBk)

c) = 0

となるから主張を得る。 �

定理 5.20の証明: X を Xn と同じ分布をもつ確率変数とする。

1st step M > 0とし、BMn = {|Xn| ≥Mn}とすると、

∞∑
n=0

P (BMn ) =
∞∑
n=0

P (|X| ≥Mn) =
∞∑
n=0

∞∑
k=n

P (Mk ≤ |X| < M(k + 1))

*3 0 ≤ x ≤ 1のとき 0 ≤ 1− x ≤ e−x を用いた。
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=
∞∑
k=0

k∑
n=0

P (Mk ≤ |X| < M(k + 1)) =
∞∑
k=0

(k + 1)P
(
k ≤ |X|

M
< k + 1

)
=

∞∑
k=0

E
[
(k + 1)1{k≤ |X|

M <k+1}

]
≥

∞∑
k=0

E
[ |X|
M

1{k≤ |X|
M <k+1}

]
= E

[ |X|
M

]
=
E[|X|]
M

= ∞.

ここで、2行目の二つ目の等号は P (Mk ≤ |X| < M(k + 1))が nによらないことを用いた。

2nd step {BMn } は独立な事象の列だから Borel-Cantelli の第 2 定理により P
(∩∞

n=1

∪∞
k=nB

M
k

)
= 1 であ

り、よって P
(∩∞

M=1

∩∞
n=1

∪∞
k=nB

M
k

)
= 1. ω ∈

∩∞
M=1

∩∞
n=1

∪∞
k=nBk とすると、∀M,n ∈ Nに対してある

k ≥ nがあって ω ∈ BMk 、i.e., |Xk(ω)|
k ≥M となるから、

lim sup
n→∞

|Xn(ω)|
n

≥M.

これが、∀M ∈ Nに対して成り立つので、lim supn→∞
|Xn(ω)|

n = ∞, 即ち、

P

(
lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞
)

= 1. (5.14)

3rd step まず、数列 {an}に対して

lim sup
n→∞

∣∣∣ 1
n

∞∑
k=1

ak

∣∣∣ <∞ =⇒ lim sup
n→∞

|an|
n

<∞

となることに注意する。これは、

|an| = |(a1 + · · ·+ an−1 + an)− (a1 + · · ·+ an−1)| ≤ |a1 + · · ·+ an−1 + an|+ |a1 + · · ·+ an−1|

となることからすぐにわかる。この対偶を an = Xn(ω)に対して用いると、{
lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞
}
⊂
{
lim sup
n→∞

∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

Xk

∣∣∣ = ∞
}

となり、(5.14)とあわせ (5.12)が成り立つことがわかった。 �

注意 5.5 演習問題 9(1)の例は大数の弱法則を満たすが、E[|X1|] = ∞となるため定理 5.20より大数の強法

則を満たさない。

6 特性関数と中心極限定理

6.1 特性関数

定義 6.1 (1) 複素数値関数 Z が可測である (複素数値確率変数である) とは、その実部 X = ReZ, 虚部

Y = ImZ がともに可測である (確率変数である) ときにいう。ここで、Z = X + iY , i =
√
−1 である。以

下、単に確率変数といえば、実数値確率変数を表すものとする。

(2) 複素数値確率変数 Z に対して、E[|ReZ|] <∞かつ E[| ImZ|] <∞のとき、Z の期待値を

E[Z] = E[ReZ] + iE[ImZ]

と定める。

命題 6.1 複素数値確率変数 Z に対して、|E[Z]| ≤ E[|Z|]が成立する。
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証明: E[|Z|] < ∞のとき、|ReZ| ≤ |Z|, | ImZ| ≤ |Z|より E[Z]が定義されることに注意する。α = E[Z],

Z̃ =
Z

|Z|
1{Z ̸=0} とする。このとき、

|E[Z]| = |α| = α

|α|
α = E

[ α
|α|

Z
]
= E

[
|Z| α

|α|
Z̃
]
= E

[
|Z|Re

(
α

|α|
Z̃

)]
+ iE

[
|Z| Im

(
α

|α|
Z̃

)]
であるが、左辺は実数なので、(右辺の虚部)= 0となる。ここで、Re

(
α
|α| Z̃

)
≤
∣∣∣ α|α| Z̃∣∣∣ ≤ 1であるから、(右辺

の実部)≤ E[|Z|]となり、主張を得る。 �

定義 6.2 確率変数 X に対して、次の関数 ϕX(t)を X の特性関数 (characteristic function)という。

ϕX(t) = E[eitX ] = E[cos(tX)] + i E[sin(tX)], t ∈ R.

命題 6.2 (i) 任意の確率変数 X の特性関数はつねに存在する。

(ii) すべての実数 tに対して、|ϕX(t)| ≤ 1である。

(iii) ϕX(0) = 1かつ ϕX(t) = ϕX(−t)である。
(iv) tの関数として、ϕX(t)は一様連続である。

証明: (i), (ii) |eitX |2 = | cos tX + i sin tX|2 = cos2 tX + sin2 tX = 1と命題 6.1より明らか。

(iii) ϕX(0) = E[e0] = E[1] = 1, ϕX(−t) = E[e−itX ] = E[e−itX ] = E[eitX ] = ϕX(t)

(iv) 0 に収束する任意の数列 {hn} に対し sups∈R |ϕX(s + hn) − ϕX(s)| → 0 を示せばよい。ここで、(右

辺)≤ supsE[|eisX(eihnX − 1)|] = E[|eihnX − 1|]. よって |eihnX − 1| ≤ |eihnX |+ 1 = 2で E[2] = 2 <∞で
あるから、Lebesgueの収束定理により E[|eihnX − 1|] → E[|e0 − 1|] = 0となり主張を得る。 �

命題 6.3 確率変数 X と定数 a, bに対して ϕaX+b(t) = eitbϕX(at).

証明: ϕaX+b(t) = E[eiatXeitb] = eitbE[eiatX ] = eitbϕX(at). �

例 6.4 (1) X が二項分布 B(n, p)に従うとき, q = 1− pとすると,

ϕX(t) = E[eitX ] =
n∑
k=0

eitk
(
n

k

)
pkqn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(peit)kqn−k = (eitp+ q)n.

(2) X が Poisson分布 P (λ)に従うとき

ϕX(t) = E[eitX ] =
∞∑
k=0

eitk
λk

k!
e−λ =

∞∑
k=0

(eitλ)k

k!
e−λ = ee

itλe−λ = eλ(e
it−1).

例 6.5 X が標準正規分布 N(0, 1)に従うとき、その特性関数は ϕX(t) = e−
1
2 t

2

となる。

証明: Cauchyの積分定理を用いる。まず、

ϕX(t) = E[eitX ] =

∫ ∞

−∞
eitx

1√
2π
e−

1
2x

2

dx = e−
1
2 t

2 1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

1
2 (x−it)

2

dx (6.1)

に注意する。最後の等号は itx− 1
2x

2 = − 1
2 (x− it)2 − 1

2 t
2 による。右辺の積分を求めるため、R > 0とし次

の 4つの線分からなる閉曲線 CR を考える。(図示せよ。)

CR,1 : −R→ R, CR,2 : R→ R− it, CR,3 : R− it→ −R− it, CR,4 : −R− it→ −R.
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ここで、e−
1
2 z

2

は複素平面 C 上で正則な関数だから Cauchy の積分定理により
∫
CR

e−
1
2 z

2

dz = 0 となる。

一方、 ∫
CR

e−
1
2 z

2

dz =

4∑
n=1

∫
CR,n

e−
1
2 z

2

dz

であるが、線積分を用いて計算すると、R→ ∞のとき、∫
CR,1

e−
1
2 z

2

dz =

∫ R

−R
e−

1
2x

2

dx→
∫ ∞

−∞
e−

1
2x

2

dx =
√
2π.

CR,2 は z = R+ iy と考え dz = i dy に注意して

∣∣∣∫
CR,2

e−
1
2 z

2

dz
∣∣∣ = ∣∣∣∫ −t

0

e−
1
2 (R+iy)2i dy

∣∣∣ ≤ ∫ |t|

0

∣∣∣e− 1
2 (R

2−y2)+iRyi
∣∣∣ dy

=

∫ |t|

0

e−
1
2 (R

2−y2) dy ≤ |t|e− 1
2 (R

2−t2) → 0.

同様に CR,4 は z = −R+ iy と考えて

∣∣∣∫
CR,4

e−
1
2 z

2

dz
∣∣∣ = ∣∣∣∫ 0

−t
e−

1
2 (−R+iy)2i dy

∣∣∣ ≤ |t|e− 1
2 (R

2−t2) → 0.

最後に CR,3 は z = x− itと考え dz = i dxに注意して∫
CR,3

e−
1
2 z

2

dz =

∫ −R

R

e−
1
2 (x−it)

2

dx = −
∫ R

−R
e−

1
2 (x−it)

2

dx→ −
∫ ∞

−∞
e−

1
2 (x−it)

2

dx.

よって、
√
2π −

∫ ∞

−∞
e−

1
2 (x−it)

2

dx = 0となるので、(6.1)に代入して ϕX(t) = e−
1
2 t

2 1√
2π

√
2π = e−

1
2 t

2

を得

る。(演習問題 17に別証明あり。) �

系 6.6 X が正規分布 N(m,σ2)に従うときその特性関数は ϕX(t) = eimt−
1
2σ

2t2 となる。

証明: Z = X−m
σ とすると、Z は標準正規分布に従う。よって、X = σZ +mに命題 6.3を適用して

ϕX(t) = ϕσZ+m(t) = eimtϕZ(σt) = eimte−
1
2 (σt)

2

= eimt−
1
2σ

2t2 �

例 6.7 X が Cauchy分布に従う、すなわち、その密度関数が f(x) =
1

π

1

1 + x2
(−∞ < x <∞) のとき、そ

の特性関数は ϕX(t) = e−|t| となる。

証明: 留数定理を用いる。

ϕX(t) = E[eitX ] =

∫ ∞

−∞
eitx

1

π

1

1 + x2
dx (6.2)

に注意する。

1st step t > 0とする。R > 1とし次の 2つの曲線からなる閉曲線 CR を考える。(図示せよ。)

CR,1 : 実軸上を−R→ R, CR,2 :半円 |z| = R, Im z ≥ 0上を R→ −R.

ここで、g(z) =
eitz

z + i
は z ̸= −iで正則だから留数定理により

1

2πi

∫
CR

eitz

1 + z2
dz =

1

2πi

∫
CR

g(z)

z − i
dz = g(i) =

e−t

2i
. (6.3)
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一方、 ∫
CR

eitz

1 + z2
dz =

2∑
n=1

∫
CR,n

eitz

1 + z2
dz (6.4)

であるが、R→ ∞のとき、∫
CR,1

eitz

1 + z2
dz =

∫ R

−R

eitx

1 + x2
dx→

∫ ∞

−∞

eitx

1 + x2
dx

CR,2 は z = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π, と考え dz = Rieiθ dθ に注意して

∣∣∣∫
CR,2

eitz

1 + z2
dz
∣∣∣ = ∣∣∣∫ π

0

eitRe
iθ

1 +R2e2iθ
Rieiθ dθ

∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣eitR(cos θ+i sin θ)
∣∣

|R2e2iθ + 1|
Rdθ

=

∫ π

0

e−tR sin θ

|R2e2iθ + 1|
Rdθ ≤

∫ π

0

e−tR sin θ

R2 − 1
Rdθ ≤ π

R

R2 − 1
→ 0.

ここで、2行目の最初の不等号は |R2e2iθ + 1| ≥ |R2e2iθ| − 1 = R2 − 1を、二つ目の不等号は 0 ≤ θ ≤ π のと

き sin θ ≥ 0となるから、t > 0より e−tR sin θ ≤ 1となることを用いた。よって、(6.3), (6.4)より

1

2πi

∫ ∞

−∞

eitx

1 + x2
dx =

e−t

2i

であるから、両辺を 2i倍して (6.2)に代入して ϕX(t) =
1

π

∫ ∞

−∞

eitx

1 + x2
dx = e−t を得る。

2nd step t = 0のとき ϕX(0) = 1は命題 6.2(iii)による。

t < 0のとき、(6.2)で y = −xと変数変換すると、

ϕX(t) =

∫ ∞

−∞
eit(−y)

1

π

1

1 + (−y)2
dy =

∫ ∞

−∞
ei(−t)y

1

π

1

1 + y2
dy = e−(−t) = e−|t|.

3つ目の等号は −t > 0に注意して 1st stepの結果を用いた。 �

命題 6.8 確率変数 X が E[|X|k] < ∞を満たせば、その特性関数 ϕX(t)は Ck-級で ϕ
(k)
X (t) = ikE[XkeitX ]

となる。

証明: 演習問題 16とする。 �

注意 Cauchy分布の特性関数は t = 0で微分可能ではない。実際、Cauchy分布は平均を持たない。

定義 6.3 d次元確率変数X = (X1, . . . , Xd)
′ (縦ベクトル, A′ は Aの転置を表す)に対して、次の Rd 上の

関数 ϕX(t)をX の特性関数という。

ϕX(t) = E[eit
′X ] = E[exp

{
i
d∑
j=1

tjXj

}
], t = (t1, . . . , td)

′ ∈ Rd

命題 6.9 d次元確率変数X と d次正方行列 Aと d次元ベクトル bに対して ϕAX+b(t) = eit
′bϕX(A′t).

証明: ϕAX+b(t) = E[eit
′AXeit

′b] = eit
′bE[ei(A

′t)′X ] = eit
′bϕX(A′t). �

例 6.10 X = (X1, . . . , Xd)
′ を d 次元正規分布 N(m,Σ) に従うとする。m = (m1, . . . ,md)

′ ∈ Rd,

Σ = (σij)は正定値対称行列であった。このとき、ϕX(t) = eit
′m− 1

2 t
′Σt となる。
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証明: 直交行列 P = (pij)と対角成分がすべて正の対角行列 D = (λij)を P ′ΣP = D なるようにとる。この

とき、Y = (Y1, . . . , Yd)
′ = P ′(X −m)とすると、前期の定理 4.13のようにして Y1, . . . , Yd は独立で各 Yj

は正規分布 N(0, λjj)に従うことがわかる。よって、前期の定理 4.6より

ϕY (t) = E[eit1Y1 · · · eitdYd ] = E[eit1Y1 ] · · ·E[eitdYd ]

= e−
1
2λ11t

2
1 · · · e− 1

2λddt
2
d = e−

1
2 t

′Dt.

従って、X = PY +mに命題 6.9を適用して

ϕX(t) = eit
′mϕY (P ′t) = eit

′me−
1
2 (P

′t)′D(P ′t) = eit
′me−

1
2 t

′PDP ′t = eit
′m− 1

2 t
′Σt. �

命題 6.8と同様に次が成立する。証明は同様なので省略する。

命題 6.11 d次元確率変数X = (X1, . . . , Xd)
′ が E[|X|k] < ∞を満たせば、その特性関数 ϕX(t)は Ck-級

である。特に、k = 2であれば ∂2

∂tk∂tl
ϕX(t) = i2E[XkXle

it′X ], 1 ≤ k, l ≤ dとなる。

6.2 分布と Dynkin族定理

定義 6.4 確率変数 X に対して、それが定めるR上の確率測度を µX と書く:

µX(A) = P (X ∈ A), A ∈ B(R). (6.5)

ここで B(R)はRの Borel集合族である。この µX を X の分布 (distribution)という。

注意 6.1 µX は X から一意的に定まるが、逆に (R,B(R)) 上の確率測度 µ に対して、適当に確率空間

(Ω,F , P )を定めれば、µをその分布としてもつ確率変数が (無限個)構成できる。

X の分布関数 FX(x)に対して FX(x) = P (X ≤ x) = µX((−∞, x])に注意する。次が成立する。

定理 6.12 X,Y を確率変数とする。X,Y の分布が一致する: µX = µY , 即ち、µX(A) = µY (A) (∀A ∈
B(R))であることと FX(x) = FY (x) (∀x ∈ R)であることとは同値とである。

この証明のために、次の σ-集合族に関連して、Dynkin族の概念を導入する。

定義 6.5 (1) 集合 S の部分集合族 P が π 族であるとは、

(a) S ∈ P, (b) A,B ∈ P ⇒ A ∩B ∈ P
の 2条件を満たすときにいう。

(2) 集合 S の部分集合族 D が Dynkin族であるとは、

(a) S ∈ D
(b) A,B ∈ D で A ⊃ B ⇒ A\B ∈ D
(c) An ∈ D, An ⊂ An+1 (∀n ∈ N) ⇒

∪∞
n=1An ∈ D

の 3条件を満たすときにいう。

集合 S の部分集合族 C に対して、C を含む最小の Dynkin族を L(C)と表す。Dλ (λ ∈ Λ)が Dynkin族であ

れば
∩
λ∈Λ Dλ も Dynkin族となる (証明は演習問題とする)ことから、{Dλ}λ∈Λ をすべての C を含む Dynkin

族とし、L(C) =
∩
λ∈Λ Dλ とすればよい。実際、最小性は

∩
λ∈Λ Dλ ⊂ Dλ (∀λ ∈ Λ)と、この左辺が C を含む

最小の Dynkin族であるから、ある λ0 ∈ Λがあって Dλ0 =
∩
λ∈Λ Dλ となることからわかる。

16



定理 6.13 (Dynkin族定理) P が π 族のとき L(P) = σ(P)となる*4。

証明: σ-集合族は Dynkin族となる (cf . 演習問題 19(2))ので、その最小性により L(P) ⊂ σ(P)となる。

L(P) ⊃ σ(P)を示す。このためには、L(P)が σ-集合族となることを示せばよい。

1st step A ∈ P を任意に固定し、GA = {B;A ∩B ∈ L(P)}とおく。このときが GA が P を含む Dynkin族

となることを示す。

π族の定義から B ∈ P であれば A∩B ∈ P ⊂ L(P). よって、B ∈ GA, 即ち、P ⊂ GA. 特に (a) S ∈ P ⊂ GA
を得る。

(b) B1, B2 ∈ GA, B1 ⊃ B2 とすると、A ∩ B1, A ∩ B2 ∈ L(P)で A ∩ B1 ⊃ A ∩ B2 より、A ∩ (B1\B2) =

(A ∩B1)\(A ∩B2) ∈ L(P). よって、B1\B2 ∈ GA.
(c) Bn ∈ GA, Bn ⊂ Bn+1 (∀n ∈ N) とすると、A∩Bn ∈ L(P), A∩Bn ⊂ A∩Bn+1 より A∩

(∪∞
n=1Bn

)
=∪∞

n=1A ∩Bn ∈ L(P). よって、
∪∞
n=1Bn ∈ GA.

特に、L(P) ⊂ GA となり、∀A ∈ P, ∀B ∈ L(P)に対して A ∩B ∈ L(P)となる。

2nd step A ∈ L(P)を任意に固定し、G′
A = {B;A ∩B ∈ L(P)}とする。

1st step の最後の注意により P ⊂ G′
A となり、特に (a) S ∈ P ⊂ G′

A を得る。

(b), (c)は 1st stepとまったく同様に示せるので、これより G′
A は P を含む Dynkin族となる。

特に ∀A,B ∈ L(P)ならば A ∩B ∈ L(P)となり、L(P)自身が π 族になっていることがわかる。

3rd step L(P)が σ-集合族となることを示す。

(i) S ∈ L(P)は明らか。(ii) A ∈ L(P)ならば、(i)より S ∈ L(P)であるから、Ac = S\Aより Ac ∈ L(P).

(iii) An ∈ L(P) (n ∈ N) とする。このとき、Bn =
∪n
k=1Ak とおくと、(ii)と L(P)が π 族となることから、

Bn =
(∩n

k=1Ak
c
)c ∈ L(P)を得る。したがって、(c)より

∪∞
k=1Ak =

∪∞
k=1Bk ∈ L(P)を得る。

以上より、証明は完了した。 �

定理 6.12の証明: (=⇒) A = (−∞, x]ととればよい。

(⇐=) J = {(−∞, x];x ∈ R}∪ {(−∞,∞)}とし、A = {A ∈ B(R);µX(A) = µY (A)}とする。このとき、J
が π 族になることは明らか。Aが Dynkin族となることは測度の性質より容易に証明できる (演習問題 19(3)

とする)。x ∈ (−∞,∞)のとき仮定より、µX((−∞, x]) = FX(x) = FY (x) = µY ((−∞, x])で、x = ∞のとき
µX((−∞,∞)) = µY ((−∞,∞)) = 1. よって、J ⊂ Aとなる。よって、定理 6.13により σ(J ) = L(J ) ⊂ A.

ところで、J を含む最小の σ-集合族 σ(J )は Borel集合族 B(R)と一致するので、B(R) ⊂ Aとなり主張を

得る。 �

命題 6.14 可測関数 f(x)が f ≥ 0もしくは
∫
R

|f(x)|µX(dx) <∞を満たせば、E[f(X)] =

∫
R

f(x)µX(dx).

略証: f(x)が階段関数 f(x) =
∑
ai1Ai(x)の場合は

E[f(X)] =
∑
i

aiP (X ∈ Ai) =
∑
i

aiµX(Ai) =

∫
R

f(x)µX(dx)

と示すことができる。一般の場合は前期に §4.2 定理 4.4, 4.5 と同様に、f(x) ≥ 0 なら単関数列 {fq(x)} を
fq ↑ f となるように構成し単調収束定理 (定理 5.9) を用いて、実数値の場合は f(x) = f+(x) − f−(x) とし

て、さらに、複素数値の場合は f(x) = Re f(x) + i Im f(x)として証明できる。 �

定理 6.15 (R,B(R))上の確率測度 µ, ν について、∀f ∈ Cb(R)に対して
∫
R

f(x)µ(dx) =

∫
R

f(x)ν(dx)で

あれば、µ = ν となる。ここで、Cb(R)はR上の有界連続関数全体を表す。

*4 σ(P)は P を含む最小の σ-集合族であった。
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証明: ここで、a ∈ Rを任意とし、(グラフを書く)

fn(x) = 1 (x ≤ a), = 1− n(x− a) (a < x < a+
1

n
), = 0 (a ≤ x)

とすると、fn ∈ Cb(R)より、
∫
R

fn(x)µ(dx) =

∫
R

fn(x)ν(dx)であるが、fn(x) → 1(−∞,a](x) (n→ ∞)と 0 ≤

fn(x) ≤ 1 ( x ∈ R)に注意して Lebesgueの収束定理を用いると、
∫
R

1(−∞,a](x)µ(dx) =

∫
R

1(−∞,a](x)ν(dx),

即ち、µ((−∞, a]) = ν((−∞, a])となる。よって、定理 6.12の証明と全く同様にして µ = ν を得る。 �

6.3 特性関数と分布

定理 6.16 2つの特性関数が一致すれば、それらは同一の分布の特性関数である。即ち、もし ϕX(t) = ϕY (t),

∀t ∈ R, であれば、µX = µY (あるいは FX(x) = FY (x), ∀x ∈ R)となる。

補題 6.17 Dirichlet積分

fT (α) =

∫ T

0

sinαt

t
dt, T > 0, α ∈ R (6.6)

について、(1) sup
T,α

|fT (α)| <∞, (2) lim
T→∞

fT (α) =
π

2

{
1(0,∞)(α)− 1(−∞,0)(α)

}
が成り立つ。

証明: (1) u = αt とおくと、fT (α) =
∫ αT

0

sinu

u
du となる。| sinu| ≤ |u| (|u| ≤ π

2 ) より、

sup|αT |≤π
2
|fT (α)| ≤ π

2 . 一方、M → ∞ のときは、部分積分により
∫ M

π/2

sinu

u
du は (条件) 収束する

ことが示せるので、
sinu

u
が遇関数であることに注意すれば証明は容易である。詳しい証明は演習問題 20と

する。

(2) α = 0のときは明らか。α > 0のときは、次に補題 6.18より成立する。α < 0のときは、−s = tとすれば

α > 0の場合に帰着できる。 �

補題 6.18

∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

証明: 0 < ε < Rとし Im z ≥ 0に含まれる 4つの曲線からなる閉曲線 Cε,R を考える。(図示せよ。)

Cε,R,1 :実軸上をε→ R, Cε,R,2 : 半円 |z| = R, Im z ≥ 0上を R→ −R,
Cε,R,3 : 実軸上を−R→ −ε, Cε,R,4 : 半円 |z| = ε, Im z ≥ 0上を− ε→ ε

Cauchyの積分定理より

0 =

∫
Cε,R

eiz

z
dz =

4∑
n=1

∫
Cε,R,n

eiz

z
dz. (6.7)

ここで、∫
Cε,R,1

eiz

z
dz +

∫
Cε,R,3

eiz

z
dz =

∫ R

ε

eix

x
dx+

∫ −ε

−R

eix

x
dx =

∫ R

ε

eix − e−ix

x
dx = 2i

∫ R

ε

sinx

x
dx

であるが、補題 6.17(1) により ε → +0, R → ∞ のとき右辺は 2i

∫ ∞

0

sinx

x
dx に収束する。Cε,R,2 は

z = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π, と考え∣∣∣∫
Cε,R,2

eiz

z
dz
∣∣∣ = ∣∣∣∫ π

0

eiRe
iθ

Reiθ
Rieiθ dθ

∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣∣eiR(cos θ+i sin θ)
∣∣∣ dθ = ∫ π

0

e−R sin θ dθ
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であるが、R→ ∞のとき、e−R sin θ → 0, |e−R sin θ| ≤ 1 (0 < θ < π)となるから、Lebesgueの収束定理によ

り右辺は 0に収束する。Cε,R,4 も同様に∫
Cε,R,4

eiz

z
dz =

∫ 0

π

eiεe
iθ

εeiθ
εieiθ dθ = −i

∫ π

0

eiεe
iθ

dθ

であるが、ε → +0のとき、eiεe
iθ → 1, |eiεeiθ | = e−ε sin θ ≤ 1 (0 < θ < π) となるから、Lebesgueの収束定

理により右辺は −i
∫ π

0

dθ = −iπ に収束する。よって、(6.7)と組み合わせて

0 = 2i

∫ ∞

0

sinx

x
dx− iπ

であるから、与式を得る。(演習問題 21に別証明あり。) �

定理 6.19 (Lévyの反転公式) 確率変数 X の分布関数 F と特性関数 ϕ(t)について、a, b ∈ R (a < b) が F

の連続点ならば、次が成立する。

F (b)− F (a) =
1

2π
lim
T→∞

∫ T

−T

e−itb − e−ita

−it
ϕ(t) dt. (6.8)

ここで xが FX の連続点であるとは lim
y→x

FX(y) = FX(x)となる xのことである。

証明: X の分布を µX とすると、命題 6.14により∫ T

−T

e−itb − e−ita

−it
ϕ(t) dt =

∫ T

−T

∫
R

e−itb − e−ita

−it
eitx µX(dx) dt

である。ここで、

|e−itb − e−ita| =
∣∣∣∫ b

a

(−ite−itθ) dθ
∣∣∣ ≤ ∫ b

a

| − ite−itθ| dθ = |it(b− a)|

となるから、
∣∣∣ e−itb−e−ita

−it

∣∣∣ ≤ |b− a|より、
∫ T

−T

∫
R

∣∣∣e−itb − e−ita

−it
eitx
∣∣∣µX(dx)dt ≤ |b− a| · 2T <∞に注意し

て Fubiniの定理 (定理 5.11)を用いて、

右辺 =

∫
R

(∫ T

−T

e−itb − e−ita

−it
eitx dt

)
µX(dx) =

∫
R

(∫ T

−T

sin t(x− a)− sin t(x− b)

−t
dt

)
µX(dx)

となる。ここで、eiξ = cos ξ + i sin ξ と∫ T

−T

cos t(x− a)− cos t(x− b)

−it
dt = 0

を用いた。これは被積分関数が tの奇関数であるためである。したがって、補題 6.17の fT (α)を用いると、

右辺 = 2

∫
R

(fT (x− a)− fT (x− b))µX(dx)

となる。ここで、補題 6.17(1), (2)に注意して Lebesgueの収束定理を用いると、T → ∞のとき、

2

∫
R

π

2

[
1(0,∞)(x− a)− 1(−∞,0)(x− a)− 1(0,∞)(x− b) + 1(−∞,0)(x− b)

]
µX(dx)

= π

∫
R

[
1(a,∞)(x)− 1(−∞,a)(x)− 1(b,∞)(x) + 1(−∞,b)(x)

]
µX(dx)

= π [µX((a,∞))− µX((−∞, a))− µX((b,∞)) + µX((−∞, b))]
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= π [1− F (a)− F (a− 0)− (1− F (b)) + F (b− 0)]

となる。よって、a, bが F の連続点だから、

(6.8)の右辺 =
1

2π
π [1− F (a)− F (a− 0)− (1− F (b)) + F (b− 0)] = F (b)− F (a) (6.9)

を得る。 �

定理 6.16 の証明: FX と FY の連続点の共通部分を Rc とする。Rc の補集合は高々可算個の点からなるの

で、Rc はRで稠密となる。定理 6.19により、a, b ∈ Rc であれば FX , FY の両方の連続点なので、

FX(b)− FX(a) = FY (b)− FY (a).

よって {an} ⊂ Rc, an → −∞ととれば、FX(b) = FY (b)となる。今、分布関数は右連続であるから、∀x ∈ R

に対して、{bn} ⊂ Rc を bn → x + 0と選べば、FX(x) = FY (x)となる。よって、定理 6.12より µX = µY

である。 �

例 6.20 X1, . . . , Xn を独立で、各Xj が Poisson分布 P (λj)に従うとする。このとき、Y = X1 + · · ·+Xn

は Poisson分布 P (λ1 + · · ·+ λn)に従う。実際、

ϕY (t) = E[eitX1 · · · eitXn ] = E[eitX1 ] · · ·E[eitXn ] = eλ1(e
it−1) · · · eλn(e

it−1) = e(λ1+···+λn)(e
it−1)

ここで 2つ目の等号は X1, · · · , Xn の独立性を、次の等号は例 6.4(2)を用いた。よって、再び例 6.4(2)によ

り右辺が Poisson分布 P (λ1 + · · ·+ λn)の特性関数とわかるから、定理 6.16により主張を得る。

例 6.21 X1, X2, . . .を独立な確率変数列で Cauchy分布に従う、すなわち、その密度関数が f(x) =
1

π

1

1 + x2

(−∞ < x < ∞) だとする。例 6.7 により、その特性関数は ϕXi(t) = e−|t| となる。このとき、Yn =
1
n (X1 +X2 + · · ·+Xn)とおくと、

ϕYn(t) = E[ei
t
nX1 · · · ei t

nXn ] = E[ei
t
nX1 ] · · ·E[ei

t
nXn ] = e−| t

n | · · · e−| t
n | = e−|t|

となり、Yn も同じ Cauchy分布に従うことがわかる。Cauchy分布は期待値を持たないことに注意すると、こ

れは、期待値を持たない独立確率変数列で大数の法則が成り立たない例となっている。

定理 6.22 確率変数 X の特性関数 ϕ(t)が
∫ ∞

−∞
|ϕ(t)| dt <∞を満たせば、X は絶対連続型でその密度関数

fX(x)は次で与えられる。

fX(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxϕ(t) dt. (6.10)

証明: 定理 6.19 の記号を用いると
∣∣∣e−itb − e−ita

−it

∣∣∣ ≤ |b − a| であったから、(6.8) の右辺の被積分関数は

(−∞,∞)で積分可能なので、(6.9)より F (x)の連続点とは限らずに ∀a, b (a < b) に対して、

1

2
{F (b) + F (b− 0)− F (a)− F (a− 0)} =

1

2π

∫ ∞

−∞

e−itb − e−ita

−it
ϕ(t) dt ≤ b− a

2π

∫ ∞

−∞
|ϕ(t)| dt

となる。ここで、bn を F (x)の連続点として bn → a+ 0とすると、

1

2
{F (a)− F (a− 0)} ≤ 0
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となり、F (x)は非減少だから連続であることがわかる。さらに、

F (x+ h)− F (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞

e−it(x+h) − e−itx

−it
ϕ(t) dt =

1

2π

∫ ∞

−∞

∫ x+h

x

e−ityϕ(t) dy dt

であるが、h > 0 に対し
∫ ∞

−∞

∫ x+h

x−h
|e−ityϕ(t)| dy dt ≤ 2h

∫ ∞

−∞
|ϕ(t)| dt <∞ であるから、Fubini の定理に

より ∀h ∈ Rに対し

F (x+ h)− F (x) =
1

2π

∫ x+h

x

∫ ∞

−∞
e−ityϕ(t) dt dy

ここで、
∫ ∞

−∞
|ϕ(t)| dt <∞であるから、命題 6.2(iv)と同様に Lebesgueの収束定理により

∫ ∞

−∞
e−ityϕ(t) dt

は y について連続となる。従って、F (x)は微分可能で F ′(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxϕ(t) dtより (6.10)を得る。�

例 6.7の別証明: 演習問題 15(2)より f(x) = 1
2e

−|x| を密度関数とするとその特性関数は ϕ(t) = 1
1+t2 であっ

た。ここで、
∫ ∞

−∞
|ϕ(t)| dt = π <∞より、定理 6.22から

1

2
e−|x| =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−itx

1

1 + t2
dt

を得る。ここで、xを −t, tを xと読み替えることで Cauchy分布の特性関数 ϕX(t)

ϕX(t) =

∫ ∞

−∞
eitx

1

π

1

1 + x2
dx = 2 · 1

2π

∫ ∞

−∞
e−i(−t)x

1

1 + x2
dx = 2 · 1

2
e−|−t| = e−|t|

を得る。 �

6.4 法則収束と弱収束

定義 6.6 (法則収束) 任意の f ∈ Cb(R)に対して、

lim
n→∞

E[f(Xn)] = E[f(X)]

が成立するとき、Xn がX に法則収束 (convergence in law) または分布収束 (covergence in distribution) す

るといい、Xn =⇒ X と表す。ここで Cb(R)はR上の有界連続関数全体を表す。

法則収束は、分布関数の間の距離として距離付け可能となる。(cf . 演習問題の文献表 [D] p.105 または 小

谷真一著 測度と確率 pp.206–207.)

定理 6.23 確率変数列 {Xn}が X に確率収束すれば、法則収束する。

証明: 1st step まず、{Xn} が X に概収束する場合を考える。このとき、f ∈ Cb(R) に対して、f(Xn) は

f(X) に概収束し f は有界だからあるM があって |f(x)| ≤ M (∀x ∈ R) とできるので、|f(Xn(ω))| ≤ M

(ω ∈ Ω)とできる。したがって、Lebesgueの収束定理 (定理 5.10)により

lim
n→∞

E[f(Xn)] = E[f(X)]

となり、Xn が X に法則収束する。

2nd step {Xn}が X に確率収束するとし、f ∈ Cb(R)に対し、an = E[f(Xn)]とおく。まず、|f(x)| ≤ M

(x ∈ R)であれば、|an| ≤M であるから、その任意の部分列は収束部分列を持つことに注意する。ここで、も

し {an}が a = E[f(X)]に収束しないとすると、ある部分列 {an′}があって a以外に収束する。一方、{an′}
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に対応する確率変数列 {Xn′}に対して、定理 5.4により、その部分列 {Xn′′}を選んでX に概収束するように

できる。したがって、1st step により {an′′}は aに収束する。これは {an′}が a以外に収束することに矛盾

する。よって、 lim
n→∞

E[f(Xn)] = E[f(X)]となる。これは任意の f ∈ Cb(R)に対して成立するから、{Xn}
は X に法則収束する。 �

例 6.24 定理 6.23 の逆は、必ずしも成立しない。実際、確率変数列 {Xn} を独立で各 n ∈ N に対し

P (Xn = 1) = P (Xn = −1) = 1/2なるとする。このとき、∀f ∈ Cb(R)に対して

E[f(Xn)] =
1

2
f(1) +

1

2
f(−1)

となるので、これを lim
n→∞

E[f(Xn)] = E[f(X1)]と解釈すれば、{Xn}はX1 に法則収束する (実はどのXk に

も収束するといえる。)。一方、0 < ε < 1とすると、n ≥ 2のとき、

P (|Xn −X1| ≥ ε) = P (X1 = 1, Xn = −1) + P (X1 = −1, Xn = 1) =
1

2
· 1
2
+

1

2
· 1
2
=

1

2

となり、{Xn}は X1 に確率収束しないことがわかる。

このように、法則収束では、確率変数としては極限は一意的でなくなる。しかし、極限となる分布は一意と

なる。まず、分布の弱収束を導入する。

定義 6.7 µn, n = 1, 2, . . ., と µを (Rより一般とし)距離空間 S 上の分布 (確率測度)とする。µn が µに弱

収束するとは、∀f ∈ Cb(S)に対して

lim
n→∞

∫
S

f(x)µn(dx) =

∫
S

f(x)µ(dx)

が成立するときにいう。

確率変数列 {Xn}が X に法則収束することは、対応する分布の列 {µXn}が µX に弱収束することと同値で

ある。このとき、極限 µは一意的である。実際、もう一つの極限を ν とすると、∫
R

f(x)µ(dx) =

∫
R

f(x) ν(dx), ∀f ∈ Cb(R)

となるが、これが µ = ν を意味することは定理 6.15で示した。

このため、確率変数の法則収束は確率測度の弱収束として説明したほうが自然である。しかし、この授業で

は測度の扱いに慣れていないことを配慮しできるだけ確率変数の言葉で述べていく。

定理 6.25 確率変数列 {Xn} が X について次は同値である。ただし、確率変数 Y に対応する分布関数を

FY (x) = P (Y ≤ x)と表す。

(1) {Xn}は X に法則収束する。

(2) FX の任意の連続点 xに対して lim
n→∞

FXn(x) = FX(x)が成立する。

証明: (1) ⇒ (2) xを FX の連続点とする。関数 1(−∞,x](y)を上下から近似する連続関数列 f+δ , f
−
δ ∈ Cb(R),

δ > 0を

f+δ (y) =

 1 y ≤ x
1− 1

δ (y − x) x < y < x+ δ
0 y ≥ x+ δ

, f−δ (y) =

 1 y ≤ x− δ
1− 1

δ (y − (x− δ)) x− δ < y < x
0 y ≥ x

で定める (グラフを書く)。このとき、

1(−∞,x−δ](y) ≤ f−δ (y) ≤ 1(−∞,x](y) ≤ f+δ (y) ≤ 1(−∞,x+δ](y), y ∈ R
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となることに注意する。まず、

FXn(x) = P (Xn ≤ x) = E[1(−∞,x](Xn)] ≤ E[f+δ (Xn)]

で f+δ ∈ Cb(R)より {Xn}は X に法則収束するから、

lim sup
n→∞

FXn(x) ≤ lim
n→∞

E[f+δ (Xn)] = E[f+δ (X)] ≤ E[1(−∞,x+δ](X)] = P (X ≤ x+ δ) = FX(x+ δ)

を得る。よって、δ → +0として、

lim sup
n→∞

FXn(x) ≤ lim
δ→+0

FX(x+ δ) = FX(x) (6.11)

を得る。同様に、
FXn(x) = E[1(−∞,x](Xn)] ≥ E[f−δ (Xn)]

で f−δ ∈ Cb(R)より

lim inf
n→∞

FXn(x) ≥ lim
n→∞

E[f−δ (Xn)] = E[f−δ (X)] ≥ E[1(−∞,x−δ](X)] = P (X ≤ x− δ) = FX(x− δ)

を得る。よって、δ → +0として、

lim inf
n→∞

FXn(x) ≥ lim
δ→+0

FX(x− δ) = FX(x)

を得る。最後の等号は xが FX の連続点であることを用いた。これと、(6.11)をあわせて

lim
n→∞

FXn(x) = FX(x)

となることがわかった。

(2) ⇒ (1) まず、FX の不連続点は高々可算個しかないこと、したがって、連続点がR上稠密に存在すること

に注意する。まず、ε > 0を任意にとる。FX の連続点 a, b ∈ R (a < b)を

FX(a) ≤ ε, 1− ε ≤ FX(b)

と選べる。特に、条件 (2)により、ある N があって

n ≥ N =⇒ FXn(a) ≤ 2ε, 1− 2ε ≤ FXn(b)

とできる。次に δ > 0と f ∈ Cb(R)が任意に与えられたとして点列 a = a0 < a1 < · · · < aK = bを

• 各 aj (1 ≤ j ≤ K − 1) は FX の連続点

• max
aj−1≤x≤aj

|f(x)− f(aj)| ≤ δ (1 ≤ j ≤ K)

を満たすようにとる。第 2 の条件は、連続関数 f は有界閉区間 [a, b] 上で一様連続だから可能となる。この

とき

hf (x) =

K∑
j=1

f(aj)1(aj−1,aj ](x)

とおく。∥f∥∞ = supx∈R |f(x)|と表すと、y /∈ (a, b]のとき |f(y)− hf (y)| = |f(y)| ≤ ∥f∥∞ だから、n ≥ N

であれば、

|E[f(Xn)]− E[hf (Xn)]| ≤
K∑
j=1

E[|f(Xn)− hf (Xn)|1(aj−1,aj ](Xn)] + E[|f(Xn)− hf (Xn)|1(a,b]c(Xn)]

≤
K∑
j=1

δP (Xn ∈ (aj−1, aj ]) + ∥f∥∞P (Xn /∈ (a, b])

= δP (Xn ∈ (a0, aK ]) + ∥f∥∞(FXn(a) + 1− FXn(b))
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≤ δ + 4ε∥f∥∞.

同様に

|E[f(X)]− E[hf (X)]| ≤ δP (X ∈ (a0, aK ]) + ∥f∥∞(FX(a) + 1− FX(b))

≤ δ + 2ε∥f∥∞.

一方、各 aj は FX の連続点だから (2)の仮定より FXn(aj) → FX(aj) (n→ ∞)となるので

E[hf (Xn)] =
K∑
j=1

E[hf (Xn)1(aj−1,aj ](Xn)] =
K∑
j=1

f(aj)(FXn
(aj)− FXn

(aj−1))

→
K∑
j=1

f(aj)(FX(aj)− FX(aj−1)) = E[hf (X)] (n→ ∞)

よって、三角不等式を用いて

|E[f(Xn)]− E[f(X)]| ≤ |E[f(Xn)]− E[hf (Xn)]|+ |E[hf (Xn)]− E[hf (X)]|+ |E[hf (X)]− E[f(X)]|

としから、上の評価を用いると

lim sup
n→∞

|E[f(Xn)]− E[f(X)]| ≤ 2δ + 6ε∥f∥∞

がわかる。左辺は ε, δ によらないので、ε, δ > 0が任意だったことに注意して、δ → +0, ε→ +0とすると

lim sup
n→∞

|E[f(Xn)]− E[f(X)]| ≤ 0.

よって、 lim
n→∞

E[f(Xn)] = E[f(X)]となる。 �

例 6.26 α > 0とする。X1, X2, . . . が i.i.d.でその密度関数は f(x) = α(x+1)−α+11(0,∞)(x)であるとする

(Parate分布という)。このとき、Yn = n−1/αmax{X1, X2, · · · , Xn}とおくと、{Yn}は次の分布関数 FZ(z)

をもつ確率変数 Z に法則収束する。ただし。FZ(z) = 0 (z ≤ 0), FZ(z) = e−z
−α

(z > 0) である (Fréchet分

布という)。

証明: z ≤ 0のとき、 lim
n→∞

P (Yn ≤ z) = 0は明らか。z > 0のとき、Yn の分布関数は

P (Yn ≤ z) = P (X1 ≤ n1/αz, · · · , Xn ≤ n1/αz) = P (X1 ≤ n1/αz)× · · · × P (Xn ≤ n1/αz)

=

(∫ n1/αz

0

α(t+ 1)−α−1 dt

)n
=
(
1− (n1/αz + 1)−α

)n
=

(
1− 1

n

(
z + n−1/α

)−α)n
→ e−z

−α

(n→ ∞)

となるので、{Yn}は Z に法則収束する。 �

距離空間 S 上の確率測度の列 µn については次が成り立つ。主張のみを述べておく。

定理 6.27 S は完備可分距離空間とする。このとき、確率測度の列 {µn}と確率測度 µに対して次の 4条件

(1)–(4)はどの 2つも同値である。

(1) {µn}は µに弱収束する。

(2) S の任意の開集合 Gに対して lim inf
n→∞

µn(G) ≥ µ(G)が成立する。

(3) S の任意の閉集合 F に対して lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ µ(F )が成立する。

(4) S の部分集合 A ∈ B(S)が µ(∂A) = 0を満たせば、 lim
n→∞

µn(A) = µ(A)が成立する。ただし、∂Aは A

の境界を表す。
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次の定理は法則収束の位相における、点列 compact性のための必要十分条件となる。

定理 6.28 (Prohorovの定理) 確率変数の族 {Xα}は対して次の条件 (1), (2)は同値である。

(1) {Xα}は法則収束の定める位相について点列 compact, 即ち、{Xα}の任意の部分列 {Xαn}について、さ
らにその部分列 {Xαnk

}と確率変数 X がとれて、{Xαn′ }は X に法則収束するようにできる。

(2) 任意の ε > 0に対してあるM > 0があって

inf
α
P (Xα ∈ [−M,M ]) ≥ 1− ε

とできる。

確率測度の族 {µα}に対して (2)のように inf
α
µα([−M,M ]) ≥ 1 − εとできるとき、{µα}は tightである

という。(2)の条件は {Xα}に対応する確率測度の族が tightとなることにほかならない。定理 6.28は完備可

分距離空間 S 上の確率測度の族に対しても [−M,M ]を S の compact集合とすることで成立する (むしろこ

の場合を Prohorovの定理とよぶ)。

この定理を証明するために次の補題を準備する。

補題 6.29 (Hellyの選出定理) 分布関数の列 {Fn(x)}が与えられたとき、その部分列 {Fnk
(x)}と右連続な

単調増加関数 F (x)が存在して (F (x)は分布関数になるとは限らない)、F の任意の連続点 xにおいて

lim
k→∞

Fnk
(x) = F (x) (6.12)

とできる。

証明: 1st step 有理数全体 Q = {x1, x2, · · · } と番号付け並べる。Fn(x) = F0,n(x) と書く。{F0,n(x1)} ⊂
[0, 1] であるから、Bolzano-Weierstrass の定理により部分列 {F1,n(x1)} があって n → ∞ のとき F̃ (x1) に

収束するとできる。次に {F1,n(x2)} ⊂ [0, 1] であるから、再び Bolzano-Weierstrass の定理により部分列

{F2,n(x2)}があって n→ ∞のとき F̃ (x2)に収束するとできる。これを繰り返し、各 j = 1, 2, . . .に対して

• {Fj+1,n(x)}は {Fj,n(x)}の部分列であり
• {Fj,n(xj)}は F̃ (xj)に収束する

とできる。このとき、Fnk
(x) = Fk,k(x)と定めると、各 j = 1, 2, . . .に対して、{Fnk

(xj)}k≥j は {Fj,n(xj)}n≥1

の部分列であるから、{Fnk
(xj)}は k → ∞のとき F̃ (xj)に収束することがわかる。(これを対角線論法とい

う。) また、xi < xj のとき、Fnk
(xi) ≤ Fnk

(xj)となるから F̃ (xi) ≤ F̃ (xj)となる。

2nd step 1st step で構成した F̃ (x) (x ∈ Q) に対して、F (x) (x ∈ R) を

F (x) = inf{F̃ (y); y ∈ Q, y > x} (6.13)

とおく。このとき、F が単調増加であることは明らか。また、F (x)は右連続となる。(演習問題???とする。)

xを F の連続点とし、(6.12)を示す。ε > 0とし、z1, z2, z3 ∈ Qを

• z1 < z2 < x < z3

• F (x)− ε < F (z1) ≤ F (z2) ≤ F (x) ≤ F (z3) < F (x) + ε

を満たすようにとる。これは xが連続点だから可能である。しかも、(6.13)より k → ∞のとき

Fnk
(z2) → F̃ (z2) ≥ F (z1), Fnk

(z3) → F̃ (z3) ≤ F (z3)

だから、k が十分大ならば

F (x)− ε < Fnk
(z2) ≤ Fnk

(x) ≤ Fnk
(z3) < F (x) + ε,

即ち、|Fnk
(x)− F (x)| < εが成立するから、(6.12)は成立する。 �
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定理 6.28の証明: (1) ⇒ (2) もし、(2)が成立しなければ、ある ε > 0が存在して、∀M > 0に対して、

inf
α
P (Xα ∈ [−M,M ]) < 1− ε

とできる。すなわち、{Xα}の部分列 {Xαn}があって、各 n ∈ Nに対して、

P (Xαn ∈ [−n, n]) < 1− ε (6.14)

とできる。一方、(1) により、{Xαn} の部分列 {Xαnk
} と確率変数 X がとれて、{Xαnk

} は X に法則収

束する。よって、x を FX の連続点とすると、 lim
k→∞

FXαnk
(x) = FX(x) となる。しかし、{xm}, {ym} を

lim
m→∞

xm = −∞, lim
m→∞

ym = ∞かつ各 xm, ym がともに FX の連続点になるように選べば、各mに対して k

を十分大きくすれば −nk < xm, ym < nk とでき、(6.14)により

FX(ym)− FX(xm) = lim
k→∞

(FXαnk
(ym)− FXαnk

(xm)) = lim
k→∞

P (xm < Xαnk
≤ ym)

≤ lim inf
k→∞

P (−nk ≤ Xαnk
≤ nk) ≤ 1− ε

となり、 lim
m→∞

{FX(ym)−FX(xm)} ≤ 1− ε. これは分布関数が lim
y→−∞

FX(y) = 0, lim
x→∞

FX(x) = 1を満たす

ことに矛盾する。

(2) ⇒ (1) FXα の任意の部分列 FXαn
が与えられたとき、Hellyの選出定理 (補題 6.29)により、FXαn

の部

分列 FXαnk
と右連続な単調増加関数 F が存在して、F の任意の連続点 xに対して

lim
k→∞

FXαnk
(x) = F (x)

とできる。ここで、ε > 0に対して、M > 0を

inf
k
P (Xαnk

∈ [−M,M ]) ≥ 1− ε

なるようにとると、F (x)の連続点 x, y を x < −M , M < y ととれば

F (y)− F (x) = lim
k→∞

(FXαnk
(y)− FXαnk

(x)) = lim
k→∞

P (Xαnk
∈ (x, y])

≥ inf
k
P (Xαnk

∈ [−M,M ]) > 1− ε

となるので、F (x)は分布関数となっている。よって、FX(x) = F (x)となる確率変数 X が存在する。 �

6.5 特性関数と法則収束

定理 6.30 {Xn}を確率変数列とし、Xn の特性関数を ϕn(t)とする。このとき、

(1) {Xn}が X に法則収束するならば、∀t ∈ Rに対して ϕn(t)は ϕX(t)に収束する。

(2) ∀t ∈ Rに対して ϕn(t) → ϕ(t)が成り立ち、ϕ(t)が t = 0で連続ならば、ϕ(t)はある確率変数 X の特性

関数であって、{Xn}は X に法則収束する。

証明: (1)は f(x) = eitx の実部 cosx, 虚部 sinxは共に有界連続関数だから、法則収束の定義より明らか。(2)

を示す。

1st step 定理 6.28を用いて {Xn}が点列 compactであることを示す。Xn の分布を µn とかく。まず、

|a| ≥ 1 =⇒ | sin a| ≤ |a| · sin 1 =⇒ sin a

a
≤ sin 1 =⇒ 1− sin a

a
≥ 1− sin 1

より、c = 1/(1− sin 1) > 0とすると、M > 0に対して sin a
a ≤ 1 (∀a ∈ R) に注意して

P (|Xn| ≥M) ≤ E
[
c

(
1−

sin Xn

M
Xn

M

)
1{|Xn

M |≥1}

]
≤ cE

[(
1−

sin Xn

M
Xn

M

)]
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= c

∫
R

(
1−

sin x
M
x
M

)
µn(dx) = c

∫
R

(
1− 1

2

∫ 1

−1

eit
x
M dt

)
µn(dx)

= c

(∫
R

µn(dx)−
1

2

∫
R

∫ 1

−1

eix
t
M dt µn(dx)

)
= c

(
1− 1

2

∫ 1

−1

ϕn

( t

M

)
dt

)
とできる。ここで、2行目の第 2の等号は

1

2

∫ 1

−1

eitx dt =
[ 1

2ix
eitx
]1
t=−1

=
eix − e−ix

2ix
=

sinx

x
,

3行目の最後の等号は |eix t
M | ≤ 1に注意して Fubiniの定理を用いた。次に最後の式を In(M)とし、s = t/M

と変換し、

In(M) = c

(
1− 1

2

∫ 1/M

−1/M

ϕn(s)M ds

)
= c

(
1− M

2

∫ 1/M

−1/M

ϕ(s) ds

)
+ c

M

2

∫ 1/M

−1/M

(ϕ(s)− ϕn(s)) ds

≡ I(1)(M) + I(2)n (M)

とおく。ε > 0が任意に与えられたとする。ϕ(s)は s = 0で連続かつ ϕ(0) = 1だから、あるM > 0を

|s| < 1

M
ならば |ϕ(s)− 1| < ε

2
ととれば

∣∣∣I(1)(M)
∣∣∣ < ε

2

とできる。このM に対して、 lim
n→∞

ϕn(s) = ϕ(s) (∀s ∈ R) かつ |ϕ(s) − ϕn(s)| ≤ |ϕ(s)| + |ϕn(s)| ≤ 2だか

ら、Lebesgueの収束定理により
lim
n→∞

I(2)n (M) = 0

となる。すなわち、ある n0 があって、

n ≥ n0 =⇒ |I(2)n (M)| < ε

2

とできる。以上より、infn≥n0 P (|Xn| ≤M) ≥ 1− εとなるので、定理 6.28により {Xn}が点列 compactで

あることがわかった。

2nd step {Xn}の任意の部分列 {Xn′}が与えられたとき、1st stepによりその部分列 {Xn′′}と確率変数X が

存在して、{Xn′′}はX に法則収束する。このとき、(1)により ϕn′′(t)は ϕX(t)に収束するので、ϕX(t) = ϕ(t)

となる。もし、部分列のとり方により異なる確率変数 Y に法則収束するとすれば、ϕX(t) = ϕY (t)となる。こ

のとき、定理 6.16により、µX = µY となる。これは、µXn 自身が µX に弱収束すること、すなわち、{Xn}
自身が X に法則収束することを示している。 �

6.6 中心極限定理

この節では中心極限定理 (central limit theorem)を扱う。

定理 6.31 (中心極限定理) X1, X2, . . . が i.i.d. で、E[Xn] = m, V (Xn) = σ2 > 0 を満たすとする。この

とき、

Un =
1√
nσ

n∑
k=1

(Xk −m)

とおけば {Un}は標準正規分布 N(0, 1)に従う確率変数 Y に法則収束する。特に、次が成立する。

lim
n→∞

P (a ≤ Un ≤ b) =
1√
2π

∫ b

a

e−
y2

2 dy, −∞ < a < b <∞. (6.15)
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証明: Zn =
Xn −m

σ
とすると、E[Zn] = 0, V (Zn) = 1, Un = 1√

n

∑n
k=1 Zk で、Un の特性関数は

ϕUn(t) = E[e
i t√

n

∑n
k=1 Zk ] =

n∏
k=1

E[e
i t√

n
Zk ] =

(
ϕ
( t√

n

))n
である。ここで、ϕ(t) は Z1 の特性関数である。(Zk は同じ分布をもつので、ϕ(t) = ϕZk

(t) に注意。) ここ

で、E[Z2
1 ] <∞と命題 6.8により、ϕ(t)は C2-級であるから Taylorの定理により、

ϕ
( t√

n

)
= ϕ(0) +

t√
n
ϕ′(0) +

1

2

( t√
n

)2
ϕ′′
(
θ
t√
n

)
, 0 < θ < 1

とできる。ここで、ϕ(0) = 1, ϕ′(0) = E[Z1] = 0であり、ϕ′′(θ t√
n
) = −E[Z2

1e
iθ t√

n ]であるが、|Z2
1e
iθ t√

n | ≤ Z2
1

であるから、Lebesgueの収束定理により

lim
n→∞

ϕ′′
(
θ
t√
n

)
= −E[Z2

1 ] = −1.

したがって、

lim
n→∞

(
ϕ
( t√

n

))n
= lim
n→∞

(
1 +

1

n

t2

2
ϕ′′
(
θ
t√
n

))n
= e−

t2

2

となる。ここで、Y を N(0, 1) に従う確率変数とすると、ϕY (t) = e−
t2

2 であるから、定理 6.30(2) により、

{Un}は Y に法則収束する。(6.15)は Y の分布関数 FY (x)が連続だから、定理 6.25により成立する。 �

注意 6.2 大数の弱法則や強法則は X1, X2, . . .が同じ分布に従えば組ごとに独立であれば成立した (cf . 定理

5.6, 注意 5.3, 注意 5.4)。しかし、中心極限定理は組ごとに独立という仮定の下では成立しないことが知られ

ている (cf . [D] p.127, Example3.4.5)。

系 6.32 (de Moivre-Laplaceの定理) 成功率 pの Bernoulli試行列 X1, X2, . . .を考える: X1, X2, . . .は

独立な確率変数列で P (Xn = 1) = p, P (Xn = 0) = 1− p. このとき、Sn =
∑n
k=1Xk とおくと、

lim
n→∞

P

(
a ≤ Sn − np√

np(1− p)
≤ b

)
=

1√
2π

∫ b

a

e−
y2

2 dy, −∞ < a < b <∞. (6.16)

証明: E[Xk] = p, V (Xk) = p(1− p)であるから、定理 6.31により従う。 �

注意 6.3 (1) 系 6.32で Sn は二項分布 B(n, p)に従う。このことから、(6.16)は B(n, p)に従う確率変数 Sn

の、nが十分大きいときの確率分布の近似値を与えている (cf . 例 6.33)。

(2) de Moivre-Laplaceの定理は Sn が B(n, p)に従うことから、特性関数を用いる関数解析的な方法を用い

なくても、直接 Stirlingの公式を用いて直接分布を計算することで (6.16)を示すことができる。詳しくは 福

島正俊著 確率論 裳華房 p.17– を参照のこと (cf . 演習問題 32(1))。

例 6.33 正確に作られたサイコロを 720回投げて、6の目の出る回数が 130回以上 150回以下となる確率を、

中心極限定理を用いて求めよう。

S で 6 の目の出る回数をあらわすと、S は二項分布 B(720, 16 ) に従う。このとき、求める確率は P (130 ≤

S ≤ 150)となる。今、E[S] = 120, V (S) = 720 · 16 (1−
1
6 ) = 100だから、中心極限定理により、Z :=

S − 120√
100

は正規分布で近似できる。ここで、半整数補正を用いることにより*5、

P (130 ≤ S ≤ 150) = P (130− 0.5 ≤ S ≤ 150 + 0.5)

*5 統計と社会の教科書 [TS] 新訂 確率統計 pp.68–70 で学んだ、P (a ≤ S ≤ b)を求める際、P (a− 0.5 ≤ S ≤ b+ 05)と補正し
てから計算する方法。この近似度がよくなることは、二項分布のグラフを柱状グラフとして考えれば直感的に明らかであろう。実
際、これを半整数補正なしで求めると P ( 130−120√

100
≤ S−120√

100
≤ 150−120√

100
) = P (1 ≤ Z ≤ 3) = 0.157251となる。
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= P
(129.5− 120√

100
≤ S − 120√

100
≤ 150.5− 120√

100

)
= P (0.95 ≤ Z ≤ 3.05)

= P (Z > 0.95)− P (Z > 3.05) = 0.1710− 0.001144 = 0.169856.

一方、Mapleを用いて厳密な値を求めると*6

P (130 ≤ S ≤ 150) = P (S ≤ 150)− P (S ≤ 129) = 0.9984997678− 0.8292544225 = 0.1692453453

となる。

例 6.34 系 6.32は、大標本での母比率の区間推定や母比率の検定に応用されることは、統計と社会で学んだ

(cf . それぞれ [TS] 新訂 確率統計 p.97–, p.117–)。

例 6.35 X1, X2, . . . を Poisson 分布 Po(1) に従う独立な確率変数列とする。このとき、例 6.20 により、

Sn := X1 + · · ·+Xn は Poisson分布 Po(n)に従う。ここで、E[X1] = 1, V (X1) = 1であるから、中心極限

定理により
Sn − n√

n
は正規分布で近似できる。特に、

lim
n→∞

P

(
Sn − n√

n
≤ 0

)
=

1√
2π

∫ 0

−∞
e−

y2

2 dy =
1

2

であるが、P (Sn ≤ n) =
n∑
k=0

e−n
nk

k!
であるから、

lim
n→∞

e−n
(
1 + n+

n2

2!
+ · · ·+ nn

n!

)
=

1

2

となることがわかった。

6.7 多次元中心極限定理と適合度の検定

この節では d次元の中心極限定理を紹介し、その応用として適合度の検定を紹介する。

定理 6.36 d 次元確率変数 X1,X2, . . . が i.i.d. で、各 k ∈ N に対し Xk = (Xk,1, · · · , Xk,d)
′ と表し

E[|Xk,j |2] <∞, j = 1, . . . , dと仮定する。このとき、

Un = (Un,1, · · · , Un,d) Un,j =
1√
n

n∑
k=1

(Xk,j −mj), j = 1, . . . , d, n ∈ N

とおけば {Un} は d 次元正規分布 N(0,Σ) に従う確率変数 Y に法則収束する。ただし、0 = (0, · · · , 0)′,
mj = E[X1,j ]であり、Σ = (Cov(X1,i, X1,j))はX1 の共分散行列を表す。

証明の概略: §§6.2–6.6の定理などの主張は一般の d次元に拡張できる。また、定理 6.31と同様に

lim
n→∞

ϕUn(t) = e−
1
2 t

′Σt, t ∈ Rd

が証明でき、例 6.10より右辺は N(0,Σ)の特性関数であるから、上記のことより成立する。 �

*6 S が B(n, p)に従うとき、P (S ≤ k)を求めるには「stats[statevalf,dcdf,binomiald[n,p]](k); 」とする。
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注意 6.4 例 6.10では Σは正定値対称行列であったが、定理 6.36は Σが半正定値でも成立する。

直交行列 P = (pjk)と対角成分がすべて非負の対角行列D = (λjk)を P ′ΣP = Dとなるようにとる。この

とき、D1/2 = (
√
λjk)とし、A = PD1/2P ′ とすると Aは対称行列 (A′ = Aを満たし)で A2 = Σとなる。

ここで、独立に標準正規分布 N(0, 1)に従う確率変数 Z1, . . . , Zd をとり、

Y = AZ, ただし Z = (Z1, · · · , Zd)′

とする。このとき、ϕZ(t) =
∏d
j=1 ϕZj (tj) = e−

1
2 (t

2
1+···+t2d) = e−

1
2 t

′t, t = (t1, · · · , td)′ ∈ Rd に注意して、命

題 6.9を用いると、
ϕY (t) = ϕZ(A

′t) = e−
1
2 (A

′t)′A′t = e−
1
2 t

′AA′t = e−
1
2 t

′Σt

となる。このとき Y は正規分布 N(0,Σ)に従うという。(Aが A2 = Σを満たせば Y の分布は定理 6.16よ

り Aの取り方によらない。) ただし、Σが正則でない場合、Y はRd 上の関数としては密度関数をもたない。

定理 6.37 確率変数 Y1, Y2, . . . が i.i.d.で、Yk のとりうる値が
∪d
j=1Aj と分解できるとする。ただし、各 Aj

は Borel集合で pj = P (Y1 ∈ Aj) > 0とし、i ̸= j ならば Ai ∩ Aj = ∅とする。このとき、Xk,j = 1{Yk∈Aj}

とし、

Tn =
d∑
j=1

(
∑n
k=1Xk,j − npj)

2

npj

とおけば {Tn}は自由度 d− 1の χ2 分布 (cf . 前期の定義 3.1と定理 3.5)に法則収束する。

証明: 1st step X̃k,j =
1√
pj
Xk,j とおくと、E[Xk,j ] = E[X2

k,j ] = pj , i ̸= j ならば E[Xk,iXk,j ] = 0 に注意

して、
E[X̃k,j ] =

√
pj , V (X̃k,j) = 1− pj , i ̸= j ならば Cov(X̃k,i, X̃k,j) = −√

pipj

を得る。よって、Un = (Un,1, · · · , Un,d)′ を Un,j =
1√
n

n∑
k=1

(X̃k,j −
√
pj) =

∑n
k=1Xk,j − npj√

npj
と定めると、

定理 6.36より {Un}はN(0,Σ)に法則収束する。ただし、Σ =
(
δij −

√
pipj

)
1≤i,j≤d, また δjj = 1, i ̸= j な

ら δij = 0である。ここで、注意 6.4のように Z, Aを定めると、

lim
n→∞

E[f̃(Un)] = E[f̃(AZ)], f̃ ∈ Cb(R
d), (6.17)

となる。ここで、Tn = |Un|2 であるから、∀f ∈ Cb(R)に対して f̃(x1, · · · , xd) = f(
∑d
j=1 x

2
j ) = f(|x|2) と

選ぶことで、(6.17)は
lim
n→∞

E[f(Tn)] = E[f(|AZ|2)], f ∈ Cb(R),

と書き換えられる。これは {Tn}が |AZ|2 に法則収束することを意味している。
2nd step |AZ|2 が自由度 d− 1の χ2 分布に従うことを示す。

Σ2 = I −Σ =
(√
pipj

)
1≤i,j≤d とする (I は単位行列)。このとき、

|Z|2 = Z ′Z = Z ′(Σ+Σ2)Z = Z ′ΣZ +Z ′Σ2Z

= (AZ)′AZ +
d∑

i,j=1

√
pipjZiZj = |AZ|2 + (p′

1Z)2. (6.18)

ただし、p1 = (
√
p1, · · · ,

√
pd)

′ とした。次に |p1| = 1に注意して、グラム・シュミットの正規直交化法を用

いて p2, . . . ,pd を P = (p1 · · ·pd)が直交行列となるように定め、Z̃ = (Z̃1, · · · , Z̃d)′ = P ′Z とする。このと

き、Z̃1 = p′
1Z であり、|Z̃|2 = Z̃

′
Z̃ = Z ′PP ′Z = |Z|2 より、(6.18)より

|AZ|2 = |Z|2 − (p′
1Z)2 = |Z̃|2 − Z̃2

1 =

d∑
j=2

Z̃2
j
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となる。一方、Z̃ の同時密度関数を計算することにより、Z̃1, · · · , Z̃d は独立でそれぞれ標準正規分布 N(0, 1)

に従うことがわかる。以上より、前期の定理 3.5より |AZ|2 が自由度 d− 1の χ2 分布に従うことがわかった。

�

注意 6.5 定理 6.37は、測定値がある法則や分布に適合しているかどうかの検定に用いられる。

n個のデータが d個の階級 A1, . . . , Ad に分類できたとき、階級 Aj が出現する母比率を pj とし、次の仮説

を考える。

帰無仮説 H0:(p1, · · · , pd) = (p01, · · · , p0d), 対立仮説 H1:(p1, · · · , pd) ̸= (p01, · · · , p0d)

このとき、階級 Aj の出現回数を nj とし (定理 6.37では
∑n
k=1Xk,j に対応する)、統計量

Tn =
d∑
j=1

(nj − np0j )
2

np0j
(6.19)

を考える。このとき、もし H0 が正しければ Tn は自由度 d− 1の χ2 分布 (以下、χ2
d−1 分布と略記する)に法

則収束するから
lim
n→∞

P (Tn ≤ a) = P (χ2
d−1 ≤ a), ∀a > 0,

となる。ただし、χ2
d−1 は χ2

d−1 分布する確率変数を表す。一方、H1 が正しいとき pj ̸= p0j であれば大数の法

則より 1
n

∑n
k=1Xk,j は p0j と異なる値に確率収束するから、

(nj − np0j )
2

np0j
=

(
∑n
k=1Xk,j − np0j )

2

np0j
= n

( 1n
∑n
k=1Xk,j − p0j )

2

p0j
→ ∞ in prob.

となり、limn→∞ P (Tn ≤ a) = 0, ∀a > 0, となる。

以上より、もし有意水準 αで検定するのであれば、(6.19)に実現値を代入した値を tとするとき、

もし t < χ2
d−1(α)であれば H0 を採択し、

もし t ≥ χ2
d−1(α)であれば H0 を棄却する。

ここで、χ2
d−1(α)は χ2

d−1 分布の上側 α点、即ち、P (χ2
d−1 ≥ k) = αとなるとき k = χ2

d−1(α)とした値であ

り、例えば [TS] 新訂 確率統計 p.162の χ2 分布表から求めることができる。

ただし、np0j < 5となる階級があるときは、隣接の階級と合併し、すべての階級で np0j ≥ 5となるように分

けなおす。

例 6.38 あるサイコロを使ってゲームをすることになったが、その前にこのサイコロが正しく作られているか

調べることにした。このサイコロを 120回投げたとき、次の結果を得た。

目の数 1 2 3 4 5 6 計

出た回数 27 12 14 28 24 15 120

このサイコロの各目の出る確率は等しいか、有意水準 5%で検定せよ。

解: j の目の出る確率を pj とし、次のように仮説を設定する。

帰無仮説 H0 : (p1, p2, p3, p4, p5, p6) =
(1
6
,
1

6
,
1

6
,
1

6
,
1

6
,
1

6

)
対立仮説 H1 : (p1, p2, p3, p4, p5, p6) ̸=

(1
6
,
1

6
,
1

6
,
1

6
,
1

6
,
1

6

)
有意水準 5%であるから、棄却域は自由度が 6− 1であることに注意して

T ≥ χ2
5(0.05) = 11.07
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である。ここで、実現値を代入すると 120/6 = 20より、

t =
(27− 20)2

20
+

(12− 20)2

20
+ · · ·+ (15− 20)2

20
= 12.7

この値は棄却域に入るから、H0 は棄却される。従って、このサイコロは正しく作られているとはいえない。�

例 6.39 メンデルはエンドウの茎の高さに高いものと低いものがあることに着目し、まず高いもののみの種子

を用いてそれを受粉させることを数年繰り返し、必ず「茎の高いエンドウ」の種子を収穫できるようにした。

また、低いものについても同様に、必ず「茎の低いエンドウ」の種子を収穫できるようにした。次に、これら

の種子を育てて咲いた「茎の高いエンドウ」の花のめしべに、「茎の低いエンドウ」の花粉を受粉させた。ま

た、逆に「茎の低いエンドウ」の花のめしべに、「茎の高いエンドウ」の花粉を受粉させた。そして収穫された

種子を蒔くと、すべて茎の高いエンドウであった。次に、このエンドウを自家受粉させて収穫した種子 1064

個を、さらに翌年蒔いた。すると、茎の高いものが 787、茎の低いものが 277であった。

仮にいわゆるメンデルの法則に従うと、この種子は茎の高いもの、低いもの割合は 3 : 1になるという。こ

の実験結果はそれに適合しているか、有意水準 5%で検定せよ。

解: 茎の高い種子である確率を p1, 低い種子である確率を p2 とする。

帰無仮説 H0 : (p1, p2) =
(3
4
,
1

4

)
対立仮説 H1 : (p1, p2) ̸=

(3
4
,
1

4

)
有意水準 5%であるから、棄却域は自由度が 2− 1であることに注意して

T ≥ χ2
1(0.05) = 3.841

である。ここで、実現値を代入すると 1064× (3/4) = 798, 1064× (1/4) = 266より、

t =
(787− 798)2

798
+

(277− 266)2

266
=

112 × 4

798
= 0.605

この値は棄却域に入るらないから、H0 は採択される。従って、茎の高いもの、低いもの割合は 3 : 1になると

いってよい。 �

演習問題 (追加)

34. χ2 分布表を用いて、以下の問いに答えよ。*7

(1) 子供の出生率と生まれ月の関連を調べるために、無作為標本によって次の月別の出生数を得た。

生まれ月 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 計

人数 90 89 81 85 92 93 102 109 116 101 94 88 1140

このとき、出生率は生まれ月に関連するといえるか、有意水準 5%で検定せよ。

(2) ある 1枚の硬貨の対称性を調べるために、表が初めて出現するまで硬貨を投げ、次の結果を得た。この

とき、硬貨は対称に作られているといえるか、有意水準 5%で検定せよ。

X 1 2 3 4 5 ≥ 6 計

度数 132 66 36 10 11 1 256

ただし X は表が出現するまでの試行回数であり ≥ 6は 5回目までに表が出なかったことを意味する。

*7 略解: 34 (1) j 月の出生率を pj とする。H0: p1 = · · · = p12 = 1
12

, H1: H0 の否定とする。棄却域は T ≥ χ2
12−1(0.05) =

19.68で実現値を代入すると t = 1
95

{(90− 95)2 + (89− 95)2 + · · ·+ (88− 95)2} = · · · = 12.02. よって H0 は採択される。
(2) j = 1, 2, 3, 4, 5 のとき pj で j 回目に初めて表が出る、p6 で 5 回目まで表が出ない確率を表す。H0: p1 = 1

2
, p2 = 1

4
,

p3 = 1
8
, p4 = 1

16
, p5 = p6 = 1

32
, H1: H0 の否定とする。棄却域は T ≥ χ2

6−1(0.05) = 11.07 で実現値を代入すると

t =
(132−128)2

128
+

(66−64)2

64
+

(36−32)2

32
+

(10−16)2

16
+

(11−8)2

8
+

(1−8)2

8
= 10.1875. よって H0 は採択される。
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