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これは

• 柳川 尭 統計数学 近代科学社
を教科書として作った講義ノートです。
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1 確率空間

1.1 集合

各自読んでおくよう伝える。

1.2 確率の定義

定義 1.1 集合 Ωの部分集合からなる集合を Ω上の集合族という。Ω( ̸= ∅)上の集合族Bが次の条件

(i) Ω ∈ B

(ii) A ∈ B =⇒ Ac ∈ B (Ac は Aの補集合を表す。)

(iii) A1, A2, . . . , An, . . . ∈ B =⇒
∪∞

n=1An ∈ B

を満たすとき、このBを Ω上の σ集合族という。また、(Ω,B)を可測空間という。

確率論では、σ集合族Bの元を事象という。特に、Ωを全事象と、∅ = Ωc を空事象という。

定理 1.1 (Ω,B)を可測空間、{Bn} ⊂ Bとすると次が成り立つ。

(0) ∅ ∈ B, (1)

n∪
i=1

Bi ∈ B, (2)

n∩
i=1

Bi ∈ B, (3)

∞∩
n=1

Bn ∈ B, (4) B1\B2 := B1 ∩B c
2 ∈ B

証明: (0) 定義 1.1 (i), (ii) より ∅ = Ωc ∈ B.

(1) Ai = Bi (1 ≤ i ≤ n), Ai = ∅ (i ≥ n+ 1) とおくと、∀iに対し Ai ∈ Bであるから、定義 1.1 (iii) より∪n
i=1Bi =

∪∞
i=1Ai ∈ Bを得る。

(2) 定義 1.1 (ii) より B c
i ∈ Bであるから、(1)と de Morganの法則により

∩n
i=1Bi =

(∪n
i=1B

c
i

)c ∈ B.

(3) 定義 1.1 (iii) と de Morganの法則により (2) と全く同様に証明できる。

(4) A1 = B1, A2 = Bc
2, n = 2 として (2)を用いればよい。 �

定義 1.2 (Ω,B)を可測空間とする。次の条件を満たす P : B → [0, 1]を (Ω,B)上の確率測度という。

(i) P (Ω) = 1

(ii) An ∈ B, n = 1, 2, . . ., が任意のm ̸= nなる組に対しAm∩An = ∅ を満たせば (このときA1, A2, . . .

は互いに排反であるという)、P
( ∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

P (An).

このとき、(Ω,B, P )を確率空間という。また、Bの元を事象、A ∈ Bに対し P (A)を事象Aの確率という。

例 1.1 (古典的確率模型)

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn} (有限集合)

B = 2Ω (Ωのべき集合; Ωの部分集合すべてからなる集合族)

P (A) =
#A

#Ω
, A ∈ B (#Aは集合 Aの元の個数)

この確率空間 (Ω,B, P )を古典的確率模型という。以下、その例をいくつか例示する。

a) サイコロを 1回投じる: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, P ({ω}) = 1/6 (∀ω ∈ Ω).

例えば、P (奇数の目が出る) = P ({1, 3, 5}) = #{1, 3, 5}
#Ω

=
3

6
=

1

2
.

b) コインを 2回投げる: Ω = {HH,HT, TH, TT}, P ({ω}) = 1/4 (∀ω ∈ Ω).

(H は表 (head), T は裏 (tail)を意味する。)
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c) 箱の中に黒球 a個と白球 b個が入っている。この箱から球を 1個ずつ取り出す復元抽出を n回行う。

この場合 Ω = {B1, . . . , Ba,W1, . . . ,Wb}n と考える。#Ω = (a+ b)n に注意する。

Aで黒球がちょうど k回出る事象とする。このとき、#A =
(
n
k

)
akbn−k であるから、P (A) =

(
n
k

)
akbn−k

(a+b)n .

d) c)の例で非復元抽出 (取り出した球を戻さない)を n回行う。このとき、Aで黒球が k回出る事象と

すると、#A =
(
n
k

)
aPk · bPn−k であるから、P (A) =

(
n
k

)
aPk·bPn−k

a+bPn
.

定理 1.2 (Ω,B, P )を確率空間とする。

(1) P (∅) = 0

(2) Bi ∈ B, i = 1, . . . , n, が互いに排反であれば、P
( n∪
i=1

Bi

)
=

n∑
i=1

P (Bi).

(3) A,B ∈ B, A ⊂ B =⇒ P (A) ≤ P (B)

(4) B ∈ B =⇒ P (Bc) = 1− P (B)

(5) A,B ∈ Bに対し P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

証明: (1) 定理 1.1 に注意して、a = P (∅) とおくと、0 ≤ a ≤ 1. ここで、An = ∅ (∀n) とおくと、∪∞
n=1An = ∅で、Am ∩ An = ∅ (m ̸= n) であるから定義 1.2 (ii) より P (∅) =

∑∞
n=1 P (∅)を得る。もし

a > 0であれば、これは a = ∞を意味し、0 ≤ a ≤ 1に矛盾する。従って、P (∅) = 0となる。

(2) Ai = Bi (1 ≤ i ≤ n), Ai = ∅ (i ≥ n+ 1) とおくと、
∪∞

i=1Ai =
∪n

i=1Bi で、Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j) であ

るから、定義 1.2 (ii) と (1)より、P (
∪n

i=1Bi) =
∑n

i=1 P (Bi) +
∑∞

i=n+1 P (∅) =
∑n

i=1 P (Bi).

(3) B1 = A, B2 = B\AとするとB = B1∪B2, B1∩B2 = ∅より (2)から、P (B) = P (B1)+P (B2) ≥ P (A).

(4) B ∪Bc = Ω, B ∩Bc = ∅ より、定義 1.2 (i) と (2)により、P (B) + P (Bc) = P (Ω) = 1となり従う。

(5) B1 = A ∩ B,B2 = A ∩ Bc, B3 = Ac ∩ B とおくと、B1, B2, B3 は互いに排反であるから、(2)により

A = B1∪B2からP (A) = P (B1)+P (B2), B = B1∪B3からP (B) = P (B1)+P (B3), A∪B = B1∪B2∪B3

から P (A ∪B) = P (B1) + P (B2) + P (B3). よって、与式は従う。 �

定理 1.3 A1, A2, . . . ∈ Bに対し P (
∪∞

n=1An) ≤
∑∞

n=1 P (An).

証明: B1 = A1, B2 = A2\A1, . . . , Bn = An\(
∪n−1

k=1 Ak) とおくと、B1, B2, . . . は互いに排反で
∪∞

n=1Bn =∪∞
n=1An. よって、定義 1.2 (ii)により、

P (
∞∪

n=1

An) = P (
∞∪

n=1

Bn) =
∞∑

n=1

P (Bn) ≤
∞∑

n=1

P (An).

ここで、最後の不等式は An ⊂ Bn と定理 1.2(3)を用いた。 �

定理 1.4 (Ω,B, P )を確率空間、{Bn} ⊂ Bとする。

(1) B1 ⊂ B2 ⊂ · · · ⊂ Bn ⊂ · · · =⇒ P (
∪∞

n=1Bn) = lim
n→∞

P (Bn).

(2) B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn ⊃ · · · =⇒ P (
∩∞

n=1Bn) = lim
n→∞

P (Bn).

証明: (1) A1 = B1, An = Bn\
∪n−1

k=1 Bk (n ≥ 2) とおくと、A1, A2, . . . は互いに排反で
∪n

k=1Ak = Bn

(n ∈ N),
∪∞

k=1Ak =
∪∞

n=1Bn. よって、定義 1.2 (ii), 定理 1.2 (2) により、

P (

∞∪
n=1

Bn) = P (

∞∪
k=1

Ak) =

∞∑
k=1

P (Ak) = lim
n→∞

n∑
k=1

P (Ak) = lim
n→∞

P (

n∪
k=1

Ak) = lim
n→∞

P (Bn).

(2) Bc
1 ⊂ · · · ⊂ Bc

n ⊂ · · · であるから、定理 1.2 (4), de Morganの法則と前半より

P (
∞∩

n=1

Bn) = 1−P (
( ∞∩
n=1

Bn

)c
) = 1−P (

∞∪
n=1

Bc
n) = 1− lim

n→∞
P (Bc

n) = lim
n→∞

(1−P (Bc
n)) = lim

n→∞
P (Bn). �
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問 1.1 (教科書 p.9 演習問題 A6) Ωを集合としAをその部分集合族とする。Aを含む Ω上の σ集合族は

いくつもある。これに indexを付け、Bλ (λ ∈ Λ) と表す。このとき、次が成り立つ。

(1)
∩

λ∈Λ Bλ は σ集合族である。

(2)
∩

λ∈Λ Bλ は Aを含む σ集合族の中で最小の σ集合族である。

証明: (1) は演習問題とする。(2) まず、Aを含む Ω上の σ 集合族として、Ωのべき集合があることに注

意する (よって Λは空ではない)。(1)より、F :=
∩

λ∈Λ Bλ が Aを含む σ集合族の中で最小であることを

示せばよい。今、F より小さい (真部分集合となる)、Aを含む σ集合族B0 があったとする。B0 は Aを
含む σ集合族なので、Bλのいずれかである。従って、B0 ⊃

∩
λ∈Λ Bλ = F であるが、これはB0が F の

真部分集合であることに矛盾する。 �

1.3 条件付確率と事象の独立

確率空間 (Ω,B, P )において C ∈ B, P (C) > 0のとき、次のように定める。

P (A|C) := P (A ∩ C)
P (C)

(A ∈ B)

定理 1.5 P ( · |C)は可測空間 (Ω,B)上の確率測度である。

証明: 定理 1.2 (3)より 0 ≤ P (A ∩ C) ≤ P (C)となり、0 ≤ P (A|C) ≤ 1. 定義 1.2 (i)は明らか。(ii)は

{An} ⊂ Bが互いに排反であれば、Bn = An ∩ C とすると Bn ∈ Bで Bm ∩ Bn = Am ∩ An ∩ C = ∅
(m ̸= n) より、

P (
∞∪

n=1

An|C) =
P (
(∪∞

n=1An

)
∩ C)

P (C)
=
P (
∪∞

n=1Bn)

P (C)
=

∑∞
n=1 P (Bn)

P (C)
=

∞∑
n=1

P (An ∩ C)
P (C)

=
∞∑

n=1

P (An|C).�

定義 1.3 P (A|C)を事象 C が与えられたときの A ∈ Bの条件付確率という。また、P ( · |C)を C が与え

られたときの条件付確率測度という。

例 1.2 N 人のクラスでNA 人が近視で、そのうち女子がNAB 人であった。このクラスの女子はNB 人で

あるが、無作為に女子を一人選び、その学生が近視である確率を考える。

Aをクラスの一人を選び近視である事象、Bをクラスの一人を選び女子である事象とする。このとき、求

める確率は P (A|B)とあらわされる。ここで、P (A ∩B) = NAB/N , P (B) = NB/N であるから、

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
=
NAB/N

NB/N
=
NAB

NB
.

定理 1.6 次が成り立つ。

(1) (乗法公式) P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) > 0, Ai ∈ B (i = 1, 2, . . . , n) のとき

P (A1 ∩A2 ∩ · · · ∩An) = P (A1)P (A2|A1) · · ·P (An|A1 ∩ · · · ∩An−1)

(2) (全確率の公式) {An} ⊂ B を Ω の分割、即ち、{An} は互いに排反で P (An) > 0 (n ∈ N) かつ

Ω =
∪∞

n=1An を満たすとする。このとき、

P (A) =
∞∑
i=1

P (Ai)P (A|Ai) (A ∈ B)

(3) (Bayesの定理) {An} ⊂ Bを Ωの分割とする。このとき、B ∈ Bで P (B) > 0なるものに対して次

が成立する。

P (Ak|B) =
P (Ak)P (B|Ak)∑∞

n=1 P (An)P (B|An)
.
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注意 1.1 定理 1.6 (2), (3)は Ωが有限個の A1, . . . , AN ∈ B によって分割されている場合にも成立する。

証明は、定義 1.2 (ii) のかわりに定理 1.2 (2) を用いることで、全く同様にできる。

証明: (1) P (A ∩ C) = P (A|C)P (C)に注意する。これを繰り返し用いて、
(右辺)= P (A1 ∩ · · · ∩ An−1)P (An|A1 ∩ · · ·An−2 ∩ An−1) = P (A1 ∩ · · · ∩ An−2)P (An−1|A1 ∩ · · · ∩
An−2)P (An|A1 ∩ · · · ∩An−1) = · · · =(左辺).

(2) (右辺)=
∞∑

n=1

P (An)
P (B ∩An)

P (An)
= P (

∞∪
n=1

(B ∩An)) = P (B ∩
∞∪

n=1

An) = P (B ∩ Ω) = P (B).

ここで、第 2の等号はm ̸= nであれば (B ∩Am)∩ (B ∩An) = B ∩Am ∩An = ∅より {B ∩An}は互いに
排反であることに注意し定義 1.2 (ii) を適用した。

(3) (右辺)=
P (Ak)

P (B∩Ak)
P (Ak)

P (B)
=
P (B ∩Ak)

P (B)
= P (Ak|B). ここで、第 1の等号は (2)を用いた。 �

例題 1.1 ある病気の判定薬があり、病気の人に対して 98%の確率で陽性反応 (病気であると判定)を示し、

健康者に対して 2%の確率で陽性反応を示す。この病気の罹病率は 1%であるとする。ある人がこの判定薬

で陽性反応がでたとき、この人が本当にその病気に罹っている確率を求めよ。

解: Aをその病気に罹っている事象、B を陽性反応を示す事象とすると。病気の人に対して 98%の確率で

陽性反応を示すから P (B|A) = 0.98. 健康者に対して 2%の確率で陽性反応から P (B|Ac) = 0.02. また、こ

の病気の罹病率は 1%より P (A) = 0.01. 求める確率は P (A|B)である。以上の式より、

P (A|B) =
P (A)P (B|A)

P (A)P (B|A) + P (Ac)P (B|Ac)
=

0.01 · 0.98
0.01 · 0.98 + 0.99 · 0.02

=
49

49 + 99
=

49

148
(= 0.331...) �

定義 1.4 (1) P (A ∩B) = P (A)P (B) (A,B ∈ B) のとき、事象 Aと Bは独立であるといい、A⊥⊥Bと

表わす。

(2) 事象の列 {Bn} ⊂ B (有限個でも無限個でもよい) に対し、その任意の有限部分列 Bn1 , Bn2 , . . . , Bnl

が、

P (Bn1 ∩Bn2 ∩ · · · ∩Bnl
) = P (Bn1)P (Bn2) · · ·P (Bnl

) (1.1)

を満たすとき、事象の列 {Bn}は独立であるという。

定理 1.7 (1) A,B ∈ Bとし P (B) > 0のとき、A⊥⊥B ⇐⇒ P (A|B) = P (A).

(2) 事象の列B1, B2, . . . , Bnが独立であれば、任意の k = 1, . . . , nに対して、Bc
1, . . . , B

c
k, Bk+1, . . . , Bnも

独立となる。

証明: (1) 独立の定義から明らか。(2) B1, B2, . . . , Bnが独立ならば、Bc
1, B2, . . . , Bnも独立となることを

示せばよい。実際、これより B2, B3, . . . , Bn, B
c
1 が独立となるから、B

c
2, B3, . . . , Bn, B

c
1 は独立となり、こ

れを繰り返すことで主張を得る。

このため任意の 1 ≤ n1 < n2 < · · · < nl ≤ nに対し (1.1)に相当する式を示せばよが、n1 ≥ 2の場合は

Bc
1 が関与しないため (1.1)は明らかに成り立つ。n1 = 1の場合:

P (Bc
1 ∩Bn2 ∩ · · · ∩Bnl

) = P (Bc
1)P (Bn2) · · ·P (Bnl

) (1.2)

を示せばよい。まず、

P (B1 ∩Bn2 ∩ · · · ∩Bnl
) + P (Bc

1 ∩Bn2 ∩ · · · ∩Bnl
) = P (Bn2 ∩ · · · ∩Bnl

)

に注意する。ここで、B1, B2, · · · , Bn の独立性を用いると

P (B1 ∩Bn2 ∩ · · · ∩Bnl
) = P (B1)P (Bn2) · · ·P (Bnl

), P (Bn2 ∩ · · · ∩Bnl
) = P (Bn2) · · ·P (Bnl

)

となる。よって、

P (Bc
1 ∩Bn2 ∩ · · · ∩Bnl

) = {1− P (B1)}P (Bn2) · · ·P (Bnl
) = P (Bc

1)P (Bn2) · · ·P (Bnl
). �
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注意 1.2 (1) 事象A,B,C に対し、2つの事象の組すべてが独立であっても、A,B,C が独立であるとは限

らない。

実際、Ω = {1, 2, 3, 4}, P ({k}) = 1/4 (k = 1, 2, 3, 4) において、A = {1, 2}, B = {1, 3}, C = {2, 3} とお
くと、P (A) = P (B) = P (C) = 1/2, P (A ∩ B) = P (A ∩ C) = P (B ∩ C) = 1/4となるから、どの２つの

事象も独立となる。

一方、A∩B ∩C = ∅であるから、0 = P (A∩B ∩C) ̸= P (A)P (B)P (C) = 1/8 となり、A,B,C は独立

とならない。 �
(2) P (A ∩B ∩ C) = P (A)P (B)P (C)であっても、A⊥⊥B, B ⊥⊥ C, C ⊥⊥Aは必ずしも成立しない。

実際、Ω = {1, 2, 3, 4}, P ({1}) =
1√
2
− 1

4
, P ({2}) =

3

4
− 1√

2
, P ({3}) = P ({4}) = 1/4 において、

A = {1, 2}, B = {2, 3}, C = {2, 4} とおくと、P (A ∩ B ∩ C) = P ({2}) =
3

4
− 1√

2
= P (A)P (B)P (C)

となるが、P (A ∩ B) = P ({2}) = 3

4
− 1√

2
, P (A)P (B) =

1

2

(
1 − 1√

2

)
となる。P (B ∩ C) ̸= P (B)P (C),

P (A ∩ C) ̸= P (A)P (C)も同様。 �

2 確率変数

2.1 確率変数の定義

可測空間 (Ω,B)において、Ω上の実数値関数X : Ω → Rが ∀a ∈ Rに対して

{ω;X(ω) ≤ a} ∈ B

を満たすときX を (Ω,B)上の確率変数という。

例 2.1 1回のコイン投げでは、Ω = {H,T}, B = 2Ω = {∅, {H}, {T}, {H,T}}であった。このとき、

X(ω) =

{
1 (ω = H)

0 (ω = T )
とすると、{ω;X(ω) ≤ a} =


Ω (1 ≤ a)

{T} (0 ≤ a < 1)

∅ (a < 0)

となるので、

∀a ∈ Rに対して {ω;X(ω) ≤ a} ∈ Bがわかる。従って、X は確率変数である。

定理 2.1 X は (Ω,B)上の確率変数 ⇐⇒ ∀a ∈ Rに対して {ω;X(ω) < a} ∈ B.

証明: (=⇒) {ω;X(ω) < a} =

∞∪
n=1

{ω;X(ω) ≤ a− 1

n
}より従う。

(⇐=) {ω;X(ω) ≤ a} =

∞∩
n=1

{ω;X(ω) < a+
1

n
}と定理 1.2 (2)より従う。 �

ここで、σ集合族の定義から

{ω;X(ω) ≤ a} ∈ B ⇐⇒ {ω;X(ω) > a} ∈ B,

{ω;X(ω) < a} ∈ B ⇐⇒ {ω;X(ω) ≥ a} ∈ B.

これと定理 2.1より、一般に次が成立する。

定理 2.2 X は (Ω,B)上の確率変数 ⇐⇒ 任意の区間 I に対して {ω;X(ω) ∈ I} ∈ B.

証明: (⇐=)は明らか。(=⇒)について、I = (−∞, b), (−∞, b], (a,∞), [a,∞)の場合はすでに示した。I =

(a, b), [a, b], (a, b], [a, b)の場合に {ω;X(ω) ∈ I} ∈ Bを示せばよい。例えば、I = (a, b)のときは、

{ω;X(ω) ∈ (a, b)} = {ω;X(ω) < b} ∩ {ω;X(ω) > a}

より従う。他は演習問題とする。 �
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2.2 可測関数と確率変数

問 1.1より、R上の区間 (a, b]全体からなる集合を含む最小の σ集合族が存在する。この集合族をRの

Borel集合族といい、B(R)と表す。Borel集合族に属する集合を Borel集合という。すべての区間は Borel

集合となることが定理 2.2などと同様に証明できる。

補題 2.1 可測空間 (Ω,B)において、関数X : Ω → Rによって与えられるRの部分集合族{A ⊂ R;X−1(A) ∈
B}は σ集合族である。ただし、X−1(A) = {ω ∈ Ω;X(ω) ∈ A}とする。

証明: X−1(R) = Ω, X−1(Ac) = (X−1(A))c, X−1(
∪∞

n=1An) =
∪∞

n=1X
−1(An) となることを示せば、容

易に証明できるので演習問題とする。 �

定理 2.3 X が (Ω,B)上の確率変数 ⇐⇒ 任意の Borel集合 B ∈ B(R)に対して {ω;X(ω) ∈ B} ∈ B.

証明: (⇐=) B = (−∞, a]ととれば明らか。

(=⇒) X を確率変数とし、A = {A ⊂ R;X−1(A) ∈ B}とおく。定理 2.2より (a, b] ∈ Aであり、補題 2.1

より σ 集合族である。従って、B(R)は区間 (a, b]全体からなる集合族を含む最小の σ 集合族であるから

A ⊃ B(R)となる。よって B ∈ B(R)なら B ∈ Aとなり、X−1(B) ∈ Bを得る。 �

定義 2.1 可測空間 (R,B(R))において、関数 f : R → Rが任意の a ∈ Rに対して {x; f(x) ≤ a} ∈ B(R)

を満たすとき、f は (R,B(R))上の可測関数であるという。

注意 2.1 f が (R,B(R))上で可測であることは、f が (R,B(R))上の確率変数であることは同値である。

定理 2.4 連続関数 f : R → Rが (R,B(R))上の可測関数である。また。高々可算個の点を除いて連続な

関数も (R,B(R))上の可測関数である。

証明: f は連続なので ∀a ∈ Rに対して {x; f(x) < a}は開集合となる。よって、Gが開集合ならG ∈ B(R)

を示せばよい。これは、任意の x ∈ Gに対して δx > 0を (x− δx, x+ δx) ⊂ Gととれば、有理数の集合Qは

可算集合で、
∪

x∈G∩Q(x− δx, x+ δx) = Gとなるから従う。次に、Df は高々可算個の点からなる集合で、f

はR\Df で連続とする。∀a ∈ Rに対して、Ca,1 := {x ∈ Df ; f(x) < a}は高々可算なのでこれは Borel集

合。また、Ca,2 := {x ∈ R\Df ; f(x) < a}は開集合 Gを用いて C2,a = G\Df と表せる。実際、∀x ∈ Ca,2

に対して、δ′x > 0を y ∈ (x− δ′x, x+ δ′x)\Df ならば |f(y)− f(x)| < f(a)− f(x)となるように選べば、こ

のとき f(y) < f(a)なので (x− δ′x, x+ δ′x)\Df ⊂ Ca,2. よって、G =
∪

x∈Ca,2
(x− δ′x, x+ δ′x)とおくと、G

は開集合で、Ca,2 = G\Df と表せるので Ca,2 ∈ B(R).よって、{x; f(x) < a} = Ca,1 ∪ Ca,2 ∈ B(R). �

定理 2.5 X が (Ω,B)上の確率変数、f : R → Rが (R,B(R))上の可測関数のとき、f(X(ω))は (Ω,B)

上の確率変数である。

証明: ∀a ∈ Rとし、B = {x; f(x) ≤ a}とおくと、f は可測だから B ∈ B(R). よって、定理 2.3により

{ω; f(X(ω)) ≤ a} = {ω;X(ω) ∈ B} ∈ Bを得る。 �

例 2.2 定理 2.4、定理 2.5より、Xが確率変数であるとき aX+ b (a, bは定数), Xa,
√
X, logX, eX , cosX

などは、すべて確率変数である。

2.3 分布関数

定義 2.2 確率空間 (Ω,B, P )上の確率変数X に対して、F (x) = P (X ≤ x) = P ({ω;X(ω) ≤ x})で定義さ
れる関数 F : R → [0, 1]を確率変数X の分布関数という。
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{ω;X(ω) ≤ a}を単に {X ≤ a}と書くことが多い。以下このような略した書き方を用いる。また、確率
変数X を明示したいときは FX(x)と表す。

定理 2.6 P (a < X ≤ b) = F (b)− F (a), a, b ∈ R (a < b)

証明: A = {X ≤ a}, B = {a < X ≤ b}とすると、A ∩B = ∅, A ∪B = {X ≤ b}より、
F (b) = P (A ∪B) = P (A) + P (B) = F (a) + P (a < X ≤ b). �

定理 2.7 F (x)を確率変数X の分布関数とする。このとき、次が成立する。

(1) F は単調非減少である、即ち、x < yならば F (x) ≤ F (y).

(2) 右連続関数である、即ち、F (a+ 0) := lim
x→a+0

F (x) = F (a) (∀a ∈ R).

(3) F (−∞) := lim
x→−∞

F (x) = 0, F (∞) := lim
x→∞

F (x) = 1.

証明: (1) x < yより {X ≤ x} ⊂ {X ≤ y}. 従って、定理 1.2 (3) により F (x) = P (X ≤ x) ≤ P (X ≤ y) =

F (y)を得る。

(2) {an}を単調減少で aに収束する任意の数列とし、Cn = {X ≤ an}とおく。このとき、
∩∞

n=1 Cn =

{X ≤ a}となる。実際、「⊃」は ∀nで Cn ⊃ {X ≤ a}だから明らか。ω ∈ {X > a}とすると X(ω) > a

で an → a + 0 (n → ∞) より、ある N があって n ≥ N =⇒ an − a < X(ω) − a, これより X(ω) > aN ,

即ち ω /∈ CN ⊃
∩∞

n=1 Cn となり「⊂」が従う。よって、{Cn}は単調減少あったらから、定理 1.4 (2)より

lim
n→∞

F (an) = lim
n→∞

P (Cn) = P (X ≤ a) = F (a)となる。

(3) {xn}を単調減少で−∞に発散する任意の数列とする。このときBn = {X ≤ xn}とおくと、{Bn}は単
調減少な事象の列で、また X は実数値なので、

∩∞
n=1{X ≤ xn} = ∅. 従って、定理 1.4 (2)と命題 1.2 (1)

により、 lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

P (Bn) = P (∅) = 0となり、前半の主張を得る。後半は、{xn}を単調増加で
∞に発散する任意の数列とし、定理 1.4 (1)と P (Ω) = 1となることを用いれば、同様に証明できる (演習

問題とする)。 �

注意 2.2 関数 F : R → Rが定理 2.7の条件 (1), (2), (3)を満たせば、F (x)を分布関数としてもつ確率変

数X が存在することが知られている。

定義 2.3 確率空間 (Ω,B, P )上の確率変数X に対して、P (X ∈ E) = 1となる高々可算個の元からなる集

合 E ⊂ Rが存在するとき、X を離散型確率変数という。

ここで、高々可算個の元からなる集合 E は Borel集合である。実際、一点からなる集合 {x}は {x} =∩∞
n=1

(
x− 1

n
, x
]
となるから Borel集合である。よって、定義 1.1 (iii) により E は Borel集合となる。

以下、確率変数X がとりうるのは可算個の値 x1, x2, . . .であるとして説明する。(有限個の場合も同様で

ある。)

このとき、p(xi) = P (X = xi) (i ∈ N) とすると、このとき

p(xi) > 0 (i ∈ N),
∞∑
i=1

p(xi) = 1

が成立する。この pを確率変数X の確率関数という。また、次のように表すとわかりやすい:(
x1 x2 · · · xn · · ·
p(x1) p(x2) · · · p(xn) · · ·

)
または

X x1 x2 · · · xn · · ·
P p(x1) p(x2) · · · p(xn) · · ·

これを確率変数X の分布列という。この場合、分布関数は

F (x) = P (X ≤ x) =
∑

k:xk≤x

p(xk)

で与えられる。これは、不連続点だけで増加する関数で、p(xi) = F (xi)− F (xi − 0)となる。離散型確率

変数の分布関数を離散型分布関数という。
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離散型分布の例

(a) 二項分布

歪んだコイン投げの試行のように、事象 Aの起こる確率が p, 事象 Aが起こらない確率が q := 1 − pとな

る試行 (Bernoulli試行という)を n回行うとき、事象 Aの出現回数をX とする。このとき、X のとり得る

値は 0, 1, . . . , nで

b(k;n, p) := P (X = k) =

(
n

k

)
pkqn−k (k = 0, 1, . . . , n)

であり、この分布関数は x < 0のとき F (x) = 0, x ≥ 0のとき

F (x) =

[x]∑
k=0

(
n

k

)
pkqn−k

となる。x ≥ nのとき F (x) = 1となる (二項定理による)。この分布を二項分布 B(n, p)という。また、確

率変数X がこのような分布を持つときX は B(n, p)に従うといいX ∼ B(n, p)とかく。

(b) 負の二項分布

(a)と同様な事象 Aの起こる確率が pとなる Bernoulli試行を、Aが n回出現するまで反復するとき、余事

象 Acが出現する回数を Y とする。このとき、Y のとり得る値は 0, 1, . . .で、Y = kとなるとき、n+ k回

の試行で事象 Aは最後を除いて n− 1回、余事象 Ac は k回出現するので、

P (Y = k) =

(
n+ k − 1

k

)
pnqk (k = 0, 1, . . .) (2.1)

となる。ここで、(
n+ k − 1

k

)
=

(n+ k − 1)(n+ k − 2) · · · (n+ 1)n

k!

= (−1)k
(−n)(−n− 1) · · · (−n− k + 1)

k!
= (−1)k

(
−n
k

)

となるので、(2.1)は

P (Y = k) =

(
−n
k

)
pn(−q)k (k = 0, 1, . . .)

と表される。これより、この分布を負の二項分布NB(n, p)という。(この分布は nが自然数でないときも定

義できる。) ここで、(1 + x)α の Taylor展開式 (1 + x)α =
∑∞

k=0

(
α
k

)
xk (−1 < x < 1) により

lim
y→∞

F (y) = lim
y→∞

P (Y ≤ y) =
∞∑
k=0

P (Y = k) = 1

となることが証明できる。(演習問題とする。)

(c) 幾何分布

事象 Aの起こる確率が pとなる Bernoulli試行の反復においてを、Aが初めて出現するまでの Acの出現回

数をX とすると、X のとり得る値は 0, 1, 2, . . .であり、このときの分布は幾何分布といい、

G(k; p) := P (X = k) = qkp (k = 0, 1, 2, . . .)

である。容易にわかるように P (X ≥ k) =
∑∞

l=k P (X = l) = qk となる。また、

P (X = k + s|X ≥ k) = P (X = s) (s, k = 0, 1, 2, . . .)
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となる。実際、

(左辺) =
P ({X = k + s} ∩ {X ≥ k})

P (X ≥ k)
=
P (X = k + s)

P (X ≥ k)
=
qk+sp

qk
= qsp = P (X = s)

となるからである。

(d) Poisson分布

λ > 0とする。確率変数X が非負整数値で、その確率関数が

P (X = k) =
λk

k!
e−λ (k = 0, 1, . . .) (2.2)

で与えられるとき、この確率変数X は母数 λの Poisson分布 Po(λ)に従うという。ex =
∑∞

k=0
xk

k! (x ∈ R)

に注意すれば、
∞∑
k=0

P (X = k) = 1がわかる。Poisson分布は次の命題で見るように、一定時間間隔の事故

の件数などを表すと考ええられる。

問 2.1 各 n ∈ Nに対して、確率変数Xnは二項分布B(n, pn)に従うとする。ここで、pnは 0 < pn < 1お

よび lim
n→∞

npn = λ > 0を満たすとする。このとき、{Xn}は Poisson分布を近似している、即ち、次が成

立する。

lim
n→∞

P (Xn = k) =
λk

k!
e−λ (k = 0, 1, . . .)

証明: P (X = k) = 1
(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

) (npn)k
k!

{(
1− npn

n

)n}1− k
n → λk

k!
e−λ (n→ ∞) �

定義 2.4 F (x)を、確率空間 (Ω,B, P )上の確率変数 X の分布関数とする。(R,B(R))上の非負可測関数

f(x)が存在して

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt (∀x ∈ R)

と表せるとき、F を絶対連続な分布関数, X を絶対連続型確率変数という。また、この f(x)をX の密度関

数 (density function) という。

注意 2.3 (1) X が絶対連続型なら F (x)は連続である。

(2) F (x)が xについて連続であっても、密度関数 f(x)が存在するとは限らない。(詳しくは関数解析学で

Cantor関数として勉強する。)

X が絶対連続型確率変数のとき、その密度関数 f(x)は

f(x) ≥ 0,

∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1

を満たす。また、xが f の連続点であれば
dF

dx
(x) = f(x)であり、P (X = a) = 0 (∀a ∈ R) であり、

P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

f(t) dt (a < b)

となる。

絶対連続型分布の例

(a) 一様分布

確率変数X の密度関数 f あるいは分布関数 F が

f(x) =

{
1

b−a (a < x < b)

0 (x ≤ a または b ≤ x)
F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =


0 (x ≤ a)

x−a
b−a (a < x ≤ b)

1 (b < x)
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で与えられるとき、確率変数X は区間 (a, b)上の一様分布 U(a, b) に従うという。

(b) 指数分布 (教科書と異なる)

λ > 0とする。確率変数X の密度関数 f(x)あるいは分布関数 F (x)が次で与えられるとき、この分布を指

数分布 Ex(λ)という。

f(x) =

{
λe−λx (x ≥ 0)

0 (x < 0)
F (x) =

{
1− e−λx (x ≥ 0)

0 (x < 0)

指数分布は事故などの Poisoon事象が生起する時間間隔の分布として広く用いられている。

(c) 正規分布

µ ∈ R, σ > 0とする。次の密度関数をもつ分布を正規分布 (normal distribution)という。

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 (2.3)

この正規分布を記号N(µ, σ2)で表す。このとき、分布関数は

F (x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 dt

となる。ここで、
∫ ∞

−∞
f(t) dt = 1に注意する。これは、

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√
2π

である (これは微分積分学で習ったように、重積分に帰着し極座標を用いれば証明できる)から、z = x−µ
σ

とおくと、dx = σ dzで x
z

∣∣−∞→∞
−∞→∞ より、∫ ∞

−∞

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

z2

2 dz =
1√
2π

·
√
2π = 1.

正規分布 N(µ, σ2)において、特に µ = 0, σ = 1のとき、この正規分布 N(0, 1)を標準正規分布という。

この密度関数と分布関数をそれぞれ ϕ(x), Φ(x)とすると、

ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 , Φ(x) =

∫ x

−∞

1√
2π
e−

t2

2 dt

N(µ, σ2)に従う確率変数 X に対して、Z = (X − µ)/σとし、z = x−µ
σ とおくと、変数変換 s = t−µ

σ を施

すことで

P (X ≤ x) =

∫ x

−∞

1√
2πσ

e−
(t−µ)2

2σ2 dt =

∫ z

−∞

1√
2π
e−

s2

2 ds = Φ(z),

即ち、Z = (X−µ)/σは標準正規分布に従う。これより、P (a ≤ X ≤ b)などは、性質 P (X ≤ x) = Φ(x−µ
σ )

と標準正規分布表 (教科書 p.163)を利用して計算できる。Φ(−z) = 1− Φ(z) (z > 0)にも注意する。

例えば、確率変数X が N(1, 42)に従うとき P (0 ≤ X ≤ 5)を求めるには、Z = X−1
4 とし、

P (0 ≤ X ≤ 5) = P
(0− 1

4
≤ Z ≤ 5− 1

4

)
= P (−0.25 ≤ Z ≤ 1) = Φ(1)− Φ(−0.25)

= 1− (1− Φ(1))− (1− Φ(0.25)) = 1− 0.1587− 0.4013 = 0.4400

となる。

正規分布は中心極限定理で現れる分布で、偏差値など日常幅広く活用されている。
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2.4 多次元確率変数

教科書と番号が異なる。

定義 2.5 X1(ω), . . . , Xn(ω)を確率空間 (Ω,B, P )上の確率変数とするとき、

X(ω) = (X1(ω), . . . , Xn(ω)) (2.4)

を n次元確率変数または n次元確率ベクトルという。ここに、X = (X1, . . . , Xn)とも略記される。

定義 2.6 任意の (x1, . . . , xn) ∈ Rn に関し、(2.4)の多次元確率変数X = (X1, . . . , Xn)の同時分布関数を

次式で定義する。

FX(x1, x2, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn).

注意 2.4 P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn)は P ({X1 ≤ x1} ∩ {X2 ≤ x2} ∩ · · · ∩ {Xn ≤ xn})を表す。
今後もこのように “∩”を略した記号を用いる。

n次元 Borel集合族を問 1.1を用いて次のように定義する。

定義 2.7 Rn のすべての開区間 (a1, b1) × (a2, b2) × · · · × (an, bn), ai < bi, i = 1, 2, · · · , n, を含む最小
の σ集合族を、n次元 Borel集合族といい、B(Rn)と表す。B(Rn)の元を Borel集合という。また、関数

φ : Rn → Rが任意の B ∈ B(R)に対して、φ−1(B) ∈ B(Rn)を満たすとき、φは (Rn,B(Rn))上の可測

関数、あるいは、単に Borel可測であるという。

原理的には、任意の B ∈ B(R)に対して P ((X1, . . . , Xn) ∈ B)の値は FX(x1, x2, . . . , xn)から定まる。

例えば、2次元の場合、B = (a1, b1]× (a2, b2]の場合、B =
∩∞

n=1

(
a1, b1 +

1

n

)
×
(
a2, b2 +

1

n

)
より Borel集

合であることに注意する。このとき、

P (a1 < X1 ≤ b1, a2 < X2 ≤ b2) = P (a1 < X1 ≤ b1, X2 ≤ b2)− P (a1 < X1 ≤ b1, X2 ≤ a2)

= P (X1 ≤ b1, X2 ≤ b2)− P (X1 ≤ a1, X2 ≤ b2)− {P (X1 ≤ b1, X2 ≤ a2)− P (X1 ≤ a1, X2 ≤ a2)}

= FX(b1, b2)− FX(a1, b2)− FX(b1, a2) + FX(a1, a2)

を得る。

次の定理は定理 2.5の拡張である。証明は省略する。

定理 2.8 X1, . . . , Xn が (Ω,B)上の確率変数、f : Rn → Rが (Rn,B(Rn))上の可測関数のとき、

f(X1(ω), · · · , Xn(ω))は (Ω,B)上の確率変数である。

定理 2.7と同様に次が成り立つ。証明は省略する。

命題 2.1 (1) 各変数 xj ごとに分布関数 FX(x1, x2, . . . , xn)は非減少な右連続関数である。

(2) FX(x1, . . . ,−∞, . . . , xn) := lim
xj→−∞

FX(x1, . . . , xj , . . . , xn) = 0.

また、FX(∞, . . . ,∞) := lim
x1,··· ,xn→∞

FX(x1, . . . , xn) = 1.

多次元確率変数X = (X1, . . . , Xn)において、

P (Xj ≤ xj) = FX(∞, · · · ,∞, xj ,∞, · · · ,∞)

をXj の 1次元周辺分布という。同様に、多次元周辺分布も定義される。

一次元の場合同様に離散分布, 絶対連続分布を以下のように定義する。

(1) 高々可算個の点からなる集合 D ⊂ Rn があって、P ((X1, . . . , Xn) ∈ D) = 1となる場合、この多次

元確率変数を離散型という。
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(2) Rn 上の可測関数 f(x1, . . . , xn)が存在して

FX(x1, . . . , xn) =

∫ xn

−∞

∫ xn−1

−∞
· · ·
∫ x1

−∞
f(t1, t2, . . . , tn) dt1dt2 · · · dtn

と表せるとき、F を絶対連続な分布関数, X = (X1, . . . , Xn)を絶対連続型確率変数という。また、こ

の f(x1, . . . , xn)をX の同時密度関数という。

絶対連続型確率変数 (X1, . . . , Xn)に対し、Xiの周辺分布は絶対連続型となり、その密度関数は他の座標

をすべてRで積分してしまうことで得られる。実際、j = 1のとき証明すると

P (X1 ≤ x) = P (X ≤ x1, X2 ∈ R, . . . , Xn ∈ R) =

∫ x1

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(t1, t2, . . . , tn) dtn · · · dt2dt1

より、X1 の周辺密度関数 fX1 は

fX1(x) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(x, t2, . . . , tn) dtn · · · dt2 (2.5)

となることがわかる。また、B ⊂ Rn が Borel集合のとき、

P ((X1, . . . , Xn) ∈ B) =

∫ ∫
· · ·
∫
B

f(t1, t2, . . . , tn) dt1dt2 · · · dtn (2.6)

となることが、(Lebesgue積分論を用いて)証明できる。

例 2.3 多次元確率変数とその分布を例示する。

(i) 多項分布

ある試行で対象とする事象A1, A2, . . . , ALがすべてで、互いに排反である、即ち、Ω =
∪L

j=1Aj , Ai∩Aj = ∅
(i ̸= j)とする。また、1回の試行で事象Aj が出現する確率を pj とし、この試行を n回反復して各事象Aj

の出現回数をXj (j = 1, . . . , L) とすれば、(X1, . . . , XL)の同時分布は次式で示される。

P (X1 = k1, X2 = k2, · · · , XL = kL) =
n!

k1!k2! · · · kL!
pk1
1 p

k2
2 · · · pkL

L

ただし、k1 + k2 + · · ·+ kL = nである。このような分布を多項分布という。

この多項分布に対しX1 の 1次元周辺分布が二項分布 B(n, p1)であることを示そう。

簡単のためL = 4として示す。一般の場合はそれを繰り返せばよい。X1 = k1, X2 = k2とするとX3+X4 =

n3 := n− k1 − k2 であるから、

P (X1 = k1, X2 = k2) =

n3∑
k3=0

P (X1 = k1, X2 = k2, X3 = k3, X4 = n3 − k3)

=
n!

k1!k2!n3!
pk1
1 p

k2
2

n3∑
k3=0

n3!

k3!(n3 − k3)!
pk3
3 p

n3−k3
4

=
n!

k1!k2!n3!
pk1
1 p

k2
2 (p3 + p4)

n3

最後の等式は二項定理を用いた。特に (X1, X2, X3 +X4)も多項分布となる。

P (X1 = k1) =

n−k1∑
k2=0

P (X1 = k1, X2 = k2)

=
n!

k1!(n− k2)!
pk1
1

n−k1∑
k2=0

(n− k1)!

k2!n3!
pk2
2 (p3 + p4)

n3

=
n!

k1!(n− k1)!
pk1
1 (p2 + p3 + p4)

n−k1 =

(
n

k1

)
pk1
1 (1− p1)

n−k1

3つ目の等号は n3 = n− k1 − k2, 最後の等号は p1 + p2 + p3 + p4 = 1を用いた。 �
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(ii) 多次元正規分布

µ = (µ1, . . . , µn)と n次正定値対称行列Σ = (σij)に対して、n次元確率変数X = (X1, . . . , Xn)が次の密

度関数をもつとき、この分布を n次元正規分布 N(µ′,Σ) という。

f(x1, . . . , xn) =
1

(2π)n/2(detΣ)1/2
e−

1
2 (x−µ)Σ−1(x−µ)′

ここに、x = (x1, . . . , xn)とし、x′ は xの転置 (この場合縦ベクトル)を表す。

これがRn 上で積分すれば 1となることは次のように示すことが出来る。

Σは正定値対称行列なので、線形代数の対角化に関する定理から、直交行列 P と対角成分がすべて正の

対角行列 D = (dij)がとれて、P ′ΣP = D とできる。ここで、y = (y1, . . . , yn) = (x − µ)P とすると、

D−1 = (P ′ΣP )−1 = P ′Σ−1P より

(x− µ)Σ−1(x− µ)′ = yP ′Σ−1Py′ = yD−1y′ =

n∑
j=1

1

djj
y2j

で、ヤコビアンは ∂y
∂x = detP = ±1, detΣ = detD =

∏n
j=1 λjj なので、∫

· · ·
∫
Rn

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn =

n∏
j=1

∫ ∞

−∞

1

(2πdjj)1/2
e
− 1

2

y2
j

djj dyj = 1

となる。 �

2.5 条件付き確率分布

この節では確率変数で条件付けをした分布について、離散型確率変数の場合と絶対連続型確率変数の場

合に定義する。一般の確率変数について条件付け確率分布を定義するためには、Lebesgue積分論のRadon-

Nikodymの定理を必要とするのでこの授業では取り扱わない。

ここでは、簡単のため (X,Y )を 2次元確率変数として、条件付き分布 P (Y ∈ A|X = x)を定義する。

(i) X の周辺分布が離散型の場合

X のとり得る値が {x1, x2, . . .}とすると、P (X = xj) > 0 (∀j) となることに注意する。この場合、

P (Y ∈ A|X = xj) =
P (X = xj , Y ∈ A)

P (X = xj)

と定め、これを X = xj の条件下での Y の条件付き確率分布という。ただし、P (X = x) = 0となる xで

は定義しないものとする。

(ii) X の周辺分布が絶対連続型の場合

この場合 P (X = x) = 0 (∀x)であるから工夫が必要となる。
X の周辺密度関数を fX(x)とする。(式 (2.5)のように定義される。) ここでは、簡単のため xは fX(x)

の連続点で fX(x) > 0となるときに考える。P (Y < y|X = x)を次のように定義する。

P (Y ∈ A|X = x) = lim
δ→+0

P (Y ∈ A|x ≤ X < x+ δ)

と定める。このとき、ξk = a+ k
n (b− a)とすることで、∫ b

a

P (Y ∈ A|X = x)fX(x) dx = lim
n→∞

n∑
k=1

P (Y ∈ A|ξk−1 ≤ X < ξk)

∫ ξk

ξk−1

fX(x) dx = P (Y ∈ A, a ≤ X < b)
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となることに注意する。次に、(X,Y )は絶対連続型で f(x, y)をその同時密度関数とする。このとき、

P (Y < y|x ≤ X < x+ δ) =
P (Y < y, x ≤ X < x+ δ)

P (x ≤ X < x+ δ)
=

∫ x+δ

x

∫ y

−∞ f(s, t) dtds∫ x+δ

x
fX(s)ds

ここで、分母分子を δで割り δ → +0とすることで、微分積分学の基本定理により

P (Y < y|X = x) =

∫ y

−∞ f(x, t) dt

fX(x)

を得る。これより、条件X = xの下での Y の分布は絶対連続型で、その密度関数 fY |X(y|x)が

fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
(2.7)

となることがわかった。fY |X(y|x)を条件X = xの下での Y の条件付き密度関数という。 �

例 2.4 (X,Y )を 2次元正規分布N(

(
µ1

µ2

)
,Σ =

(
σ11 σ12

σ12 σ22

)
)に従うとする。ただし、Σは正定値であっ

たから、det(λI −Σ) = λ2 − (σ11 + σ22)λ+ σ11σ22 − σ2
12 = 0の根が 2つとも正となるため、σ11, σ22 > 0,

σ11σ22 − σ2
12 > 0を得る。これより、σ1, σ2 > 0, |ρ| < 1を用いて、Σ =

(
σ2
1 σ1σ2ρ

σ1σ2ρ σ2
2

)
と表せる。こ

のとき、detΣ = σ2
1σ

2
2(1− ρ2)でΣ−1 =

1

1− ρ2

(
1/σ2

1 −ρ/(σ1σ2)
−ρ/(σ1σ2) 1/σ2

2

)
であるから、(X,Y )の密度関

数は

f(x, y) =
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

exp

[
− 1

2(1− ρ2)

{ (x− µ1)
2

σ2
1

− 2ρ(x− µ1)(y − µ2)

σ1σ2
+

(y − µ2)
2

σ2
2

}]
(2.8)

となる。

次に、fY |X(y|x)を求め、X = xの条件下の Y の分布を求めよう。

まず、X の周辺密度関数 fX(x)を求める。(2.8)の右辺の {· · · }の中を yについて平方完成すると

1

σ2
2

[
(y − µ2)−

ρσ2
σ1

(x− µ1)
]2

+
1− ρ2

σ2
1

(x− µ1)
2

となるから、t = 1

σ2

√
1−ρ2

[
y − µ2 − ρσ2

σ1
(x− µ1)

]
とおくと、

fX(x) =

∫
R

f(x, y) dy =
1

2πσ1
e
− (x−µ1)2

2σ2
1

∫ ∞

−∞
e−

t2

2 dt =
1√
2πσ1

e
− (x−µ1)2

2σ2
1

となる。(これよりX の周辺分布は N(µ1, σ
2
1)であることがわかった。) よって、

fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

1
√
2πσ2

√
1− ρ2

exp
[
−
(y − {µ2 +

ρσ2

σ1
(x− µ1)})2

2σ2
2(1− ρ2)

]
を得る。これは、X = xの条件下の Y の分布が正規分布N(µ2 +

ρσ2

σ1
(x− µ1), σ

2
2(1− ρ2))となることを示

している。 �

例題 2.1 (X,Y )の同時密度関数を f(x, y) =

{
Kxy (0 ≤ x, 0 ≤ y, x2 + y2 ≤ 1)

0 (その他)
とする。

(1) 定数K を求めよ。

(2) X の周辺密度関数 fX(x)を求めよ。

(3) 0 < x < 1のとき fY |X(y|x)を求め、P (Y > 1
2 |X = 1

2 )を計算せよ。

(4) T = X + Y とする。T の分布関数 FT (t)と密度関数 fT (t)を求めよ。
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解 (1) 1 =

∫∫
R2

f(x, y) dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ √
1−x2

0

Kxy dy = · · · = K

8
よりK = 8.

(2) fX(x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dyより、x /∈ (0, 1)のとき明らかに fX(x) = 0. 0 < x < 1のとき、

fX(x) =

∫ √
1−x2

0

8xy dy = 4x(1− x2).

(3) fY |X(y|x) = f(x, y)

fX(x)
=

{
2y

1−x2 (0 ≤ y ≤
√
1− x2)

0 (その他)
.

P
(
Y >

1

2

∣∣∣X =
1

2

)
=

∫ ∞

1
2

fY |X

(
y
∣∣∣1
2

)
dy =

∫ √
3

2

1
2

2y

1− ( 12 )
2
dy =

2

3
.

(4) t < 0のとき FT (t) = 0,
√
2 ≤ tのとき FT (t) = 1は明らか。0 ≤ t ≤ 1のとき、

FT (t)= P (X + Y ≤ t) =

∫ t

0

dx

∫ x−t

0

8xy dy = · · · = 1

3
t4.

1 ≤ t <
√
2 のとき、x + y = t, x2 + y2 = 1 の交点の x 座標を α, β (α < β) とすると、α + β = t,

αβ =
t2 − 1

2
. よって、(β − α)2 = 2− t2 となることに注意する。よって、

1− FT (t)= P (X + Y > t) =

∫∫
t−x≤y≤

√
1−x2

8xy dxdy =

∫ β

α

dx

∫ √
1−x2

t−x

8xy dy

=

∫ β

α

{
4x(1− x2)− 4x(t− x)2

}
dx =

[
8

3
tx3 − 2x4 − 2(t2 − 1)x2

]β
α

= (β − α)

{
8

3
t
(
(α+ β)2 − αβ

)
− 2(α+ β)(α2 + β2)− 2(t2 − 1)(α+ β)

}
=
√
2− t2

{
4

3
t
(
t2 + 1

)
− 2t(t2 − t2 + 1)− 2(t2 − 1)t

}
= · · · = 2

3
t(2− t2)3/2.

以上をまとめて、

FT (t) =



0 (t < 0)
1

3
t4 (0 ≤ t < 1)

1− 2

3
t(2− t2)3/2 (1 ≤ t <

√
2)

1 (
√
2 ≤ t)

, fT (t) =
d

dt
FT (t) =



0 (t < 0)
4

3
t3 (0 ≤ t < 1)

4

3
(2t2 − 1)

√
2− t2 (1 ≤ t <

√
2)

1 (
√
2 ≤ t)

�

2.6 確率変数の独立性

定義 2.8 (1) 確率変数の列X1, X2, . . . , Xn が独立であるとは、任意の x1, x2, . . . , xn ∈ Rに対して

P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn) = P (X1 ≤ x1)P (X2 ≤ x2) · · ·P (Xn ≤ xn) (2.9)

となるときにいう。

(2) 無限個の確率変数の族 {Xλ}が独立であるとは、その任意の有限部分列 Xλ1 , . . . , Xλq が独立であると

きにいう。

確率変数の列X1, X2, . . . , Xn が独立であることと、任意の Borel集合 B1, . . . , Bn ⊂ Rに対して

P (X1 ∈ B1, X2 ∈ B2, · · · , Xn ∈ Bn) = P (X1 ∈ B1)P (X2 ∈ B2) · · ·P (Xn ∈ Bn) (2.10)
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となることが同値である。(Lebesgue積分論により容易に証明できる。) 特に、離散型確率変数であれば

P (X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn) = P (X1 = x1)P (X2 = x2) · · ·P (Xn = xn) ∀x1, x2, . . . , xn ∈ R

と同値となる。絶対連続型確率変数の場合は次の定理で見るように同時密度関数がそれぞれの一次元周辺

密度関数の積に分解できればよい。

定理 2.9 絶対連続型確率変数の列X1, . . . , Xnが独立であることための必要十分条件は、(X1, . . . , Xn)の

同時密度関数を f(x1, . . . , xn), Xj の周辺密度関数を fXj (x) (j = 1, . . . , p) とするとき

f(x1, x2, . . . , xn) = fX1(x1)fX2(x2) · · · fXn(xn), ∀x1, x2, . . . , xn ∈ R (2.11)

が成立することである。

証明: 絶対連続型であるから (2.9)を密度関数で表すと∫ xn

−∞
· · ·
∫ x1

−∞
f(t1, t2, . . . , tn) dt1 · · · dtn =

(∫ x1

−∞
f(t) dt

)
× · · · ×

(∫ xn

−∞
f(t) dt

)
. (2.12)

これを x1, · · · , xnでそれぞれ 1回ずつ偏微分すれば (2.11)を得る。逆に、(2.11)を各 xj に関して (−∞, xj ]

の範囲で定積分すれば (2.12)を得る。 �

例 2.5 X = (X1, . . . , Xn)を n次元正規分布 N(µ′,Σ)に従うとする。µ = (µ1, . . . , µn), Σ = (σij)とか

く。このとき、X1, . . . , Xnが独立であるための必要十分条件が、Σが対角行列であること、即ち、i ̸= jと

なる任意の i, j で σij = 0となることである。

証明: (必要性) Σが対角行列のときΣ−1 も対角行列でその jj 成分は 1/σjj であるから、明らかに

1

(2π)n/2(detΣ)1/2
e−

1
2 (x−µ)′Σ−1(x−µ) =

n∏
j=1

1√
2πσjj

e
−

(xj−µj)
2

2σjj . (2.13)

が成立する。よって、定理 2.9より独立であることが従う。

(十分性) 共分散の節で証明する (定理 4.12とその系)。 �

例 2.6 X1, . . . , Xnを独立で同分布に従う (i.i.d.と書く)確率変数とし、F (x)でX1の分布関数を表す。こ

のとき、次が成立する。

(1) F(n)(x)をX(n) := max{X1, · · · , Xn}の分布関数とすると、F(n)(x) = F (x)n となる。

(2) F(1)(x)をX(1) := min{X1, · · · , Xn}の分布関数とすると、1− F(1)(x) = (1− F (x))n となる。

証明: (1) FX(n)
(x) = P (X1 ≤ x, . . . ,Xn ≤ x) =

∏n
j=1 P (Xj ≤ x) = F (x)n.

(2) 1− FX(1)
(x) = P (X(1) > x) = P (X1 > x, . . . ,Xn > x) =

∏n
j=1 P (Xj > x) = (1− F (x))n. �

例 2.7 X1, X2 が独立で、各Xi が Poisson分布 Po(λi) (λi > 0) に従うとき、Y1 = X1 +X2 と Y2 = X2

の同時分布を求めよ。また、Y1 の周辺分布を求めよ。

解: (Y1, Y2)のとりうる値は、(y1, y2) ∈ Z2 : y1 ≥ y2 ≥ 0 である。このとき、同時分布は

P (Y1 = y1, Y2 = y2) = P (X1 = y1 − y2, X2 = y2) =
λy1−y2

1 λy2

2

(y1 − y2)!y2!
e−λ1−λ2

となる。また、Y1 の周辺分布は y1 ∈ {0} ∪N に対して

P (Y1 = y1) =

y1∑
y2=0

λy1−y2

1 λy2

2

(y1 − y2)!y2!
e−λ1−λ2 =

1

y1!

y1∑
y2=0

(
y1

y2

)
λy1−y2

1 λy2

2 e
−λ1−λ2 =

(λ1 + λ2)
y1

y1!
e−(λ1+λ2)

となり、これは Y1 が Poisson分布 Po(λ1 + λ2)に従うことを示している。 �
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3 確率変数の変換

3.1 はじめに

3.2 離散型確率変数の変換

各自読んでおくように伝える。(省略するが試験には出すかもしれない。)

3.3 絶対連続型確率変数の変換

定理 3.1 n次元確率変数 (X1, . . . , Xn)の密度関数を fX(x1, · · · , xn)とする。yi = ui(x1, · · · , xn) (1 ≤ i ≤
n) が fX(x1, · · · , xn) > 0なる領域で次の仮定 (1)–(3)を満たすRn からRn への 1対 1変換とする。

(1) 変換 yi = ui(x1, · · · , xn) (1 ≤ i ≤ n) およびその逆変換 xi = vi(y1, · · · , yn) (1 ≤ i ≤ n) はともに

連続である。

(2) 偏導関数
∂xi
∂yj

(1 ≤ i, j ≤ n) が存在して連続である。

(3) ヤコビアン
∂(x1, · · · , xn)
∂(y1, · · · , yn)

がゼロにならない。

このとき、Yi = ui(X1, · · · , Xn) (1 ≤ i ≤ n) で確率ベクトル (X1, · · · , Xn)を (Y1, · · · , Yn)に変換すると
き、(Y1, · · · , Yn)の分布は絶対連続型でその密度関数 fY (y1, · · · , yn)は次式で与えられる。

fY (y1, · · · , yn) = fX(v1(y1, · · · , yn), · · · , vn(y1, · · · , yn))
∣∣∣∂(x1, · · · , xn)
∂(y1, · · · , yn)

∣∣∣.
証明: (a1, · · · , an) ∈ Rn に対して E = {(x1, · · · , xn);ui(x1, · · · , xn) ≤ ai, 1 ≤ i ≤ n}とおくと、この変
換で E は E′ = {(y1, · · · , yn); yi ≤ ai, 1 ≤ i ≤ n}に対応するから、多変数関数の積分の変数変換の公式に
より

P (Y1 ≤ a1, · · · , Yn ≤ an) = P (u1(X1, · · · , Xn) ≤ a1, · · · , un(X1, · · · , Xn) ≤ an)

= P ((X1, · · · , Xn) ∈ E) =

∫
· · ·
∫
E

fX(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn =

∫
· · ·
∫
E′
fY (y1, · · · , yn) dy1 · · · dyn

=

∫ an

−∞
· · ·
∫ a1

−∞
fY (y1, · · · , yn) dy1 · · · dyn �

定理 3.2 (X,Y )の密度関数を f(x, y)とする。このとき、Z = X + Y とすると Z の密度関数 fZ(z)は

fZ(z) =

∫ ∞

−∞
f(t, z − t) dt

となる。

証明: Z = X + Y , T = X という変換を考えると、X = T , Y = Z − T よりヤコビアンは

∂(x, y)

∂(t, z)
=

∣∣∣∣∣ 1 1

1 0

∣∣∣∣∣ = −1.

よって、定理 3.1より (T,Z)の密度関数は f(T,Z)(t, z) = f(t, z − t)| − 1| = f(t, z − t)となるので、fZ(z)

は Z の周辺密度関数となるから、tで積分して与式で与えられることがわかる。 �

定理 3.3 確率変数 X1, . . . , Xn は独立で、各 Xi は正規分布 N(µi, σ
2
i ) に従うとする。このとき、Y =

X1 + · · ·+Xn は正規分布N(
∑n

i=1 µi,
∑n

i=1 σ
2
i )に従う。
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証明: n = 2の場合に証明する。一般の場合は、X1 + · · ·+Xk とXk+1が独立になることに注意して、こ

れを繰り返し用いればよい。Xiの密度関数は fXi(xi) =
1√
2πσi

e
− (xi−µi)

2

2σ2
i であり、(X1, X2)の同時密度関

数は fX1(x1)fX2(x2)であった。したがって、Y = X1 +X2 の密度関数は定理 3.2より、

fY (y) =

∫ ∞

−∞

1

2πσ1σ2
exp
[
− (t− µ1)

2

2σ2
1

− (y − t− µ2)
2

2σ2
2

]
dt.

ここで、u = t− µ1 とおき、expの中を uについて平方完成すると

− u2

2σ2
1

− (y − u− µ1 − µ2)
2

2σ2
2

= − (σ2
1 + σ2

2)

2σ2
1σ

2
2

[
u− σ2

1(y − µ1 − µ2)

σ2
1 + σ2

2

]2
− (y − µ1 − µ2)

2

2(σ2
1 + σ2

2)

となり、s =

√
σ2
1 + σ2

2

σ1σ2

[
u− σ2

1(y − µ1 − µ2)

σ2
1 + σ2

2

]
とおき、

∫ ∞

−∞
e−

1
2 s

2

ds =
√
2πとなることを用いると、

fY (y) =
1√

2π(σ2
1 + σ2

2)
exp
[
− (y − µ1 − µ2)

2

2(σ2
1 + σ2

2)

]
. �

定義 3.1 α > 0, β > 0とする。確率変数X が密度関数

fX(x) =

{
1

Γ(α)βαx
α−1e−

x
β (x > 0)

0 (x ≤ 0)

をもつとき、X はガンマ分布 Γ(α, β)に従うという。ここで、Γ(α) =

∫ ∞

0

xα−1e−x dx はガンマ関数を表

す。特に、ガンマ分布 Γ( ν2 , 2)に従うとき、自由度 ν のカイ二乗分布 χ2
ν に従うという。

補題 3.1 (ベータ関数 B(p, q)、ガンマ関数 Γ(p)に関する公式の復習) 以下が成り立つ。

(1) Γ(1) = 1, Γ(12 ) =
√
π.

(1) Γ(p+ 1) = pΓ(p) (p > 0) 特に、自然数 nに対して Γ(n) = (n− 1)!となる。

(3) B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
(p, q > 0). ただし、B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1 dx (p, q > 0) はベータ関数。

証明 (1) Γ(1) =

∫ ∞

0

e−x dx =
[
−e−x

]∞
0

= 1,

Γ
(1
2

)
=

∫ ∞

0

x−
1
2 e−x dx =

∫ ∞

0

( t2
2

)− 1
2

e−
1
2 t

2

t dt =
√
2

∫ ∞

0

e−
1
2 t

2

dt =
√
2

√
2π

2
=

√
π. (x =

1

2
t2)

(2) Γ(p+ 1) =

∫ ∞

0

xp(−e−x)′ dx =
[
−xp−1e−x

]∞
0

+

∫ ∞

0

pxp−1(−e−x)′ dx = pΓ(p).

(3) まず、D : x > 0, y > 0とすると、Γ(p)Γ(q) =

∫∫
D

e−x−yxp−1yq−1 dxdy となる。ここで、n ≥ 2に対

してKn :
1

n
≤ x+ y ≤ n,

1

n− 1
x ≤ y ≤ (n− 1)xとすると、{Kn}はDに収束する増大列である。このと

き、x = uv, y = u(1− v)と変換すると u = x+ y, v =
x

x+ y
より、Knは Fn :

1

n
≤ u ≤ n,

1

n
≤ v ≤ 1− 1

n

に対応し、ヤコビアンは
∂(x, y)

∂(u, v)
= −uとなる。よって、

∫∫
Kn

e−x−yxp−1yq−1 dxdy=

∫∫
Fn

e−uv−u(1−v)(uv)p−1{u(1− v)}q−1| − u| dudv

=

∫ n

1
n

up+q−1e−u du

∫ 1− 1
n

1
n

vp−1(1− v)q−1 dv

となり、n→ ∞として Γ(p)Γ(q) = Γ(p+ q)B(p, q)を得る。 �
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定理 3.4 確率変数 X1, · · · , Xn は独立で、各 Xi はガンマ分布 Γ(αi, β) に従うとする。このとき、Y =

X1 + · · ·+Xn はガンマ分布 Γ(
∑n

i=1 αi, β)に従う。

証明: n = 2の場合に証明する。一般の場合は、X1 + · · ·+Xk とXk+1が独立になることに注意してこれ

を繰り返し用いればよい。Xi の密度関数を fXi とすると、Y = X1 +X2 の密度関数は定理 3.2より、

fY (y) =

∫ ∞

−∞
fX1(t)fX2(y − t) dt =

1

Γ(α1)Γ(α2)βα1+α2

∫ max{y,0}

0

tα1−1(y − t)α2−1e−
t+y−t

β dt (3.1)

y ≤ 0のとき fY (y) = 0は明らか。y > 0とき、t = ysと置換することで、∫ y

0

tα1−1(y − t)α2−1 dt = yα1+α2−1

∫ 1

0

sα1−1(1− s)α2−1 ds = yα1+α2−1B(α1, α2)

となり、補題 3.1(3)を用いて (3.1)に代入して、

fY (y) =
1

Γ(α1)Γ(α2)βα1+α2
yα1+α2−1Γ(α1)Γ(α2)

Γ(α1 + α2)
e−

y
β =

1

Γ(α1 + α2)βα1+α2
yα1+α2−1e−

y
β . �

定理 3.5 確率変数 X が標準正規分布 N(0, 1)に従うとするとき、X2 は自由度 1のカイ二乗分布 χ2
1 に

従う。特に、確率変数 X1, · · · , Xn は独立で、各 Xi は標準正規分布 N(0, 1) に従うとする。このとき、

Y = X2
1 + · · ·+X2

n は自由度 nのカイ二乗分布 χ2
n に従う。

証明: X が N(0, 1)に従うとする。(y = |x|は 1対 1ではないので定理 2.8は使えない。) a ≤ 0のとき

P (X2 ≤ a) = 0で、a > 0のとき、

P (X2 ≤ a) = P (−
√
a ≤ X ≤

√
a) =

∫ √
a

−
√
a

1√
2π
e−

1
2x

2

dx = 2

∫ √
a

0

1√
2π
e−

1
2x

2

dx

ここで、y = x2 とすると、

2

∫ √
a

0

1√
2π
e−

1
2x

2

dx =

∫ a

0

1√
2π
e−

1
2yy−

1
2 dy

ここで、Γ( 12 ) =
√
πなので、最初の主張は従う。後者の主張は、X1, · · · , Xnは独立であれば、X2

1 , · · · , X2
n

も独立であるので、定理 3.4からの帰結となる。 �

定理 3.6 (1) 確率変数 Y, Z が独立で、それぞれ Y が自由度 nのカイ二乗分布 χ2
n に、Z は標準正規分布

N(0, 1)に従うとき、T = Z√
Y/n
は次の密度関数 fT (t)をもつ。

fT (t) =
1

√
nB
(
n
2 ,

1
2

)(1 + t2

n

)−n+1
2

.

このとき T は自由度 nの t分布 tn に従うという。

(2) 確率変数X,Y が独立で、それぞれが自由度m,nのカイ二乗分布 χ2
m, χ

2
nに従うとき、W = X/m

Y/n は次

の密度関数 fW (w)をもつ。

fW (w) =

(
m
n

)m/2

B
(
m
2 ,

n
2

) w
m
2 −1(

1 + m
n w
)−m+n

2 .
(w > 0), = 0 (w ≤ 0).

このときW は自由度 (m,n)の F 分布 Fm
n に従うという。

証明は省略する。 �
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4 期待値

4.1 Lebesgue積分

Lebesgue積分論に基づいてRn 上の Borel可測関数 φ(x)と n次元確率変数X = (X1, · · · , Xn)に対し

て、
∫
Ω

φ(X(ω)) dP (ω)の定義の概略を述べる。

1st step φ(x)が単関数のとき、即ち、φ(x) =
∑N

k=1 ak1Ak
(x)と表せるとき。ここで、a1, . . . , aN ∈ R,

A1, . . . , AN ∈ B(Rn) とし、1A(x)は Aの定義関数を表す。

1A(x) =

{
1 (x ∈ A)

0 (x /∈ A)

このとき、次のように定義する。(本来は well-definedかどうか調べなければならないが省略する。)∫
Ω

φ(X(ω)) dP (ω) =

N∑
k=1

akP (X ∈ Ak). (4.1)

2nd step φ(x) ≥ 0のとき。各 q ∈ Nに対して、

Aq,i =
{
x ∈ Rn ;

i

2q
≤ φ(x) <

i+ 1

2q

}
(i = 0, 1, . . . , q2q − 1), Aq,q2q =

{
x ∈ Rn ; φ(x) ≥ q

}

とし、φq(x) =

q2q∑
i=0

i

2q
1Aq,i

(x)と定める。このとき、φq(x)は単関数で (4.1)により
∫
Ω

φq(X(ω)) dP (ω)は

定義されるが、Aq,i = Aq+1,2i ∪Aq+2,2i+1, Aq+1,2i ∩Aq+2,2i+1 = ∅ (i = 0, 1, . . . , q2q − 1)となるので、

i

2q
P (X ∈ Aq,i) ≤

2i

2q+1
P (X ∈ Aq+1,2i) +

2i+ 1

2q+1
P (X ∈ Aq+1,2i+1)

となり、
∫
Ω

φq(X(ω)) dP (ω) ≤
∫
Ω

φq+1(X(ω)) dP (ω)を得る。よって、
{∫

Ω

φq(X(ω)) dP (ω)
}
は単調増加

列なので、無限大かもしれないがその q → ∞とした極限は定義される。これを用いて、次のように定める。∫
Ω

φ(X(ω)) dP (ω) = lim
q→∞

∫
Ω

φq(X(ω)) dP (ω). (4.2)

3rd step 一般の φ(x)について。

φ+(x) = max{φ(x), 0}, φ−(x) = max{−φ(x), 0} (4.3)

とおく。このとき、φ(x) = φ+(x)− φ−(x), |φ(x)| = φ+(x) + φ−(x)となることに注意する。これを用い

て、
∫
Ω

|φ(X(ω))| dP (ω) <∞のとき (この判定は 2nd stepより可能)、各 ∗ = +,−に対して 2nd stepの定

義と 0 ≤ φ∗(x) ≤ |φ(x)|より 0 ≤
∫
Ω

φ∗(X(ω)) dP (ω) ≤
∫
Ω

|φ(X(ω))| dP (ω) <∞ となることに注意して

∫
Ω

φ(X(ω)) dP (ω) =

∫
Ω

φ+(X(ω)) dP (ω)−
∫
Ω

φ−(X(ω)) dP (ω) (4.4)

と定める。

注意 4.1 上記の定義は、µ(B) = P (X ∈ B) (B ∈ B(Rn)) によって定義される確率測度 µ (X の分布とい

う) に対して、
∫
Rn

φ(x) dµ(x) を定義したことに相当する。特に、n = 1のときこの積分を確率変数X の

分布関数 F (x)を用いて、
∫ ∞

−∞
φ(x) dF (x) と表すことがある。
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以下の Lebesgue積分論の定理 4.1, 4.2が成立することに注意する。(証明は関数解析学で勉強のこと。)

定理 4.1 (1) 積分は線形性や単調性を有する。(期待値の形で定理 4.3で述べる。)

(2) φ(x) ≥ 0,

∫
Ω

φ(X(ω)) dP (ω) = 0 =⇒ P (φ(X) = 0) = 1.

注意 4.2 P (φ(X) = 0) = 1 のとき、ほとんどいたるところ (almost everywhere) φ(X) = 0 といい、

「φ(X) = 0 a.e.」と表す。(ほとんど確かに (almost surely) といい、「φ(X) = 0 a.s.」と表すこともある。)

定理 4.2 (1) (単調収束定理) (R,A, µ)を測度空間とする。可測関数の列 {fq(x)}が非負値で単調増加で
あるとする, 0 ≤ f1(x) ≤ · · · ≤ fq(x) ≤ · · · a.e. このとき、次が成立する。

lim
q→∞

∫
R

fq(x) dµ(x) =

∫
R

(
lim
q→∞

fq(x)
)
dµ(x).

(2) (Lebesgueの収束定理) (R,A, µ)を測度空間とする。可測関数の列 {fq(x)}に対して、ある可測関数

M(x)で
∫
R

M(x) dµ(x) <∞ を満たすもの (可積分という)が存在して、|fq(x)| ≤M(x) a.e. (q = 1, 2, . . .)

を満たすとるとする。このとき、f(x) = lim
q→∞

fq(x) a.e. が存在すれば、f(x)も可積分であり、次が成立

する。

lim
q→∞

∫
R

fq(x) dµ(x) =

∫
R

f(x) dµ(x).

4.2 期待値の定義

§4.1 で準備した積分を用いて、φ ≥ 0あるいは
∫
Ω

|φ(X(ω))| dP (ω) <∞のとき、期待値 E[φ(X)]を

E[φ(X)] =

∫
Ω

φ(X(ω)) dP (ω)

で定義する。次の定理が成立する。証明は省略する。

定理 4.3 φ,ψ : Rn → Rを Borel可測関数、a, b, cを定数とする。このとき、次が成立する。

(1) φ(X) = c (定数) a.e. のとき、E[φ(X)] = c.

(2) φ(X) ≤ ψ(X) a.e. のとき、E[φ(X)] ≤ E[ψ(X)].

(3) |E[φ(X)]| ≤ E[|φ(X)|].
(4) E[|φ(X)|] <∞, E[|ψ(X)|] <∞ のとき、E[aφ(X) + bψ(X)] = aE[φ(X)] + bE[ψ(X)].

次に、X が離散型、絶対連続型のときの計算方法に関する定理を与える。φ : Rn → Rを Borel可測関

数とする。

定理 4.4 X が離散型確率変数のとき、そのとりうる値を x1,x2, . . .とすれば、

E[φ(X)] =
∞∑
k=1

φ(xk)P (X = xk). (4.5)

証明: φ ≥ 0とする。§4.1の 2nd stepのように φq(x)を定義すると、

E[φq(X)] =

q2q∑
i=0

i

2q
P (X ∈ Aq,i) =

q2q∑
i=0

i

2q

∑
k:xk∈Aq,i

P (X = xk)

=

q2q∑
i=0

∑
k:xk∈Aq,i

φq(xk)P (X = xk) =
∞∑
k=1

φq(xk)P (X = xk)
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ここで、{φq}は非負値単調増加列なので、 lim
q→∞

φq(x) = φ(x)に注意して単調収束定理 (個数測度として)を

用いれば (4.5)を得る。一般の場合は、(4.4)として定義するのだから、φ ≥ 0の場合より成立する。 �

定理 4.5 X が絶対連続型確率変数のとき、その密度関数を f(x1, . . . , xp)とすれば、

E[φ(X)] =

∫
· · ·
∫
Rp

φ(x1, . . . , xp)f(x1, . . . , xp) dx1 · · · dxp. (4.6)

証明: 記号を簡単にするため 1次元確率変数として記す。定理 4.4の証明と同様に φ ≥ 0とし、§4.1の 2nd

stepの φq(x)を用いると、

E[φq(X)] =

q2q∑
i=0

i

2q
P (X ∈ Aq,i) =

q2q∑
i=0

i

2q

∫
Aq,i

f(x) dx

=

q2q∑
i=0

∫
Aq,i

φq(x)f(x) dx =

∫
R

φq(x)f(x) dx

ここで、{φq(x)f(x)}は非負値単調増加列なので、単調収束定理を用いて (4.6)を得る。一般の φに対して

は、(i)と同様に (4.4)として定義するのだから明らか。 �

注意 4.3 2次元確率変数 (X,Y )がX は離散型で取り得る値が x1, x2, . . .で、Y は絶対連続型である非負

Borel関数 f(x, y)を用いて

P (X = xk, Y ≤ a) =

∫ a

−∞
f(xk, y) dy a ∈ R, k = 1, 2, . . .

と表される場合

E[φ(X,Y )] =

∞∑
k=1

∫ ∞

−∞
φ(xk, y)f(x,y) dy

となることが、定理 4.4, 4.5と同様に証明できる。

確率変数の期待値と独立性の関係で、次は重要である。

定理 4.6 確率変数X1, . . . , Xnは独立であるとし、φ1, · · · , φnは Borel可測であるとする。このとき、も

し、任意の j で E[|φj(Xj)|] <∞であれば、E[
∣∣φ1(X1)φ2(X2) · · ·φn(Xn)

∣∣] <∞であり、次が成立する。

E[φ1(X1)φ2(X2) · · ·φn(Xn)] = E[φ1(X)]E[φ2(X2)] · · ·E[φn(Xn)]. (4.7)

証明: 簡単のため n = 2の場合に証明する。X1 = X,X2 = Y, φ1 = φ,φ2 = ψと記す。

1st step φ(x), ψ(y) が単関数 φ(x) =
∑M

i=1 ai1Ai(x), ψ(y) =
∑N

j=1 bi1Bi(y) のとき。1A(x)1B(y) も

x ∈ Aかつ y ∈ B のときのみ 1になる定義関数だから、φ(x)ψ(y) =
∑M

i=1

∑N
j=1 aibj1Ai(x)1Bj (y)も単関

数で、独立性の定義 2.8とそのあとの注意により、

E[φ(X)ψ(Y )] =

M∑
i=1

N∑
j=1

aibjP (X ∈ Ai, Y ∈ Bj) =

M∑
i=1

N∑
j=1

aibjP (X ∈ Ai)P (Y ∈ Bj)

=
M∑
i=1

aiP (X ∈ Ai)
N∑
j=1

bjP (Y ∈ Bj) = E[φ(X)]E[ψ(Y )]

2nd step φ ≥ 0, ψ ≥ 0のとき。§4.1の 2nd step と同様に、各 q ∈ Nに対して単関数 φq, ψq を定義す

る。このとき、1st step により

E[φq(X)ψq(Y )] = E[φq(X)]E[ψq(Y )]
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となる。ここで、単調収束定理 (定理 4.2 (1))により q → ∞とすることで (4.7)を得る。特に、E[|φ(X)|] <∞
かつ E[|ψ(Y )|] <∞であれば、E[|φ(X)ψ(Y )|] = E[|φ(X)|]E[|ψ(X)|] <∞となることもわかった。
3rd step 一般の φ,ψ の場合。(φψ)(x, y) = φ(x)ψ(y) と書くものとする。このとき、(4.3) のように、

φ+, φ−, ψ+, ψ−, (φψ)+, (φψ)− を定める。このとき、

(φψ)+(x, y) = φ+(x)ψ+(y) + φ−(x)ψ−(y), (φψ)−(x, y) = φ+(x)ψ−(y) + φ−(x)ψ+(y)

に注意する。これより、

E[φ(X)]E[ψ(Y )] = (E[φ+(X)]− E[φ−(Y )])(E[ψ+(X)]− E[ψ−(Y )])

= (E[φ+(X)]E[ψ+(Y )] + E[φ−(X)]E[ψ−(Y )])− (E[φ+(X)]E[ψ−(Y )] + E[φ−(X)]E[ψ+(Y )])

= (E[φ+(X)ψ+(Y )] + E[φ−(X)ψ−(Y )])− (E[φ+(X)ψ−(Y )] + E[φ−(X)ψ+(Y )])

= E[(φψ)+(X,Y )]− E[(φψ)−(X,Y )] = E[φ(X)ψ(Y )] �

4.3 積率 (モーメント)・分散

定義 4.1 X を確率変数、r > 0とする。

(1) E[Xr]を r次の積率 (モーメント)という。

特に、r = 1のとき、E[X]をX の期待値もしくは平均という。

(2) µ = E[X]とするとき、E[(X − µ)r]を期待値のまわりの r次の積率という。

特に、r = 2のとき、E[(X − µ)2]をX の分散といい V (X)と表す。また、σ(X) = V (X)1/2をX の

標準偏差という。

(3) mX(t) = E[etX ], t ∈ R, をX の積率母関数という。ψX(t) = logE[etX ], t ∈ R, をX のキュムラン

ト母関数という。

ただし、上記はそれぞれの期待値が定義される場合にのみ考えるものとする。

定理 4.7 X の r次の積率が存在するとき、s (≤ r)次の積率も存在する。

証明: |X|s ≤ max{1, |X|r} ≤ 1 + |X|r であるから、E[|X|s] ≤ 1 + E[|X|r] <∞となり存在する。 �

この定理により、E[X2] <∞のとき、平均E[X]も存在する。また、このとき (X− c)2 = X2−2cX+ c2

となることから、分散 V (X)が存在する。

定理 4.8 E[X2] <∞とする。このとき次が成り立つ。

(1) V (X) = E[X2]− E[X]2.

(2) V (aX + b) = a2V (X) (a, bは定数).

(3) V (X) = 0ならばX = µ a.e., ただし µ = E[X].

証明: (1), (2) は演習問題とする。(3)は定理 4.1 (2), 注意 4.2から自明。 �

例 4.1 重要な分布の期待値と分散を例示する。

[A] 離散型確率変数の例
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(1) 二項分布 B(n, p)

P (X = k) =
(
n
k

)
pkqn−k, k = 0, 1, . . . , n, (q = 1− p) より

E[X] =
n∑

k=0

k
n!

k!(n− k)!
pkqn−k = np

n∑
k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!
pk−1qn−1−(k−1)

= np(p+ q)n−1 = np.

また、

E[X(X − 1)] =

n∑
k=0

k(k − 1)
n!

k!(n− k)!
pkqn−k = n(n− 1)p2

n∑
k=2

(n− 2)!

(k − 2)!(n− 2− (k − 2))!
pk−2qn−2−(k−2)

= n(n− 1)p2(p+ q)n−2 = n(n− 1)p2.

となるから、E[X2] = E[X(X − 1) + X] = E[X(X − 1)] + E[X] = n(n − 1)p2 + np. よって、V (X) =

E[X2]− E[X]2 = np(1− p). �

(2) Poisson分布 Po(λ)

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . より

E[X] =
∞∑
k=0

k
λk

k!
e−λ = λe−λ

∞∑
k=1

λk−1

(k − 1)!
= λe−λeλ = λ.

また、二項分布と同様にして、

E[X(X − 1)] =
∞∑
k=0

k(k − 1)
λk

k!
e−λ = λ2e−λ

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!
= λ2e−λeλ = λ2.

となる。よって、V (X) = E[X(X − 1)] +E[X]−E[X]2 = λ2 + λ− λ2 = λ. ちなみに、E[(X − λ)3] = λ,

E[(X − λ)4] = λ+ 3λ2 となるが、これには積率母関数を用いて計算しないときつい。

(3) 幾何分布

P (X = k) = qkp, k = 0, 1, . . ., (q = 1− p). まず、級数
∞∑
k=0

xk の収束半径は 1であったから、|x| < 1のと

きこの級数は何度でも微分でき、

∞∑
k=1

kxk−1 =
d

dx

( ∞∑
k=0

xk
)
=

d

dx

( 1

1− x

)
=

1

(1− x)2

∞∑
k=2

k(k − 1)xk−2 =
d

dx

( ∞∑
k=1

kxk−1
)
=

d

dx

( 1

(1− x)2

)
=

2

(1− x)3

よって、

E[X] =
∞∑
k=1

kqkp = qp
∞∑
k=1

kqk−1 =
pq

(1− q)2
=
q

p
,

V (X) = E[X(X − 1)] + E[X]− E[X]2 =
∞∑
k=2

k(k − 1)qkp+ E[X]− E[X]2

=
q2p

(1− q)3
+
q

p
−
(q
p

)2
=

q

p2
.

また、E[(X − E[X])3] =
q2 + q

p3
となる。
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(4) 負の二項分布 NB(α, p) (α > 0, 0 < p < 1)

P (X = n) =

(
α+ n− 1

n

)
pα(1− p)n, n = 0, 1, 2, . . ..

まず、
(
α+ n− 1

n

)
=

(α+ n− 1)(α+ n− 2) · · ·α
n!

= (−1)n
(−α)(−α− 1) · · · (−α− n+ 1)

n!
= (−1)n

(
−α
n

)
と (1+x)−α =

∞∑
n=0

(
−α
n

)
xn (|x| < 1) より、

∞∑
n=0

P (X = n) = 1となることに注意する。(1)–(3)と同様に、

E[X] =
∞∑

n=1

n

(
α+ n− 1

n

)
pα(1− p)n =

∞∑
n=1

(−1)nn

(
−α
n

)
pα(1− p)n = pα

∞∑
n=1

n

(
−α
n

)
(p− 1)n

= pα(−α)(p− 1)
∞∑

n=1

(
−α− 1

n− 1

)
(p− 1)n−1 = pα(−α)(p− 1)(1 + p− 1)−α−1 =

α(1− p)

p
.

同様に、n(n− 1)

(
−α
n

)
= (−α)(−α− 1)

(
−α− 2

n− 2

)
より E[X(X − 1)]が求まり、V (X) =

α(1− p)

p2
とな

る。また、E[(X − E[X])3] =
α(q2 + q)

p3
となる。

(5) 平均が存在しない例

とり得る値を xk = (−1)k−1k, k = 1, 2, . . ., その確率を P (X = (−1)k−1k) =
1

k(k + 1)
, k = 1, 2, . . . とす

ると、
∞∑
k=1

P (X = (−1)k−1k) =
∞∑
k=1

( 1
n
− 1

n+ 1

)
= 1

となり、X は確かに確率変数となるが、

E[|X|] =

∞∑
k=1

k
1

k(k + 1)
=

∞∑
k=1

1

k + 1
= ∞

となり期待値は存在しない。この場合、

∞∑
k=1

(−1)k−1k
1

k(k + 1)
=

∞∑
k=1

(−1)k−1

k + 1
= 1−

∞∑
l=1

(−1)l−1

l
= 1− log 2

と条件収束し、一見期待値が存在しそうだが、この場合は期待値が存在しないとする。

[B] 絶対連続型確率変数の例

(1) 正規分布 N(µ, σ2)

まず、
∫ ∞

0

ze−z2/2 dz =

∫ ∞

0

(−e−z2/2)′ dz = 1に注意する。これより、

E[|X|] =

∫ ∞

−∞
|x| 1√

2πσ
e−

(x−µ)2

2σ2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
|σz + µ|e− z2

2 dz

≤ σ√
2π

∫ ∞

−∞
|z|e− z2

2 dz + µ
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

z2

2 dz =
2σ√
2π

+ |µ| <∞.

ただし、z = x−µ
σ と変換した。よって、期待値 E[X]は存在して、

E[X] =

∫ ∞

−∞
x

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx =
1√
2π

∫ ∞

−∞
(σz + µ)e−

z2

2 dz

=
σ√
2π

∫ ∞

−∞
ze−

z2

2 dz + µ
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−

z2

2 dz = µ.
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同様に、

V (X) = E[(X − µ)2] =

∫ ∞

−∞
(x− µ)2

1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 dx =
σ2

√
2π

∫ ∞

−∞
z2e−

z2

2 dz

=
σ2

√
2π

∫ ∞

−∞
z
(
−e− z2

2

)′
dz =

σ2

√
2π

[
−ze− z2

2

]∞
−∞

+
σ2

√
2π

∫ ∞

−∞
e−

z2

2 dz = σ2.

(2) 一様分布 U(a, b)

E[X] =

∫ b

a

x
1

b− a
dx =

a+ b

2
.

V (X) = E[
(
X − a+ b

2

)2
] =

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)2
dx =

[1
3

(
x− a+ b

2

)3]b
a
=

1

3

(a− b

2

)3
− 1

3

(b− a

2

)3
=

(b− a)2

12
.

(3) 指数分布 Ex(λ)

E[X] =

∫ ∞

0

xλe−λx dx =
[
−xe−λx

]∞
0

+

∫ ∞

0

e−λx dx =
1

λ
.

V (X) = E[X2]− E[X]2 =

∫ ∞

0

x2λe−λx dx−
( 1
λ

)2
=

2

λ2
−
( 1
λ

)2
=

1

λ2
.

(4) Cauchy分布

X が Chaucy分布に従うとは、その密度関数が f(x) =
1

π

1

1 + x2
(−∞ < x <∞)ととなるときにいう。実

際、次に注意する。 ∫ ∞

−∞

1

π

1

1 + x2
dx =

1

π

[
arctanx

]∞
−∞

=
1

π

[π
2
−
(
−π
2

)]
= 1

このとき、 ∫ ∞

−∞
|x| 1
π

1

1 + x2
dx =

2

π

∫ ∞

0

x

1 + x2
dx =

2

π

[1
2
log(1 + x2)

]∞
0

= ∞

となるので、Chaucy分布の平均は存在しない。

4.4 共分散と相関係数

以下、L2(Ω)で、確率変数X で E[X2] <∞を満たすもの全体を表すとする。

定理 4.9 (Cauchy-Schwarzの不等式) X,Y ∈ L2(Ω)のとき、E[XY ]は定義され、

|E[XY ]|2 ≤ E[X2]E[Y 2] (4.8)

が成立する。等号成立のための必要十分条件は、(a, b) ̸= (0, 0)なる定数 a, bが存在して aX + bY = 0 a.e.

となることである。

証明: |XY | ≤ 1
2 (X

2 + Y 2) より、E[|XY |] ≤ 1
2 (E[X2] + E[Y 2]) < ∞ となり E[XY ] は定義される。

E[X2] = 0, 即ち、X = 0 a.e. のとき、(4.8)は 0 = 0として明らかに成立し、また、a = 1, b = 0 として

aX + bY = 0 a.e. も成立する。E[X2] > 0のとき、

0 ≤ E[(tX + Y )2] = t2E[X2] + 2tE[XY ] + E[Y 2] = E[X2]
{
t+

E[XY ]

E[X2]

}2

− (E[XY ])2

E[X2]
+ E[Y 2] (4.9)

が任意の t に対して成立するので、(4.8) は成立する。一方、(4.8) で等号が成立するとき、(4.9) で t =

−E[XY ]/E[X2]ととればE[(tX+Y )2] = 0となる。よって、tX+Y = 0 a.e. を得る。逆に、aX+ bY = 0

a.e. とすると、P (X ̸= 0) > 0より b ̸= 0となることに注意する。このとき、Y = aX/b a.e. より

|E[XY ]|2 =
(a
b

)2
E[X2]2, E[X2]E[Y 2] = E[X2]

(a
b

)2
E[X2]

となるので、(4.8)の等号が成立する。 �

28



系 4.1 X,Y ∈ L2(Ω)のとき E[(X − µ1)(Y − µ2)]は定義され、

|E[(X − µ1)(Y − µ2)]|2 ≤ V (X)V (Y ) (4.10)

が成立する。ただし、E[X] = µ1, E[Y ] = µ2とした。(4.10)で等号成立のための必要十分条件は、(a, b) ̸=
(0, 0)なる定数 a, bが存在して a(X − µ1) + b(Y − µ2) = 0 a.e. となることである。

証明: 定理 4.8より X,Y ∈ L2(Ω)のとき X − µ1, Y − µ2 ∈ L2(Ω)に注意する。よって、定理 4.9の X,Y

を |X − µ1|, |Y − µ2|に置き換えると、

E[|(X − µ1)(Y − µ2)|]2 ≤ E[(X − µ1)
2]E[(Y − µ2)

2] <∞

より、E[(X − µ1)(Y − µ2)]は定義される。他は、定理 4.9のX,Y をX − µ1, Y − µ2 に置き換えれよい。

�

定義 4.2 X,Y ∈ L2(Ω)なる確率変数X,Y の共分散 Cov(X,Y )、相関係数 ρ(X,Y )を次で定義する。

Cov(X,Y ) = E[(X − µ1)(Y − µ2)] = E[XY ]− µ1E[X]− µ2E[Y ] + µ1µ2 = E[XY ]− µ1µ2,

ρ(X,Y ) =
Cov(X,Y )√
V (X)V (Y )

ただし、µ1 = E[X], µ2 = E[Y ]とし、相関係数は V (X)V (Y ) > 0のときのみに定義されるものとする。

定理 4.10 相関係数 ρ(X,Y )について次が成立する。

(i) −1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1.

(ii) ρ(X,Y ) = 1のとき、
X − µ1√
V (X)

=
Y − µ2√
V (Y )

a.e.

(iii) ρ(X,Y ) = −1のとき、
X − µ1√
V (X)

= − Y − µ2√
V (Y )

a.e.

証明: (i) 定義と系 4.1より明らか。

(ii), (iii) 仮定と系 4.1により (a, b) ̸= (0, 0)があって a(X − µ1) + b(Y − µ2) = 0 a.e. となる。従って、

a2(X −µ1)
2 = b2(Y −µ2)

2の期待値をとって、a2V (X) = b2V (Y ). ここで、V (X)V (Y ) > 0より a, bはと

もに 0ではことがわかる。(一方が 0なら双方とも 0となるため。) よって、Y − µ2 = −a(X − µ1)/b a.e.

より、

V (Y ) =
(a
b

)2
V (X), ρ(X,Y ) =

E[−a
b (X − µ1)

2]

V (X)1/2|ab |V (X)1/2
= −

a
b∣∣a
b

∣∣ .
よって、ρ(X,Y ) = 1なら、

a

b
< 0で

a

b
= −

√
V (Y )√
V (X)

, ρ(X,Y ) = −1なら、
a

b
> 0で

a

b
= −

√
V (Y )√
V (X)

とな

り主張を得る。 �

|ρ(X,Y )| = 1のX と Y は完全相関であるという。ρ(X,Y ) > 0のとき正の相関、ρ(X,Y ) < 0のとき負

の相関という。また、ρ(X,Y ) = 0のときX と Y は無相関という。

例題 4.1 同時密度関数が f(x, y) =

{
24xy (0 ≤ x, 0 ≤ y, x+ y ≤ 1)

0 (その他)
である確率変数X,Y について、

その共分散 Cov(X,Y )と相関係数 ρ(X,Y )を求める。

解 fX(x), fY (y)をX,Y の周辺密度関数とする。0 ≤ x ≤ 1のとき、

fX(x) =

∫ 1−x

0

24xy dy = 12x(1− x)2
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より、fX(x) =

{
12x(1− x)2 (0 ≤ x ≤ 1)

0 (その他)
. 全く同様に、fY (y) =

{
12y(1− y)2 (0 ≤ y ≤ 1)

0 (その他)
であ

る。よって、補題 3.1を用いて計算すると、

E[X] =

∫ 1

0

x 12x(1− x)2 dx = 12

∫ 1

0

x2(1− x)2 dx = 12B(3, 3) = 12
Γ(3)Γ(3)

Γ(6)
= 12

2 · 2
5!

=
2

5
(= E[Y ])

E[X2] =

∫ 1

0

x2 12x(1− x)2 dx = 12

∫ 1

0

x3(1− x)2 dx = 12B(4, 3) = 12
Γ(4)Γ(3)

Γ(7)
= 12

3! · 2!
6!

=
1

5
より

V (X)=E[X2]− E[X]2 =
1

5
−
(2
5

)2
=

1

25
(= V (Y )).

(注意: fX(x)を求めず、E[φ(X)] =

∫∫
D

φ(x) 24xy dxdyから求めてもよい。)一方 D : 0 ≤ y ≤ 1−x, 0 ≤

x ≤ 1とすると、

E[XY ] =

∫∫
D

xy 24xy dxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

24x2y2 dy =

∫ 1

0

[
8x2y3

]y=1−x

y=0
dx

=

∫ 1

0

8x2(1− x)3 dx = 8B(3, 4) = · · · = 2

15
より

Cov(X,Y )=E[XY ]− E[X]E[Y ] =
2

15
−
(2
5

)2
= − 2

75

ρ(X,Y )=
Cov(X,Y )√
V (X)V (Y )

=
−2/75

1/25
= −2

3
. �

定理 4.11 確率変数X,Y について、次の (i)–(iv)は同値である。

(i) Cov(X,Y ) = 0.

(ii) X と Y は無相関である。

(iii) E[XY ] = E[X]E[Y ].

(iv) V (X + Y ) = V (X) + V (Y ).

証明: (i) ⇐⇒ (ii): 定義より明らか。

(i) ⇐⇒ (iii): Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X]E[Y ] よりわかる。

(i) ⇐⇒ (iv): V (X + Y ) = E[(X − E[X] + Y − E[Y ])2] = V (X) + V (Y ) + 2Cov(X,Y )より従う。 �

注意 4.4 X,Y が独立であれば、無相関である。実際、X,Y が独立であれば、定理 4.6より (iii)が成立す

る。よって、定理 4.11より無相関となる。

逆は成立しない。例えば、0 < q < 1とし、P ((X,Y ) = (0, 1)) = q, P ((X,Y ) = (1, 0)) = P ((X,Y ) =

(−1, 0)) = (1− q)/2となる確率変数X,Y を考えると、

P (X = 0) = P (Y = 1) = P ((X,Y ) = (0, 1)) = q

より P (X = 0, Y = 1) = P ((X,Y ) = (0, 1)) ̸= P (X = 0)P (Y = 1)となりX と Y は独立ではない。

一方、P (XY = 0) = P ((X,Y ) = (0, 1))+P ((X,Y ) = (1, 0))+P ((X,Y ) = (−1, 0)) = 1よりE[XY ] =

0, P (X = 1) = P ((X,Y ) = (1, 0)) = (1 − q)/2, P (X = −1) = P (X = (−1, 0)) = (1 − q)/2 より

E[X] = 1 · P (X = 1) + (−1) · P (X = −1) + 0 · P (X = 0) = 0となり、E[XY ] = E[X]E[Y ]が成立するの

で Cov(X,Y ) = ρ(X,Y ) = 0.

ただし、(X,Y )が 2次元正規分布であれば X,Y が独立であることと、無相関であることが同値となる

(cf . 例 2.5, 定理 4.12, 系 4.2)。
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例 4.2 X1, X2, . . . , Xn は独立で各 k = 1, . . . , nに対して E[Xk] = µ, V (Xk) = σ2 とする。このとき、

X =
1

n

n∑
k=1

Xk (標本平均), U2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(Xk − X)2 (不偏分散) とおくと、E[X] = µ, E[U2] = σ2 と

なる。

証明 E[X] =
1

n

n∑
k=1

E[Xk] = µ. Yk = Xk − µとおくと、X1 − X =
n− 1

n
Y1 −

1

n

n∑
k=2

Yk. 今、E[Y 2
k ] =

V (Xk) = σ2, E[YkYl] = Cov(Xk, Xl) = 0 (k ̸= l)だから、

E[(X1 −X)2] =
(n− 1)2

n2
E[Y 2

1 ] +
1

n2

n∑
k=2

E[Y 2
k ] =

n− 1

n
σ2.

同様に、各 kについて E[(Xk −X)2] =
n− 1

n
σ2 となるので、E[U2] =

1

n− 1

n∑
k=1

n− 1

n
σ2 = σ2. �

定義 4.3 p次元確率変数X = (X1, . . . , Xp)について、ベクトル E[X] = (E[X1], . . . , E[Xp])をX の平均

ベクトルという。また、Cov(Xi, Xj)をその (i, j)成分とする p × p対称行列を、X の共分散行列といい、

V (X)で表す。

定理 4.12 X = (X1, . . . , Xp)をp次元正規分布N(µ′,Σ)に従うとする。µ = (µ1, . . . , µp) ∈ Rp, Σ = (σij)

は正定値対称行列であった。このとき、E[X] = µ, V (X) = Σとなる。

証明: E[Xm] = µm, 1 ≤ m ≤ p, Cov(Xm, Xn) = σmn, 1 ≤ m,n ≤ p を示せばよい。まず、λ > 0に対して∫ ∞

−∞

1

(2πλ)1/2
e−

1
2

y2

λ dy = 1,

∫ ∞

−∞
y

1

(2πλ)1/2
e−

1
2

y2

λ dy = 0,

∫ ∞

−∞
y2

1

(2πλ)1/2
e−

1
2

y2

λ dy = λ (4.11)

に注意する。例 2.3 (ii) の記号を用いる。X = (X1, . . . , Xp)の密度関数は

f(x1, . . . , xp) =
1

(2π)p/2(detΣ)1/2
e−

1
2 (x−µ)Σ−1(x−µ)′ , x = (x1, . . . , xp).

Σは正定値対称行列なので、線形代数の対角化に関する定理から、直交行列 P = (pij)と対角成分がすべて

正の対角行列D = (λij)がとれて、P ′ΣP = Dとできる。ここで、y = (y1, . . . , yp) = (x−µ)P とすると、

(x− µ)Σ−1(x− µ)′ = yP ′Σ−1Py′ = yD−1y′ =

p∑
j=1

1

λjj
y2j , xm − µm =

p∑
k=1

pmkyk

で、| ∂y∂x | = | detP | = 1, detΣ = detD =
∏p

j=1 λjj . よって、

E[Xm − µm] =

∫
· · ·
∫
Rp

(xm − µm)f(x1, . . . , xp) dx1 · · · dxp

=

p∑
k=1

pmk

∫
· · ·
∫
Rp

yk

[ p∏
j=1

1

(2πλjj)1/2
e
− 1

2

y2
j

λjj

]
dy1 · · · dyp

=

p∑
k=1

pmk

∫ ∞

−∞
yk

1

(2πλkk)1/2
e
− 1

2

y2
k

λkk dyk
∏
j ̸=k

∫ ∞

−∞

1

(2πλjj)1/2
e
− 1

2

y2
j

λjj dyj .

よって、(4.11)により E[Xm − µm] = 0, すなわち、E[Xm] = µm. 次に、

Cov(Xm, Xn) =

∫
· · ·
∫
Rp

(xm − µm)(xn − µn)f(x1, . . . , xp) dx1 · · · dxp

=

p∑
k=1

p∑
l=1

pmkpnl

∫
· · ·
∫
Rp

ykyl

[ p∏
j=1

1

(2πλjj)1/2
e
− 1

2

y2
j

λjj

]
dy1 · · · dyp.
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ここで、(4.11)であるから、∫
· · ·
∫
Rp

ykyl

[ p∏
j=1

∫
R

1

(2πλjj)1/2
e
− 1

2

y2
j

λjj

]
dy1 · · · dyp =

{
λkk (k = l)

0 (k ̸= l)

よって、Cov(Xm, Xn) =
∑p

k=1 pmkpnkλkk. 一方、PD の (i, j)成分は
∑p

k=1 pikλkj = pijλjj , PDP
′ の

(m,n)成分は
∑p

k=1 pmkλkkpnk. ここで、Σ = PDP ′ であったから、

Cov(Xm, Xn) =

p∑
k=1

pmkpnkλkk = σmn. �

系 4.2 X = (X1, . . . , Xp)
′ を p次元正規分布 N(µ,Σ)に従うとする。このとき、X1, . . . , Xp が独立であ

るための必要十分条件はΣが対角行列であることである。

証明: 必要性は例 2.5で示した。十分性について。Σ = (σij)とかく。i ̸= j ならば、Xi, Xj は独立なので

定理 4.11により Cov(Xi, Xj) = 0. よって、定理 4.12により σij = Cov(Xi, Xj) = 0となる。 �

例 4.3 2次元確率変数 (X,Y )の同時密度関数が f(x, y) =
1

πe
exp
{
−1

2
Q(x, y)

}
, (x, y) ∈ R2, であるとす

る。ただし、

Q(x, y) = x2 + 2xy + 5y2 − 2x+ 2y

とする。このとき、V (X), V (Y )と Cov(X,Y )を求めよ。

解: Q(x, y) = (x+y−1)2− (y−1)2+5y2+2y = (x+y−1)2+(2y+1)2−2に注意して、S = X+Y −1,

T = 2Y + 1とおく。このとき、(S, T )の同時密度関数 f(S,T )(s, t)を求めると、s = x + y − 1, t = 2y + 1

より y = 1
2 (t− 1), x = s− 1

2 t+
3
2 に注意して、

f(S,T )(s, t) = f
(
s− 1

2
t+

3

2
,
1

2
(t− 1)

)∣∣∣∂(x, y)
∂(s, t)

∣∣∣ = 1

πe
exp
{
−1

2
(s2 + t2 − 2)

}1
2
=

1√
2π
e−

1
2 s

2 1√
2π
e−

1
2 t

2

.

これは、S, T は独立でともに標準正規分布 N(0, 1)に従うことを示している。よって、

E[S] = E[T ] = 0, E[S2] = V (S) = E[T 2] = V (T ) = 1, E[ST ] = Cov(S, T ) = 0

となる。これより、Y = 1
2 (T − 1), X = S − 1

2T + 3
2 より、

E[Y ] =
1

2
(E[T ]− 1) = −1

2
, E[X] = E[S]− 1

2
E[T ] +

3

2
=

3

2
,

V (Y ) = E[(Y − E[Y ])
2
] =

1

4
E[T 2] =

1

4
,

V (X) = E[(X − E[X])
2
] = E

[(
S − 1

2
T +

3

2
− 3

2

)2]
= E[S2]− 2 · 1

2
E[ST ] +

1

4
E[T 2] =

5

4
,

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X]) (Y − E[Y ])] = E
[(
S − 1

2
T
)1
2
T
]
=

1

2
E[ST ]− 1

4
E[T 2] = −1

4
. �

注意: このことから、V =

(
5/4 −1/4

−1/4 1/4

)
とすると、

Q(x, y) + 2 =
(
x− 3

2 y + 1
2

)
V −1

(
x− 3

2

y + 1
2

)

となることもわかった。
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