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3.1 確率変数の極限 2

1. (1) a, bを定数とする。Xn → X in prob. (確率収束するの意)のとき、aXn + b → aX + b in prob. を示
せ。(注意: 問 1 (1), (2)は問 3を用いず定義から示せ。)

(2) Xn → X in prob. かつ Yn → Y in prob. のとき、Xn + Yn → X + Y in prob. を示せ。

(3) [GW, p.147] a > 0する。確率変数列{Xn}が独立で一様分布U(0, a)に従うとき、Yn = max{X1, X2, · · · , Xn}
とおく。{Yn}は aに確率収束することを示せ。

(4) [GW, p.140] 公正なサイコロを n回投げるとき、6の目の出る回数が 1
6n −

√
nと 1

6n +
√

nの間にある確

率は、 31
36 以上であることを示せ。

2. 1 ≤ q < rとする。 (1) 確率変数列が r次平均収束すれば、q次平均収束することを示せ。

(2) Xn → X in Lr (r次平均収束するの意)かつ Yn → Y in Lr のとき、Xn + Yn → X + Y in Lr を示せ。

(3) Xn → X in L2 かつ E[Xn] = µ, V (Xn) = σ2 (∀n ∈ N)のとき、(a) E[X] = µ, (b) V (X) = σ2,
(c) lim

n→∞
Cov(Xn, X) = σ2 を示せ。

3. (1) r ≥ 1とする。r次平均収束する (従って確率収束する)が概収束しない確率変数列を例示し、それが実
際に r次平均収束するが概収束しないことを示せ。

(2) 概収束する (従って確率収束する)が、r次平均収束しない確率変数列を例示し、それが実際に概収束する

が r次平均収束しないことを示せ。

4. [F, p.72] (1) 確率変数X,Y に対して d(X,Y ) = E
[ |X − Y |
1 + |X − Y |

]
とおけば、距離の公理を満たし、d(Xn, X)

と Xn → X in prob. が同値になることを示せ。ただし、X = Y a.s. のとき X と Y を同一視するものと

する。
1間違いがあるかもしれません。もし見つけたら杉浦までお知らせください。
2略解: 1 ε > 0 とする。(1) a = 0 のときは自明。a ̸= 0 のとき、P (|(aXn + b) − (aX + b)| ≥ ε) = P (|Xn − X| ≥ ε/|a|) → 0.

(2) x + y ≥ ε ⇒ x ≥ ε
2

or y ≥ ε
2
を示し、P (|Xn + Yn − (X + Y )| ≥ ε) ≤ P (|Xn − X| ≥ ε

2
) + P (|Yn − Y | ≥ ε

2
) を導け。

(3) P (|Yn − a| ≥ ε) = P (Yn ≤ a − ε) = P (Xn ≤ a − ε)n =
`

a−ε
a

´n → 0. (ε < a とした。3 つ目の等号は独立性による。)

(4) 6 の目の回数を X とすると X は B(n, 1
6
) に従うから、Chebyshev の不等式より、P (|X − 1

6
n| ≥

√
n) ≤ 1

n
E[(X − 1

6
n)2] = 5

36
.

2 (1) Hölder の不等式 ([AEL] p.58) を用いよ。(2) Minkovsky の不等式 ([AEL] p.58) を用いよ。
(3) (a): |E[X] − µ| ≤ |E[X] − E[Xn]| ≤ E[|X − Xn|] → 0 ((1) を r = 2, q = 1 として用いた).

(b): ∥X∥2 = E[|X|2]1/2 とすると Minkovsky の不等式により ∥X + Y ∥2 ≤ ∥X∥2 + ∥Y ∥2. このとき、∥Xn − µ∥2 − ∥Xn − X∥2 ≤
∥X − µ∥ ≤ ∥Xn − µ∥2 + ∥Xn − X∥2 で仮定より ∥Xn − µ∥2

2 = V (X) = σ2, ∥Xn − X∥2 → 0 であるから、主張を得る。
(c): |Cov(Xn, X) − σ2| = |E[(Xn − µ)(X − µ)] − E[(X − µ)2]| = |E[(Xn − X)(X − µ)]| ≤ E[|Xn − X|2]1/2E[|X − µ|2]1/2 → 0

(Schwarz の不等式を用いた) より、Cov(Xn, X) → σ2.
3 (1) Xn,k(ω) = 1

[ k−1
n

, k
n

)
(ω) とし、X1 = X1,1, X2 = X2,1, X3 = X2,2, . . . , X(1+2+···+n−1)+k−1 = Xn,k, . . . , と {Xn} を定める

と、ω ∈ [0, 1) に対して、Xn,k(ω) = 1 (k = [nω]), = 0 (k ̸= [nω]) となるから、{Xn(ω)} は収束しない。よって、{Xn} は概収束しない。
一方、E[|Xn,k − 0|r] = 1

n
だから、r 次平均収束する。

(2) Xn = n1[0, 1
n

) とおくと、∀ω ∈ (0, 1) に対して、n ≥ 1
ω
とすれば Xn(ω) = 0 なので、{Xn(ω)} は収束する。よって、{Xn} は概収束

する。一方、E[|Xn − 0|r] = nr · 1
n
となり r 次平均収束しない。

4 (1) 距離付け可能であること。d(X, Y ) ≥ 0, d(X, X) = 0 ⇔ X = Y は略。三角不等式は ψ(x) = x
1+x

とすると、ψ(x) は x ≥ 0 で単調
増加で ψ(x + y) ≤ ψ(x) + ψ(y), x, y ≥ 0, となることを示せばよい。詳しい証明は略す。
同値性: ∀ε > 0とする。(⇒) P (|Xn−X| ≥ ε) ≤ 1

ψ(ε)
E[ψ(|Xn−X|)]を用いればよい。この不等式はChebyshevの不等式と同様に示せる (証

明は各自試みよ)。(⇐) Yn = |Xn −X|とおき、ψ(x) ≤ 1, ψ(ε) ≤ εに注意すれば、d(Xn, X) = E[ψ(Yn)1{Yn>ε}]+E[ψ(Yn)1{Yn≤ε}] ≤
P (Yn ≤ ε) + ε となる。Xn → X in prob. とすると、lim sup

n→∞
d(Xn, X) ≤ ε となるが、ε > 0 は任意だから lim sup

n→∞
d(Xn, X) ≤ 0 とな

り、左辺は非負だから lim
n→∞

d(Xn, X) = 0 を得る。
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(2) 確率変数列に対する概収束は距離付け不可能であることを示せ。

3.2 大数の弱法則 3

5. 確率変数列 {Xn}について、各確率変数Xk の分散 V (Xk)が存在するとする。

(1) lim
n→∞

1
n2

V
( n∑

k=1

Xk

)
= 0が成立する (Markov条件という)とき、大数の弱法則が成り立つことを示せ。ま

た、[AEL] p.86 [問 7], [問 8] を解け。

(2) ある数列 {ak}k≥0が存在して、|Cov(Xk, Xl)| ≤ a|k−l| (∀k, l ∈ N) とする。もし lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ak = 0を満た

せば、{Xn}はMarkov条件を満たすことを示せ。

6. (Bernsteinの多項式近似定理) 互いに独立で成功率 pの Bernoulli試行列X1, X2, . . .を考える:

P (Xn = 1) = p, P (Xn = 0) = 1 − p. Yn =
1
n

n∑
k=1

Xk とおく。以下のように、任意の [0, 1]上の連続関数

f ∈ C[0, 1]が多項式によって一様収束の位相で近似できることを示せ。

(1) E[f(Yn)] =
n∑

k=1

f

(
k

n

) (
n

k

)
pk(1 − p)n−k を示せ。この右辺を Bernstein多項式といい、Bnf(p)と表す。

(2) δ > 0とする。Chebyshevの不等式を用いて、P (|Yn − p| ≥ δ) ≤ p(1 − p)
δ2n

となることを示せ。

(3) |Bnf(p) − f(p)| ≤ E[|f(Yn) − f(p)|] ≤ uf (δ) +
∥f∥∞
2δ2n

を示せ。

ただし、uf (δ) = sup
x,y∈[0,1]:|x−y|<δ

|f(x) − f(y)|, ∥f∥∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|とする。

(4) (3)を用いて、 lim
n→∞

∥Bnf − f∥∞ = 0を示せ。

3.3 大数の強法則 4

7. {Xn}を独立で同分布をもつ確率変数列で、E[Xn
4] < ∞とする。このとき、大数の強法則が成立すること

を以下にしたがって示せ。ただし、簡単のため E[X1] = 0とする。

(1) mk = E[X1
k] (k = 1, 2, 3, 4) とするとき、E[

( n∑
k=1

Xk

)4

] = nm4 + 3n(n − 1)m2
2 を示せ。

(2) Yn =
1
n

n∑
k=1

Xk とし、An =
{
|Yn| ≥

1
n1/8

}
とおくと、

∞∑
n=1

P (An) < ∞となることを示せ。

(3) {Yn}が 0に概収束することを示せ。
3略解: 4 (2) もし、確率変数列に対する概収束が距離付け可能であれば、Xn → X a.s. と「{Xn} の任意の部分列 {Xn′} が X に概収

束する部分列 {Xn′′} をもつ」が同値であることに注意する (これは距離空間の一般的な性質です。各自証明を試みよ。)。今、Xn → X in
prob. とすればこの {Xn}は後者の性質を持つ (定理 3.6)。よって、確率収束すれば概収束することとなるが、これは矛盾である (問 1 (2))。

5 (1) [AEL] p.79 などを見よ。(2) X̃k = Xk − E[Xk] とかく。V
“ n

P

k=1
Xk

”

= E[
“ n

P

k=1
X̃k

”2
] =

n
P

k=1
E[X̃2

k ] + 2
n

P

k=1

k−1
P

l=1
E[X̃kX̃l] ≤

na0 + 2
n

P

k=1

k−1
P

l=1

ak−l = na0 + 2
n

P

k=1

k−1
P

m=1
am = na0 + 2

n−1
P

m=1
am

n
P

k=m+1

1 = na0 + 2
n−1
P

m=1
(n−m− 1)am ≤ na0 + 2n

n−1
P

m=1
am より成立。

6 (1) nYn が二項分布 B(n, p) に従うことを用いよ。(2) 左辺 ≤ 1
δ2 E[|Yn − p|2] = 1

n2δ2 V (nYn) = 右辺 (∵ nYn が B(n, p) に従う).
(3) E[|f(Yn)−f(p)|] = E[|f(Yn)−f(p)|1{|Yn−p|<δ}]+E[|f(Yn)−f(p)|1{|Yn−p|≥δ}] ≤ uf (δ)P (|Yn−p| < δ)+2∥f∥∞P (|Yn−p| ≥ δ)

≤ uf (δ) +
∥f∥∞
2δ2n

. 最後の不等号は (2) と p(1 − p) = 1
4
− (p − 1

2
)2 ≤ 1

4
を用いた。

(4) (3)は任意の p ∈ [0, 1]に対して成立するので、∥Bnf − f∥∞ ≤ uf (δ) +
∥f∥∞
2δ2n

. よって、lim sup
n→∞

∥Bnf − f∥∞ ≤ uf (δ). ここで、左辺

は非負であり δ > 0に依存しないから δ → +0として (uδ(f) → 0となるので)、lim sup
n→∞

∥Bnf − f∥∞ = 0, 即ち、 lim
n→∞

∥Bnf − f∥∞ = 0.

4略解: 7 (1) E[XiXjXkXl]の i, j, k, lのうちいくつ等しいかで場合分けすることで (例えば E[X1X1X1X2] = E[X3
1 ]E[X2] = m3m1)、

E[(
Pn

k=1 Xk)4] = nm4 +4n(n− 1)m3m1 +3n(n− 1)m2
2 +6n(n− 1)(n− 2)m2m1

2 +n(n− 1)(n− 2)(n− 3)m1
4 となるが、m1 = 0

より与式を得る。(2) Chebyshev の不等式により P (An) ≤ 1
(n−1/8)4

E[|Yn|4] =
nm4+3n(n−1)m2

n7/2 ≤ c
n3/2 となる定数 c がある。よって、

n
P

k=1

1

n3/2
≤

Z ∞

1

dx

x3/2
= 2 より主張を得る。(3) Borel-Cantelli の定理 ([ARL] p.12 定理 1.3(i)) により、P

“ ∞
T

n=1

∞
S

k=n

Ak

”

= 0. 即ち、

P
“ ∞

S

n=1

∞
T

k=n
Ak

c
”

= 1. ω ∈
∞
S

n=1

∞
T

k=n
Ak

c とすると、∃n ∈ N s.t. k ≥ n ⇒ |Yn(ω)| < 1
n1/8 . これは、 lim

n→∞
Yn(ω) = 0 を意味する。
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8. {Xn}を独立で同分布をもつ確率変数列で、E[|Xn|] = ∞とする。このとき、Yn =
1
n

n∑
k=1

Xk に対して、

P
(
lim sup

n→∞
|Yn| = ∞

)
= 1となることを以下にしたがって示せ。5

(1) M > 0とする。Bn = {|Xn| ≥ Mn}とおくと、
∞∑

n=1
P (Bn) = ∞となることを示せ。

(2) Borel-Cantelliの第 2定理 ([ARL] p.12 定理 1.3(ii))を用いて、P
(
lim sup

n→∞

|Xn|
n

≥ M
)

= 1を示せ。

(3) 数列 {an} に対して、lim sup
n→∞

|an|
n

= ∞ ならば、lim sup
n→∞

∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

ak

∣∣∣ = ∞ となることを示せ。これより、{
lim sup

n→∞

|Xn|
n

= ∞
}
⊂

{
lim sup

n→∞
|Yn| = ∞

}
であるが、(2)でM → ∞として、P

(
lim sup

n→∞

|Xn|
n

= ∞
)

= 1

となるから、証明は完了する。

4.1 特性関数 6

[AEL] p.85 の [問 1], [問 2], [問 4]も解いておくこと。

9. X が指数分布 Ex(λ) (λ > 0) に従う、即ち、その密度関数が fX(x) = λe−λx1(0,∞)(x)であるとき、その特
性関数 φX(t) = E[eitX ]を (1) 実部虚部を分けて計算する方法, (2) Cauchyの積分定理を用いる方法 のそれ
ぞれで求めよ。

10. 確率変数X が E[|X|k] < ∞を満たせば、その特性関数 φX(t)は Ck-級で φ
(k)
X (t) = ikE[XkeitX ] となるこ

とを示せ。

11. ある確率変数X の特性関数が φX(t) = e−|t|α であるとする。このとき、E[|X|2] < ∞ならば α = 2となる
ことを示せ。

12. X = (X1, . . . , Xp)′ を p 次元正規分布 N(m,Σ) に従うとする。このとき、正則行列 B に対して、Y =
(Y1, . . . , Yp)′ = B(X − m)とすると、Y がN((0, . . . , 0)′, BΣB′)に従うことを示せ。

5略解: 8 (1)
∞
P

n=1
P (Bn) =

∞
P

n=1
P (|X1| ≥ Mn) =

∞
P

n=1

∞
P

k=n
P (Mk ≤ |X1| < M(k + 1)) =

∞
P

k=1

k
P

n=1
P (Mk ≤ |X1| < M(k + 1)) =

∞
P

k=1

kP
`

k − 1 ≤ |X1|
M

− 1 < k
´

≥
∞
P

k=1

E
ˆ

“

|X1|
M

− 1
”

1˘

k−1≤ |X1|
M

−1<k
¯

˜

= E
ˆ

“

|X1|
M

− 1
”

˜

= ∞.

(2) (1)に Borel-Cantelliの第 2定理を適用すると P
“ ∞

T

n=1

∞
S

k=n
Bk

”

= 1. ω ∈
∞
T

n=1

∞
S

k=n
Bk とすると、∀n ∈ N ∃k ≥ n s.t. |Xk(ω)| ≥ Mk.

これは、lim sup
n→∞

|Xn(ω)|
n

≥ M を意味する。(3) |an| = |(a1+· · ·+an−1+an)−(a1+· · ·+an−1)| ≤ |a1+· · ·+an−1+an|+|a1+· · ·+an−1|

に注意する。これより、もし lim sup
n→∞

˛

˛

˛

1

n

n
P

k=1
ak

˛

˛

˛

< ∞ ならば、lim sup
n→∞

|an|
n

< ∞ となり、対偶が示せた。

6略解: 9 (1) φX(t) =
R ∞
0 eitxλe−λx dx = λ

R ∞
0 e−λx cos tx dx + iλ

R ∞
0 e−λx sin tx dx = λ2

λ2+t2
+ i λt

λ2+t2
= λ

λ−it
.

(2) c = λ − it とおく。R > 0 とし、CR を CR,1: 実軸上を 0 → R, CR,2: |z| = R 上を R → c
|c|R, CR,3: arg z = c

|c| 上を
c
|c|R → 0,

からなる閉曲線とする。 R → ∞ のとき、
R

CR,1
e−|c|zdz =

R R
0 e−|c|x dx → 1

|c| , |
R

CR,2
e−|c|zdz| = |

R arg c
0 e−|c|Reiθ

Rieiθ dθ| =

R | arg c|
0 Re−R cos θ dθ ≤ | arg c|Re

−R λ
|c| → 0 (cos arg c = Re c

|c| = λ
|c| > 0 に注意),

R

CR,3
e−|c|zdz =

R 0
R e−ct c

|c| dt → −c
|c|

R ∞
0 e−ct dt.

よって、Cauchy の積分公式により、
R

CR
e−|c|zdz = 0 であるから、

R ∞
0 e−cx dx = 1

c
= 1

λ−it
. よって、φX(t) = λ

R ∞
0 e−cx dx = λ

λ−it
.

10 k = 1のときは、平均値の定理により ei(t+h)x − eitx = ixei(t+θh)xh (0 < θ < 1) とできるから、
˛

˛

ei(t+h)X−eitX

h

˛

˛ ≤ |X|となる。よっ
て、Lebesgue の優収束定理から、 lim

h→0

φX (t+h)−φX (t)
h

= E[XeitX ] となり、微分可能であることがわかる。また、φ′
X(t) = E[XeitX ] が

連続であることは、命題 4.4 (iv) と同様に示すことができる。k − 1 のとき成り立つとすると、同様にして k のときも示せる。各自試みよ。
11 φX(t) は α > 1 のときのみ C1-級で φ′

X(t) = −α|t|α−2te−|t|α , α ≥ 2 のときのみ C2-級で φ′′
X(t) = −α(α − 1)|t|α−2e−|t|α +

(α|t|α−2t)2e−|t|α . 仮定より、問 10 から φX(t) は C2-級だから α ≥ 2. もし α > 2 なら、E[X2] = −φ′′
X(0) = 0 となり、X = 0 a.s.

このとき、φX(t) = 1 だから矛盾する。注意: 0 < α < 2 のとき、e−|t|α を特性関数とする確率分布が存在することが知られている。(cf .
Durrett 著 Probability: Theory and Examples, Second Ed. Duxbury Press, p.106 Example 3.10)
12 x = B−1y + m より、fY (y) = fX(B−1y + m)

˛

˛

∂x
∂y

˛

˛ = 1
(2π)p/2(detΣ)1/2 exp

˘

− 1
2
(B−1y)′Σ−1B−1y

¯

|det B−1| =

1
(2π)p/2(det BΣB′)1/2 exp

˘

− 1
2

y′(BΣB′)−1y
¯

. (detΣ)| det B−1|−2 = (detΣ)(det B)2 = det BΣB′ に注意のこと。
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