
3.3.1 定数係数斉次方程式の別証明

この節では斉次方程式 (3.19)で特に係数a1, . . . , anが定数の場合を考える。このとき、方程式はP (D)x = 0
と表せる。ただし、D = d

dt ,

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · · + an−1λ + an

とした。これが (3.11) のように P (λ) = (λ − λ1)m1 · · · (λ − λr)mr と変形できたとする1。ただし、λj

(j = 1, . . . , r) は P (λ)の根でmj はその重複度でm1 + · · · + mr = nである。このとき、次が成立する。

定理 0.1 方程式 P (D)x = 0の解は、次の n個の関数

etλ1 , tetλ1 , · · · , tm1−1etλ1 ; etλ2 , tetλ2 , · · · , tm2−1etλ2 ; · · · ; etλr , tetλr , · · · , tmr−1etλr (0.1)

の一次結合で表せる。

命題 0.2 方程式 (D−λ)mx = 0の解からなる空間V = {x; (D−λ)mx = 0}の基底は etλ, tetλ, · · · , tm−1etλ

からなる。

証明: 命題 3.17 の前にかいたことから、dimV = m であるから、xj = tj

(j−1)!e
tλ (j = 1, . . . ,m) が

(D − λ)mxj = 0 (j = 1, . . . ,m)を満たし、それが一次独立であることを示せばよい。これは、

(D − λ)jxj = (D − λ)j−1
{ tj−2

(j − 2)!
etλ +

tj−1

(j − 1)!
λetλ − λ

tj−1

(j − 1)!
etλ

}
= (D − λ)j−1xj−2

= · · · = (D − λ)x1 = λeλt − λeλt = 0, j = 1, 2 . . . ,m,

となることおよび、y1 = 1, y2 = t
1! , · · · , ym = tm−1

(m−1)! のWronskianを計算すると 1となるから命題 3.17か
ら従う。 ¤

命題 0.3 λの多項式 P1(λ), . . . , Pr(λ)のどの 2つも共通の根をもたないとする。このとき

Vj := {x ; Pj(D)x = 0 } (j = 1, . . . , r); V0 := {x ; P1(D) · · ·Pr(D)x = 0 }

の間には V0 = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr という関係式が成立する。

証明:2 r = 2で示す。(一般の場合はそれを繰り返し用いればよい。) どの 2つも共通の根をもたないから、
ある多項式 h1, h2 が存在して

P1(λ)h1(λ) + P2(λ)h2(λ) ≡ 1

とすることができる。λとしてDを代入すると

P1(D)h1(D) + P2(D)h2(D) = 1. (0.2)

よって、∀xに対し x1 = P2(D)h2(D)x, x2 = P1(D)h1(D)xとすると、x = x1 + x2 となる。このとき、

P1(D)x1 = h2(D){P1(D)P2(D)x} = 0, P2(D)x2 = h1(D){P1(D)P2(D)x} = 0

となり、x1 ∈ V1, x2 ∈ V2 を得る。

次に分解の一意性を示す。x ∈ V0 に対し

x = x1 + x2 = y1 + y2, x1, y1 ∈ V1, x2, y2 ∈ V2

とできたとする。このとき、z := x1 − y1 = y2 − x2 ∈ V1 ∩ V2であるから (0.2)により z = h1(D)P1(D)z +
h2(D)P2(D)z = 0. ¤

定理0.1の証明: V = {x;P (D)x = 0}, Vk = {x; (D−λk)mkx = 0}とおくと、命題 0.3からV = V1⊕· · ·⊕Vr

となるが、命題 0.2に注意すると (0.1)は各 Vk の基底を並べたものとなるから、主張は従う。 ¤
1定数係数であるから、一般に多項式 f(λ), g(λ) に対して f(D)g(D) = g(D)f(D) となることに注意する。もし定数係数でなけ

ればこの等式は成立しない。例: d
dt

t d
dt

x = dx
dt

+ t d2x
dt2

, t d
dt

d
dt

x = t d2x
dt2
となるので d

dt
(t d

dt
) ̸= t d

dt
d
dt

.
2証明は補題 3.16 とほぼ同じである。
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