
1 微分方程式の初等解法

微分方程式とは独立変数と未知関数、そしてその導関数からなる方程式のことをいう。x を独立変数、

y = y(x)を未知関数とするとき、一般に、関数 F を用いて

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0 (1.1)

で与えられる。これを (常)微分方程式といい、導関数の最高階数 nをこの微分方程式の階数という。この式

をみたす Cn級関数 y(x)をその解という。1 特に y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1))と表せるとき正規形という。

例えば、y2 = log |x| + C (C は任意の定数)で定められる y は、1階微分方程式 2xyy′ = 1の解である。
また、A,B を任意の定数として、x = Aet + Be2t は 2階微分方程式 x′′ − 3x′ + 2x = 0の 解である。

n階微分方程式の解で、n個の任意定数を含むものを一般解、任意定数の一部またはすべてに値を代入し

て得られる解を特殊解、一般解でも特殊解でもない解を特異解という。

与えられた微分方程式から出発して、四則演算, 微分・積分, 関数の合成および逆関数を作る操作、初等
関数への代入、およびそれらの有限回の組み合わせによって一般解が求められるとき、そのような解き方を

初等解法または求積法という。ここでは、初等解法のいくつかを紹介する。

(I) 変数分離形
dy

dx
= f(x)g(y)

のような方程式を変数分離形という。これは、g(y) 6= 0のとき
1

g(y)
dy

dx
= f(x)の両辺を積分して、

∫
dy

g(y)
=

∫
f(x) dx

となり、これから一般解を得る。

例題 1.1 次の微分方程式を解け。

(1) x(y2 + 1) + y(x2 + 1)y′ = 0 (2) y′ = x(1− y2)

解: (1)
∫

2y

y2 + 1
dy = −

∫
2x

x2 + 1
dxより、

log(y2 + 1) = − log(x2 + 1) + C

よって、(x2 + 1)(y2 + 1) = eC . eC を改めて C とおけば、一般解は (x2 + 1)(y2 + 1) = C となる。

(2) y 6= ±1のとき、
∫

dy

1− y2
=

∫
x dxより、

1
2

log
∣∣∣∣
1 + y

1− y

∣∣∣∣ =
1
2
x2 + C

これから、
1 + y

1− y
= ±eCe

1
2 x2
となる。±eC を任意定数 C におき直し整理することで、y =

Ce
1
2 x2 − 1

Ce
1
2 x2 + 1

を得

る。(C 6= 0に注意。) また、y = 1, y = −1も明らかに解である。(それぞれ C = ∞, 0の場合になってい
る。) ¤

問 1.1 次の微分方程式を解け。2

(1) 2xy′ = y (2) xyy′ − x2 = 3 (3) xy′ = y − 1 (4) (x− 1)y′ + y − 1 = 0

(5) (cos2 x)y′ + sin x cos2 y = 0 (6) (1 + x)y + x(1− y)y′ = 0

1このノートは『坂光一他著 微分積分学入門 学術図書』を元に書きました。演習問題の多くもそこからとってます。
また、次の URL からダウンロードできます。http://www.math.u-ryukyu.ac.jp/˜sugiura/

2問題 1.1 解答: (1) y = C
p
|x|, (2) 1

2
y2 = 3x + 1

2
x2 + C, (3) y − 1 = Cx, (4) (x− 1)(y − 1) = C,

　　　　 (5) tan y = − 1
cos2 x

+ C, y = π
2

+ nπ (n ∈ Z), (6) xyex−y = C
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(II) 同次形
dy

dx
= f

(y

x

)

の形にかける方程式を同次形という。これは、u = y/xとおくと、y = uxより u′x + u = y′ = f(u), すな
わち

u′ =
f(u)− u

x

となり、変数分離形に帰着できる。

例題 1.2 xy′ = y +
√

x2 + y2 を解け。

解: x > 0とする。y′ =
y

x
+

√
1 +

(y

x

)2

であるから、u = y/xとおくと、u + xu′ = u +
√

1 + u2. よって、

∫
du√

1 + u2
=

∫
dx

x
, i.e., log(u +

√
1 + u2) = log x + c.

もとの y にもどすと、y +
√

x2 + y2 = kx2. (k = ec > 0: 任意常数.) 両辺に
√

x2 + y2 − y をかけると、√
x2 + y2 − y = 1/kを得るから、

y =
1
2

(
kx2 − 1

k

)
, (k > 0: 任意定数) (1.2)

を得る。x < 0のときは y′ =
y

x
−

√
1 +

(y

x

)2

であるから、同様に (1.2)が解であることがわかる。また、

x = 0のとき y < 0であり問題式の両辺ともに 0となるので、(1.2)が求める解である。 ¤

問 1.2 次の微分方程式を解け。3

(1) xyy′ = x2+y2 (2) x + yy′ = 2y (3) (x+y)+(x−y)y′ = 0 (4) y2+x2y′ = xyy′

(5) x cot
y

x
− y + xy′ = 0 (6)

(
x cos

y

x
+ y sin

y

x

)
y −

(
y sin

y

x
− x cos

y

x

)
xy′ = 0

問 1.3 微分方程式
dy

dx
= f

(
ax + by + c

αx + βy + γ

)
(aβ − αb 6= 0) は am + bn + c = 0, αm + βn + γ = 0

なるm,nに対して x = s + m, y = t + nと変数変換すると、

dt

ds
=

dt/dx

ds/dx
=

dy

dx
= f

(
as + bt

αs + βt

)
= f

(
a + bt/s

α + βt/s

)

となり同次形である。このことを用いて次の微分方程式を解け。4

(1) (2x− y + 3)− (x− 2y + 3)y′ = 0 (2) (x + y + 1)2y′ = 2(y + 2)2

(3) (3x + y − 5)− (x− 3y − 5)y′ = 0 (4) (5x− 7y)− (x− 3y + 4)y′ = 0

問 1.4 (　　)内の変数変換を行い、次の微分方程式を解け。ただし、aは正の定数とする。5

(1) (x + y)2y′ = a2 (x + y = u) (2) yy′ = (2ex − y)ex (ex = s)

3問題 1.2 解答: (1) y2 = 2x2(log |x|+ C), (2) y − x = Ce
x

y−x , y = x, (3) y2 − 2xy − x2 = C, (4) ye−y/x = C,
　　　　 (5) cos y

x
= Cx, (6) xy cos y

x
= C

4問題 1.3 解答: (1) (y − 1)2 − (x + 1)(y − 1) + (x + 1)2 = C, (2) log |y + 2|+ 2Arctan y+2
x−1

= C, y + 2 = 0,

　　　　 (3) 3
2

log{(x− 2)2 + (y + 1)2} −Arctan y+1
x−2

= C, (4) (3y − 5x + 10)2 = C(y − x + 1), y − x + 1 = 0
5問題 1.4 解答: (1) y − a Arctan x+y

a
= C, (2) (y + 2ex)2(y − ex) = C
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(III) 1階線形方程式 (定数変化法)

y′ = p(x)y + q(x) (1.3)

解法: まず q(x) = 0とし、y′ = p(x)yを解くと y = Ce
R

p(x) dx を得る。

ここで、(1.3)を解くために C を xの関数と考え、

y = C(x)e
R

p(x) dx (1.4)

とおき、これを (1.3)に代入すると

y′ = C ′(x)e
R

p(x) dx + C(x)e
R

p(x) dxp(x) = C ′(x)e
R

p(x) dx + p(x)y

即ち、C ′(x) = q(x)e−
R

p(x) dx を得る。よって、両辺を積分し (1.4)に代入することで、(1.3)の一般解が

y = e
R

p(x) dx
{

C +
∫

q(x)e−
R

p(x) dx dx
}

(C: 任意定数)

であることがわかる。 ¤

例題 1.3
dy

dx
= − y

1 + x
+ cos x を解け。

解:
dy

dx
= − y

1 + x
を解いて、y =

C

1 + x
. よって、y =

C(x)
1 + x

とおくと、

y′ =
C ′(x)
1 + x

− C(x)
(1 + x)2

=
C ′(x)
1 + x

− y

1 + x
.

故に、C ′(x) = (1 + x) cos xとなるから両辺を積分して、C(x) = (1 + x) sin x + cos x + C となり、

y = sin x +
cosx

1 + x
+

C

1 + x
(C: 任意定数)

を得る。 ¤

問 1.5 次の微分方程式を解け。6

(1) y′ − y = sin x (2) y′ − 2y = e3x (3) y′ + y = x2

(4) y′ cosx + y sin x = 1 (5) xy′ + y = x log x

例 1.1 (Bernoulliの方程式)
dy

dx
= p(x)y + q(x)yα (α 6= 0, 1)

α = 0, 1のときはそれぞれ 1階線形方程式, 変数分離形なので除外してある。
この方程式は u = y1−α とおくと、

u′ = (1− α)p(x)u + (1− α)q(x)

と変形でき、1階線形方程式に帰着できる。

例題 1.4 x2y′ = xy + y3 を解け。

解: y 6= 0とする。u = y1−3 = y−2 とおくと、u′ = −2y−3y′ より、1階線形方程式 x2u′ = −2xu− 2 を得
る。次に x2u′ = −2xuを解いて、u = Cx−2. よって、u = C(x)x−2 とおくと、

x2u′ = x2

(
−2C(x)

x3
+

C ′(x)
x2

)
= −2xu + C ′(x).

6問題 1.5解答: (1) y = − 1
2
(sin x+cos x)+Cex, (2) y = e3x +Ce2x, (3) y = x2−2x+2+Ce−x, (4) y = sin x+C cos x,

　　　　 (5) y = 1
2
x log x− 1

4
x C

x
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故に、C ′(x) = −2となるから両辺を積分して、C(x) = −2x + C となり、これを代入して、

1
y2

= u =
−2x + C

x2
(C: 任意定数)

を得る。また、y = 0も明らかに解である。 ¤

問 1.6 次の微分方程式を解け。7

(1) x2y′ = xy + y2 (2) y′ +
y

x
= 2y2 log x (3) y′ + y = xy3

(IV) 全微分型方程式

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 (1.5)

は、1階正規形微分方程式を変形したものと考えられる。もし C1-級関数 ϕ(x, y)で

∂ϕ/∂x = P, ∂ϕ/∂y = Q (1.6)

なるものが見つかれば、ϕの全微分は

dϕ =
∂ϕ

∂x
dx +

∂ϕ

∂y
dy = Pdx + Qdy = 0

となり、等高線 ϕ(x, y) = Cがこの微分方程式の一般解となる。このとき、微分方程式 (1.5)は全微分型 (ま
たは完全型)という。

微分方程式 (1.5)が全微分型である必要十分条件は

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
(1.7)

である。実際、(1.6)を満たす関数 ϕが存在すれば、(1.7)を満たすことは明らかである。逆に、ϕを

ϕ(x, y) =
∫ x

x0

P (s, y) ds +
∫ y

y0

Q(x0, t) dt (1.8)

と定義すれば、ϕ(x, y) = C が微分方程式 (1.5)の解となる。8

例題 1.5 (2x + y)dx + (x + 2y)dy = 0 を解け。

解: ∂(2x + y)/∂y = ∂(x + 2y)/∂x = 1であるから、与えられた微分方程式は全微分型である。よって、

ϕ =
∫ x

x0

(2s + y) ds +
∫ y

y0

(x0 + 2t) dt = x2 + xy − x2
0 + y2 − x0y0 − y2

0

x0, y0による項は定数項なので任意定数の項に繰り入れればよく、一般解は x2 +xy+y2 = Cとなる。 ¤

問 1.7 次の微分方程式を解け。9

(1) (2xy + 6x)dx + (x2 − 1)dy = 0 (2) (y sin x− x)dx + (y2 − cos x)dy = 0

(3)
(

log y +
1
x

)
dx +

(
x

y
+ 2y

)
dy = 0 (4)

(
1 + x

√
x2 + y2

)
dx +

(
−1 + y

√
x2 + y2

)
dy = 0

7問題 1.6 解答: (1) y = x
C−log |x| , y = 0, (2) y = 1

x(C−(log x)2)
, y = 0, (3) 1

y2 = x + 1
2

+ Ce2x, y = 0
8厳密には、P, Qは C2-級で、それが定義される領域に “穴がない”ことが必要である。これと (1.7)により、(x0, y0)と (x, y)を結

ぶ折れ線 C に関する線積分
R

C Pdx+Qdy の値が、C のとり方によらない。実際、C1, C2 を (x0, y0)と (x, y)を結ぶ折れ線として、
それによって囲まれる領域をDとする (C1 と−C2 で正の向きとする)と、Greenの定理により

R
C1

Pdx+Qdy−RC2
Pdx+Qdy =R

D( ∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)dxdy = 0 となる。(1.8) は C として 3 点 (x0, y0), (x0, y), (x, y) を順に結ぶ折れ線をとった線積分に他ならない。
9問題1.7解答: (1) x2y+3x2−y = C, (2)−y cos x− 1

2
x2+ 1

3
y3 = C, (3) x log y+log |x|+y2 = C, (4) x+ 1

3
(x2+y2)

3
2−y = C

4


