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1 微分方程式の初等解法

1.1 微分方程式の初等解法

変数 tとその関数 x(t)および関数 F に対して

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0 (1.1)

の形の方程式を、x(t)に関する (常)微分方程式という。導関数の最高階数 nをこの微分
方程式の階数という。この式をみたすCn級関数 x(t)をその解という。1 2

特に x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1))と表せるとき正規形という。

例えば、A,Bを任意の定数として、x = Aet + Be2tは 2階微分方程式 x′′− 3x′ + 2x = 0

の 解である。
また、y2 = log |x|+ C (Cは任意の定数)で定められる yは、1階微分方程式 2xyy′ = 1

の解である。

n階微分方程式の解で、n個の任意定数を含むものを一般解、任意定数の一部またはす
べてに値を代入して得られる解を特殊解、一般解でも特殊解でもない解を特異解という。
与えられた微分方程式から出発して、四則演算, 微分・積分, 関数の合成および逆関数
を作る操作、初等関数への代入、およびそれらの有限回の組み合わせによって一般解が求
められるとき、そのような解き方を初等解法または求積法という。

(I) 変数分離形
dx

dt
= f(t)g(x)

のような方程式を変数分離形という。これは、g(x) 6= 0のとき
1

g(x)

dx

dt
= f(t)の両辺を積

分して、 ∫
dx

g(x)
=

∫
f(t) dt

となり、これから一般解を得る。

例題 1.1 x′ = t(1− x2) を解け。

解: x 6= ±1のとき、
∫

dx

1− x2
=

∫
t dtより、

1

2
log

∣∣∣∣
1 + x

1− x

∣∣∣∣ =
1

2
t2 + C

これから、
1 + x

1− x
= Ae

1
2
t2 . (A = e±2Cとおいた。A 6= 0に注意。) よって、x =

Ae
1
2
t2 − 1

Ae
1
2
t2 + 1

を得る。また、x = 1, x = −1も明らかに解である。(それぞれA = ∞, A = 0の場合に
なっている。) ¤

1このノートは次の URLからダウンロードできます。 http://www.math.u-ryukyu.ac.jp/˜sugiura/
2参考文献： [K] 笠原皓司: 微分方程式の基礎 朝倉書店　 [S] 島倉紀夫: 常微分方程式 裳華房

　 [Y] 谷島賢二: 物理数学入門 東京大学出版会　他
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(II) 同次形
dx

dt
= f

(x

t

)

の形にかける方程式を同次形という。これは、u = x/tとおくと、x = utより u′t + u =

x′ = f(u), すなわち

u′ =
f(u)− u

t

となり、変数分離形に帰着できる。

例題 1.2 tx′ = x +
√

t2 + x2 を解け。

解: t > 0とする。x′ =
x

t
+

√
1 +

(x

t

)2

であるから、u = x/tとおくと、u + tu′ = u +
√

1 + u2.

よって、
∫

du√
1 + u2

=

∫
dt

t
, i.e., log(u +

√
1 + u2) = log t + c.

もとの xにもどすと、x +
√

t2 + x2 = kt2. (k = ec > 0: 任意常数.) 両辺に
√

t2 + x2 − x

をかけると、
√

t2 + x2 − x = 1/kを得るから、

x =
1

2

(
kt2 − 1

k

)
, (k > 0: 任意定数) (1.2)

を得る。t < 0のときは x′ =
x

t
−

√
1 +

(x

t

)2

であるから、同様に (1.2)が解であることが

わかる。また、t = 0のとき x < 0であり問題式の両辺ともに 0となるので、(1.2)が求め
る解である。 ¤

問 1.1 次の微分方程式を解け。3

(1) txx′ = x2 − 4 (2)
√

1− t2x′ =
√

1− x2 (3) tx′ log t = x log x

(4) tx′+(2t2−1) sin x = 0 (5) tx2x′ = t3 + x3 (6) t cot
x

t
−x+tx′ = 0

問 1.2 微分方程式
dx

dt
= f

(
at + bx + c

αt + βx + γ

)
(aβ − αb 6= 0) は am + bn + c = 0,

αm + βn + γ = 0なるm, nに対して t = s + m,x = u + nと変数変換すると、

du

ds
=

du/dt

ds/dt
=

dx

dt
= f

(
as + bu

αs + βu

)
= f

(
a + bu/s

α + βu/s

)

となり同次形である。このことを用いて次の微分方程式を解け。

(1) (2t + x− 4)x′ = t− 2x + 3 (2) (t− x− 4)x′ = t + x + 2

問 1.3 (　　)内の変数変換を行い、次の微分方程式を解け。ただし、aは正の定数とする。

(1) (t + x)2x′ = a2 (t + x = u) (2) xx′ = (2et − x)et (et = s)

3以下の演習問題 (問 1.1–1.4)は吹田・新保共著 理工系の微分積分学 学術図書 (現 3, 4年次の 1年次の
微積分の教科書)からとってます。
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(III) 1階線形方程式 (定数変化法)

x′ = p(t)x + q(t) (1.3)

解法: まず q(t) = 0とし、x′ = p(t)xを解くと x = Ce
R

p(t) dtを得る。
ここで、(1.3)を解くためにCを tの関数と考え、

x = C(t)e
R

p(t) dt (1.4)

とおき、これを (1.3)に代入すると

x′ = C ′(t)e
R

p(t) dt + C(t)e
R

p(t) dtp(t) = C ′(t)e
R

p(t) dt + p(t)x

即ち、C ′(t) = q(t)e−
R

p(t) dtを得る。よって、両辺を積分し (1.4)に代入することで、(1.3)

の一般解が

x = e
R

p(t) dt
{

C +

∫
q(t)e−

R
p(t) dt dt

}
(C: 任意定数)

であることがわかる。 ¤

例題 1.3
dx

dt
= − x

1 + t
+ cos t を解け。

解:
dx

dt
= − x

1 + t
を解いて、x =

C

1 + t
. よって、x =

C(t)

1 + t
とおくと、

x′ =
C ′(t)
1 + t

− C(t)

(1 + t)2
=

C ′(t)
1 + t

− x

1 + t
.

故に、C ′(t) = (1 + t) cos tとなるから両辺を積分して、C(t) = (1 + t) sin t + cos t + Cと
なり、

x = sin t +
cos t

1 + t
+

C

1 + t
(C: 任意定数)

を得る。 ¤

例 1.1 (Bernoulliの方程式)

dx

dt
= p(t)x + q(t)xα (α 6= 0, 1)

α = 0, 1のときは 1階線形方程式なので除外してある。
この方程式は u = x1−αとおくと、

u′ = (1− α)p(t)u + (1− α)q(t)

と変形でき、1階線形方程式に帰着できる。

例 1.2 (Riccatiの方程式)
dx

dt
= p(t)x2 + q(t)x + r(t)

一般に、Riccatiの方程式には初等解法はないが、何らかの方法で一つの解 x0(t)がみつ
かれば、次のように一般解が求められる。

x = u + x0(t)として方程式を書き直すと

u′ + x′0 = p(u + x0)
2 + q(u + x0) + r = pu2 + (2px0 + q)u + (px0

2 + qx0 + r)
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となるが、x0(t)は解だから上式両辺の最後の項が消え、Bernoulli型方程式 (α = 2)に帰
着できることがわかる。

例題 1.4 x′ = x2 − 3x + 2 を解け。

解: x0(t) = 1は両辺が 0となるから解である。これより、x = u + 1とおくと

u′ = (u + 1)2 − 3(u + 1) + 2 = u2 − u.

さらに、z = u1−2とおくと zは z′ = z − 1を満たす。これは 1階線形方程式だから定数変
化法で解けて z = 1 + Cetを得る。よって、求める解は x = 1と

x = z−1 + 1 =
2 + Cet

1 + Cet
(Cは任意定数。) ¤

問 1.4 次の微分方程式を解け。ただし、a, bは定数とする。

(1) x′ − x

t
= log t (2) x′ + x cos t = e− sin t (3) x′ = ax + b sin t

(4) x′ + x cos t = cos t (5) t2x′ = tx + x2 (6) x′ +
x

t
=

1

x

問 1.5 次の微分方程式を解け。([K] p.13.4)

(1) x′ = x2 − x− 2 (2) x′ = −x2 +
x

t
+ t2

(IV) 全微分型方程式

P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 (1.5)

もしC1-級関数 ϕ(x, y)で

∂ϕ/∂x = P, ∂ϕ/∂y = Q (1.6)

なるものが見つかれば、ϕの全微分は

dϕ =
∂ϕ

∂x
dx +

∂ϕ

∂y
dy = Pdx + Qdy = 0

となり、等高線 ϕ(x, y) = cが解となる。このように、(1.6)を満たす関数 ϕが存在すると
き、微分方程式 (1.5)は全微分型 (または完全型)という。

命題 1.1 単連結領域Ω ⊂ R2上で関数 P, QがC2-級とする。このとき、(1.6)を満たす関
数 ϕが存在するための必要十分条件は、

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
(1.7)

となることである。特に、このとき証明中の (1.8)でϕを定義すれば、ϕ(x, y) = cが微分
方程式 (1.5)の解となる。

4解答: (1) x + 1 = 1/( 1
3 + Ce3t), (2) 1/(x− t) = (Cet2 − 1)/(2t). ヒント: (2) x = tが特殊解.
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証明: もし (1.6)を満たす関数ϕが存在すれば、(1.7)を満たすことは明らかである。逆に、
(1.7)を満たすとするとき、

ϕ(x, y) =

∫ x

x0

P (x, y) dx +

∫ y

y0

Q(x0, y) dy (1.8)

とおくと、∂ϕ/∂x = P は明らか。一方、

∂ϕ

∂y
(x, y) =

∫ x

x0

∂P

∂y
(x, y) dx + Q(x0, y) =

∫ x

x0

∂Q

∂x
(x, y) dx + Q(x0, y)

= Q(x, y)−Q(x0, y) + Q(x0, y) = Q(x, y)

となり証明は完了する。 ¤

例題 1.5 (2x + y)dx + (x + 2y)dy = 0 を解け。

解: ∂(2x + y)/∂y = ∂(x + 2y)/∂x = 1であるから、命題 1.1からこれは全微分型であり、

ϕ =

∫ x

x0

(2x + y) dx +

∫ y

y0

(x0 + 2y) dy = x2 + xy − x2
0 − x0y + x0y + y2 − x0y0 − y0

定数項は任意定数の項に繰り入れればよいので、解は x2 + xy + y2 = cとなる。 ¤

問 1.6 次の微分方程式を解け。([K] p.15.5)

(1) (y sin x− x)dx + (y2 − cos x)dy = 0

(2) (1 + x
√

x2 + y2)dx + (−1 + y
√

x2 + y2)dy = 0

Pdx + Qdy = 0は全微分型ではないが、ある関数 µ(x, y)をかけた方程式 (µP )dx +

(µQ)dy = 0が全微分型となることがある。このような関数 µ(x, y)を積分因子という。積
分因子を求めることは、微分方程式の解を求めることと同値なので、初等解法の範囲内で
積分因子を一般的に求めることは不可能であるが、特殊な場合にはそれが可能である。

µが積分因子であるための条件は命題 1.1の (1.7)より

∂(µP )

∂y
=

∂(µQ)

∂x

となることである。ここでは、P, Qが x, yの多項式または有理関数の場合に有効とされ
る µ = xmynとおいて探す方法を紹介する6。

例題 1.6 ydx + x(1 + xy2)dy = 0 を解け。

解: µ = xmynとおいて µが積分因子になるようにm, nを決める。

(xmyn · y)y = (n + 1)xmyn, (xmyn · x(1 + xy2))x = (m + 1)xmyn + (m + 2)xm+1yn+2

5解答: (1) y cosx + x2/2− y3/3 = C, (2) x− y + (x2 + y2)3/2/3 = c.
6[K]では他に積分因子が xのみの関数の場合、yのみの関数の場合の µの探し方が述べられている。ま

た、いままで述べた初等解法がすべて積分因子の方法に帰着できることも紹介されている。
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これが一致するためには n + 1 = m + 1, m + 2 = 0、すなわちm = n = −2となればよ
い。よって、(1.8)により

ϕ =

∫ x

x0

x−2y−1 dx +

∫ y

y0

x−1
0 y−2(1 + x0y

2) dy = − 1

xy
+ y +

1

x0y0

− y0.

定数項は任意定数の項に繰り入れればよいので、解は− 1

xy
+ y = cとなる。 ¤

問 1.7 次の微分方程式を、積分因子をみつけて解け。([K] p.18.7)

(1) ydx + 2x(1 + x2y3)dy = 0 (2) (y2 + xy)dx− x2dy = 0

(V) Clairaut型方程式 (非正規形の例として)

x = t
dx

dt
+ f

(
dx

dt

)
(1.9)

ここで、関数 f(s)はC2-級で f ′′(s) 6= 0をみたすとする。これは次のようにして解ける。
左辺を右辺へ移項して tで微分すると x′ + tx′′ + f ′(x′)x′′ − x′ = (t + f ′(x′))x′′ = 0と

なり、
x′′ = 0, t + f ′(x′) = 0

と分離される。第 1式からは、任意の直線の方程式 x = c1t + c2が得られるが、もとの式
に代入すると c2 = f(c1)でなければならないため、したがって、第 1式をみたす解は

x = ct + f(c) (1.10)

である。これを 1径数解という。第 2式は f ′′(s) 6= 0より f ′は逆関数を持つのでそれを
ψ(t)とし、再び方程式に代入すると、

x = tψ(t) + f(ψ(t)) (1.11)

となり、x(t)として一つの関数が得られる。この x(t)が解であることは x′(t) = ψ(t)に注
意すればよい。
ここで、各 cに対し (1.10)は (1.11)で定まる曲線の接線、即ち、(1.11)は直線群 (1.10)

の放絡線となる8。この放絡線が方程式 (1.9)の特異解となっている。

例題 1.7 x = tx′ − ex′ を解け。

解: 1径数解は x = ct− ec. その放絡線として、cで微分した 0 = t− ecともとの式から、
x = t log t− t. ¤

注意 1.1 Clairaut型方程式の解は 1径数解と特異解だけではなく、それらを “つないだ”

関数も解である。つまり、一部が 1径数解で一部が特異解であるような曲線を考えればよ
い。したがってこのような場合、一般解というものはない。これは、特異解上の各点で解
の一意性が成立しなくなっているためである。

7解答: (1) (2/y) + 1/(2x2y4) = c, (2) y = x/(c− log |x|).
8放絡線の定義は、吹田・新保共著 理工系の微分積分学 学術図書 p.180などを参照せよ。
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問 1.8 次の微分方程式を解け。([K] p.24.9)

(1) x = tx′ + x′2 (2) x = tx′ − log x′

1.2 万有引力の法則からKepler則の導出 (お話)

この節では、Newtonの万有引力の法則からKeplerの法則を導く。すなわち、太陽は一
つの惑星 (火星としよう)の運動という二体問題を考える。ただし、簡単のため太陽、火
星ともに大きさのない点と考え、太陽は火星に比べ十分重いため太陽は 1点 (原点とする)

に固定されているものと考える10。まず、Keplerの法則と万有引力の法則を復習してお
こう。

(Keplerの法則)

I. 惑星は太陽を焦点とする楕円軌道を描く。

II. 面積測度は一定である。

III. 惑星が太陽を回る楕円軌道の周期の自乗は楕円の長径の三乗に比例する。

(万有引力の法則)

惑星が太陽から受ける引力はその質量に比例し、太陽からの距離の自乗に反比例する。

すなわち、太陽の位置を原点 O = t(0, 0, 0) (不変)とし、時刻 tにおける火星の位置を
x(t) = t(x1(t), x2(t), x3(t))で表すとき11、

ẍ = − k

|x|3x (1.12)

となる。ただし、ẋは xの時間変数 tに関する微分を表す。例えば ẍ =
d2

dt2
xである。ま

た、k = GM でGは万有引力定数、M は太陽の質量である。

時刻 0での火星の位置を x(0), 速度を ẋ(0)とする。ただし、x(0) 6= Oである。

以下、x(0)と ẋ(0)は一次独立とする: x(0), ẋ(0)に垂直な単位ベクトルをe = t(sin θ2 cos θ1,

sin θ2 sin θ1, cos θ2)とする。このとき、R =




cos θ2 0 − sin θ2

0 1 0

sin θ2 0 cos θ2







cos θ1 sin θ1 0

− sin θ1 cos θ1 0

0 0 1




とおくと、Re = t(0, 0, 1)より、Rx(0) = t(∗, ∗, 0), Rẋ(0) = t(∗, ∗, 0)となる。実際、
R ∈ SO(3)より tR = R−1であるから、

Rx(0) · t(0, 0, 1) = x(0) · tRt(0, 0, 1) = x(0) · e = 0. ẋ(0)についても同様。

9解答: (1) x = ct + c2, x = −t2/4, (2) x = ct− log c, x = 1 + log t).
10本来はこの段階まで問題を簡略化できることを吟味しなければならないが、ここでは略す。
11注意: t(x1, x2, x3)は (x1, x2, x3)の転置を意味する。すなわち縦ベクトルで考える。
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すなわち、y = t(y1(t), y2(t), y3(t)) = Rxとして、方程式 (1.12)は次のように書き換える
ことができる:

ÿi = − k

|y|3yi, (i = 1, 2, 3) y(0) = t(ξ1, ξ2, 0), ẏ(0) = t(η1, η2, 0) (1.13)

ここで、y3(t) ≡ 0は (1.13)を満たすので、次章の初期値問題の一意性を用いると、あら

かじめ y3(t) ≡ 0としてよいことがわかる。まず、
d

dt
{1

2
(ẏ1

2 + ẏ2
2)− k√

y1
2 + y2

2
} = 0で

あるから、ある定数Eが存在して、

E =
1

2
(ẏ1

2 + ẏ2
2)− k√

y1
2 + y2

2
(1.14)

となる。これはエネルギー保存則に相当する。右辺の第 1項が運動エネルギー、第 2項は
位置エネルギーである。
さて、方程式 (1.13)を解くために極座標を導入し y1 = r cos ϕ, y2 = r sin ϕとおくと、

(
ẏ1

ẏ2

)
= ṙ

(
cos ϕ

sin ϕ

)
+ rϕ̇

(
− sin ϕ

cos ϕ

)

(
ÿ1

ÿ2

)
= (r̈ − rϕ̇2)

(
cos ϕ

sin ϕ

)
+ (2ṙϕ̇ + rϕ̈)

(
− sin ϕ

cos ϕ

)

となるから、方程式 (1.13)は

r̈ − rϕ̇2 = − k

r2
(1.15)

2ṙϕ̇ + rϕ̈ = 0 (1.16)

となる。(1.16)より
d

dt
(r2ϕ̇) = 0となるから、

r2ϕ̇ ≡ c (c 6= 0) (1.17)

となる。よって、Keplerの法則 IIが成立する。(これは角運動量保存則である。)

次に、r2ϕ̇ = cを (1.15)に代入すると、r̈ =
c2

r3
− k

r2
となるから、(1.14)と同様にある定

数Eが存在して

E =
1

2
ṙ2 +

c2

2r2
− k

r
(1.18)

となる (エネルギー保存則)。これは求積法で解ける。(実際はこれではどんな運動かわか
らないので推論を続ける。)

Keplerの法則 Iを導くために ρ = 1/rとする。ただし、 ρはϕの関数と考えるものとす
る。(1.17)に注意すると、

dr

dt
= − 1

ρ2

dρ

dϕ

dϕ

dt
= −c

dρ

dϕ
,

d2r

dt2
= −c

d2ρ

dϕ2

dϕ

dt
= −c2ρ2 d2ρ

dϕ2
.
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これを (1.15)に代入して、
d2ρ

dϕ2
+ ρ =

k

c2
を得る。これを解いて12、

ρ(ϕ) = A cos ϕ + B sin ϕ +
k

c2
=
√

A2 + B2 cos(ϕ− ϕ0) +
k

c2

となる。ただし、A = 1
r(0)

− k2

c2
, B = − ṙ(0)

c
である。従って、(r, ϕ)は極方程式

r =
p

1 + e cos(ϕ− ϕ0)
(1.19)

を満たす。ただし、p = c2/k, e = 1
k

√
(r(0)ϕ̇(0)− k2)2 + ṙ(0)2 (eは離心率)である。よっ

て、0 < e < 1のとき、(1.15)は原点を１つの焦点とする楕円となる。また、e = 1のと
き、e > 1はそれぞれ原点を焦点とする放物線、双曲線となる (Kepler則 I)。

Keplerの法則 IIIのためにその周期を T とおき、また、(1.19)は直交座標系では

(x + ae)2

a2
+

y2

b2
= 1, a =

p

1− e2
, b =

p√
1− e2

, (1.20)

と表せることに注意する。(1.17)に注意して、この楕円の面積を考えることにより

1

2
cT =

∫ T

0

1

2
r2ϕ̇ dt = πab,

即ち、T = 2πab/cを得る。従って、(1.20)に注意すると

T 2 =
4π2a2b2

c2
=

4π2p

c2
a3

となるので、周期 T の自乗は楕円の長径 aの三乗に比例する。 ¤

問 1.9 0 < e < 1の場合に極方程式 (1.19)から、直交座標に関する方程式 (1.20)を導け。
さらに、e = 1のとき、e > 1はそれぞれ原点を焦点とする放物線、双曲線となることを、
その直交座標に関する方程式 (cf . (1.20))を導くことにより証明せよ。

問 1.10 x(0)と ẋ(0)は一次従属、即ち、単位ベクトル eが存在して

x(0) = r(0)e, ẋ(0) = ṙ(0)e, (r(0) > 0)

とできる。よって、適当なR ∈ SO(3)をとれば、y(t) = Rx(0)とおくことで、(1.13)を
ξ1 > 0, ξ2 = η2 = 0として導かれる。特に、あらかじめ y2(t) ≡ 0, y3(t) ≡ 0としてよいこ

とがわかる。これより、(1.19)の証明と同様にエネルギー保存則E =
1

2
ẏ1

2 − k

y1

を得る。

この状況の下、E = 0かつ ẏ1(0) < 0の場合にこの方程式を解くことで、ある tcが存在
して y1(tc) = 0となることを示せ。
実は、ẏ1(0) > 0かつE < 0の場合のときは t 7→ y1(t)は単調増加 (即ち太陽から遠ざか
り)、また ẏ1(0) ≤ 0であれば有限時間内に太陽に衝突することが比較的容易に示せる。

12詳しくは第 3章 線形微分方程式で論じる。
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2 基礎定理

2.1 初期値問題の解の存在と一意性

この節では 1階連立微分方程式

dxk

dt
= fk(t, x1, · · · , xn) k = 1, . . . , n (2.1)

に対する初期値問題

xk(a) = bk k = 1, . . . , n (2.2)

の解の存在と一意性を考える。以下、記号を簡単にするためx = t(x1, . . . , xn), b = t(b1, . . . , bn),

f = t(f1, . . . , fn)と書き、初期値問題 (2.1), (2.2)を単に

dx

dt
= f(t, x) x(a) = b (2.3)

と書くこととする。

注意 2.1 正規形の n階微分方程式

x(n) = f(t, x, x′, . . . , x(n−1))

も (2.1)のように表せる。実際、xk = x(k−1), k = 1, . . . , nとし

fk(t, x1, . . . , xn) = xk, k = 1, . . . , n− 1; fn(t, x1, . . . , xn) = f(t, x1, . . . , xn)

とすればよい。

定義 2.1 (Lipschitz連続) 領域Ω ⊂ R× Rn上の (Rn値の)連続関数 f(t, x)が xについ
て Lipschitz連続であるとは、ある定数L > 0が存在して任意の (t, x), (t, y) ∈ Ωに対して

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y| (2.4)

が成り立つときにいう。

問 2.1 f(x) = |x|αは (1) α = 1のときR上でLipschitz連続である。(2) α > 1のとき任意
の有界区間上で Lipschitz連続であるが、R上では Lipschitz連続ではない。(3) 0 < α < 1

であれば 0を含む区間で Lipschitz連続ではない。これを示せ。

例 2.1 f(t, x)が x方向に凸な有界閉領域D ⊂ R× Rnにおいて連続かつ xについて区分
的にC1級であれば、f(t, x)は xについてD上 Lipschitz連続である。

補題 2.1 f = t(f1, . . . , fn)を領域 I上のRn値可積分な関数とすると、
∣∣∣∣
∫

I

f dt

∣∣∣∣ ≤
√

n

∫

I

|f | dt

となる。ただし、
∫

I
f dt = t(

∫
I
f1 dt, . . . ,

∫
I
fn dt)とする。
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証明:

∣∣∣∣
∫

I

f dt

∣∣∣∣
2

=
∑

k

(∫

I

fk dt
)2

≤ n max
k

(∫

I

|fk| dt
)2

≤ n
(∫

I

|f | dt
)2

¤

例 2.1の証明: Dは凸だから、任意の (t, x), (t, y) ∈ Dと 0 ≤ θ ≤ 1に対して (t, θx + (1−
θ)y) ∈ D. よって、L := max(t,x)∈D

{∑n
k=1

∣∣∣ ∂f
∂xk

(t, x)
∣∣∣
2}1/2

とおくと、

|f(t, x)− f(t, y)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

d

dθ
f(t, θx + (1− θ)y) dθ

∣∣∣∣

≤ √
n

∫ 1

0

n∑

k=1

∣∣∣ ∂f

∂xk

(t, θx + (1− θ)y)
∣∣∣|xk − yk| dθ ≤ √

nL|x− y| ¤

以下、初期値問題 (2.3)を考えるために、f(t, x)は領域 D ⊂ R × Rn 上で定義され、
(a, b) ∈ Dであり、

R = { (t, x) ; |t− a| ≤ r, |x− b| ≤ ρ } ⊂ D (2.5)

なる r, ρ > 0を選び、M =
√

n max(t,x)∈R |f(t, x)|, α = min{r, ρ
M
}とおく。

定理 2.2 f(t, x)がR上 Lipschitz連続ならば、初期値問題 (2.3)は区間 I = [a− α, a + α]

上で定義された解を一意的に持つ。以下、この解を x(t, a, b)と書くこととする。

証明: このためには、積分方程式

x(t) = b +

∫ t

a

f(s, x(s)) ds (2.6)

がただひとつの解をもつことを示せばよい。
存在: 関数列 {xm(t)}を次で定める:

x0(t) ≡ b, xm(t) = b +

∫ t

a

f(s, xm−1(s)) ds (2.7)

このとき、αのとり方から、|xm(t)− b| ≤ M |t− a| ≤ αM ≤ ρとなり、(t, xm(t)) ∈ Rで
あるから (2.7)は定義できる。次に、

|xm+1(t)− xm(t)| ≤ (
√

nL|t− a|)m

m!
ρ (2.8)

を帰納法で示す。m = 0のときはすでに示した。m ≥ 1のとき、

|xm+1(t)− xm(t)| ≤
∣∣∣∣
∫ t

a

{f(s, xm(s))− f(s, xm−1(s))} ds

∣∣∣∣ ≤
√

nL

∣∣∣∣
∫ t

a

|xm(s)− xm−1(s)| ds

∣∣∣∣

≤ (
√

nL)m

(m− 1)!
ρ

∣∣∣∣
∫ t

a

|s− a|m−1 ds

∣∣∣∣ ≤
(
√

nL|t− a|)m

m!
ρ

を得る。よって、
∑∞

m=0
(
√

nLα)m

m!
≤ e

√
nLα < ∞であるから、m1 > m2のとき、

max
t∈[a−α,a+α]

|xm1(t)− xm2(t)| ≤
m1−1∑

k=m2

max
t∈[a−α,a+α]

|xk+1(t)− xk(t)| ≤
m1−1∑

k=m2

(
√

nLα)k

k!
ρ
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となり、{xm(t)}は一様収束の位相でのCauchy列である。したがって、連続関数の空間
はこの位相に関して完備だから、[a−α, a+α]上のある連続関数 x(t)に一様収束する。特
に、(2.7)でm →∞とすることで、この x(t)が (2.6)を満たすことも従う。(このように
(2.7)で {xm}を構成する方法を逐次近似法という。)

一意性: x(t), y(t)を (2.6)の解とする。このとき、Lipschitz連続性より

|x(t)− y(t)| ≤
∣∣∣∣
∫ t

a

{f(s, x(s))− f(s, y(s))} ds

∣∣∣∣ ≤
√

nL

∣∣∣∣
∫ t

a

|x(s)− y(s)| ds

∣∣∣∣ .

よって、次のGronwallの補題 (ϕ ≡ 0の場合)により |x(t)− y(t)| ≡ 0を得る。 ¤

命題 2.3 (Gronwallの補題) ϕ(t), ψ(t), w(t)は区間 [a, b]で連続で、ψ(t) ≥ 0とする。こ
のとき、

w(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ψ(s)w(s) ds (a ≤ t ≤ b) (2.9)

ならば、

w(t) ≤ ϕ(t) +

∫ t

a

ψ(s)ϕ(s)e
R t

s ψ(u) du ds (a ≤ t ≤ b) (2.10)

が成立する。

証明: v(t) =
∫ t

a
ψ(s)w(s) dsとおくと、v′(s) = ψ(s)w(s)であるから、(2.9)の両辺に

ψ(t) ≥ 0をかけて
v′(t) ≤ ψ(t)ϕ(t) + ψ(t)v(t).

この右辺の第 2項を左辺に移項し、両辺に e−
R t

a ψ(u)duをかけると

d

dt
(v(t)e−

R t
a ψ(u)du) ≤ ψ(t)ϕ(t)e−

R t
a ψ(u)du.

両辺を aから tまで積分し、v(a) = 0を考慮すると、

v(t)e−
R t

a ψ(u)du ≤
∫ t

a

ψ(s)ϕ(s)e−
R s

a ψ(u)du ds.

これから、v(t) ≤
∫ t

a

ψ(s)ϕ(s)e
R t

s ψ(u)du dsとなり、これを (2.9)の右辺第 2項と置き換える

ことにより (2.10)を得る。 ¤

系 2.4 定理 2.2において f(t, x)が (t, x)についてCr級であれば、その解 x(t)はCr+1級
である。

証明: 解 x(t)は (2.6)を満たすから明らか。 ¤

問 2.2 初期値問題
dx

dt
= cx, x(0) = 1について、逐次近似法 (2.7)により xm(t)を定義す

るとき、具体的に xm(t)を書き下し、それが x(t) = ectに収束することを確かめよ。
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問 2.3 次の初期値問題を逐次近似法で解け。13

(1) x′ = 2x− 1, x(0) = 1 (2) x′ = tx, x(0) = 3

(3) x′1 = x1 + x2, x′2 = x1 − x2, x1(0) = 1, x2(0) =
√

2− 1

問 2.4 x′′ + x = 0. x(0) = 0, x′(0) = 1 を連立微分方程式 x′ = y, y′ = −x, x(0) =

0, y(0) = 1 に書き直し逐次近似し、それが sin t, cos tに収束することを確かめよ。

ヒント: A =

(
0 1

−1 0

)
とするとき、

(
xm

ym

)
=

(
I + tA + t2

2
A2 + · · ·+ tm

m!
Am

) (
x(0)

y(0)

)

を示す。

注意 2.2 (1) 定理 2.2で解の一意性においては Lipschitz連続性ははずせない。実際、任
意の c ≥ 0に対し

x(t) = (t− c)2, t ≥ c; x(t) = 0, t < c

は
dx

dt
= 2|x|1/2, x(0) = 0の解となる。一方、問 2.1で見たように、|x|1/2は x = 0の近傍

では Lipschitz連続ではない。
(2) 定理 2.2で解の存在においては f(t, x)は連続であればよい。実際、次が成り立つ。

定理 2.5 f(t, x)がR上連続であれば、初期値問題 (2.3)は区間 I = [a− α, a + α]上で定
義された解を持つ。ただし、R, α等は (2.5)とその下で定義したそれである。

この定理の証明のためには次のAscoli-Arzelàの定理を必要とする。

定理 2.6 (Ascoli-Arzelà) compact集合 K ⊂ Rn 上の連続関数の族 {fλ(x)}λ∈Λ が次の
(I), (II)を満たせば、{fλ(x)}λ∈Λが一様位相で点列 compact, 即ち、一様収束の意味で収
束部分列をもつ。(実は、同値である。)

(I) sup
λ∈Λ

sup
x∈K

|fλ(x)| < ∞ (一様有界)

(II) lim
δ→0

sup
λ∈Λ

sup
x,y∈K:|x−y|<δ

|fλ(x)− fλ(y)| = 0 (同程度連続)

証明: {xm} ⊂ Kを可算稠密集合とする。(例えば、K ∩ Qnをとり整列させればよい。)

(I)より、各m ∈ Nに対し {fλ(xm)}λ∈Λは有界だからBolzano-Weierstrassの定理より収束
部分列を含む。これを対角線論法と合わせて用いることで {λk} ⊂ Λがとれて、∀m ∈ N
に対して {fλk

(xm)}∞k=1は収束列とできる。この {fλk
}∞k=1が一様位相で Cauchy列となる

ことを示すため、ε > 0を任意にとっておく。(II)より、ある δ > 0がとれて

sup
λ∈Λ

sup
x,y∈K:|x−y|<δ

|fλ(x)− fλ(y)| < ε

3

とできる。一方、Kは compactだからあるM ∈ NでK ⊂ ∪M
m=1Bδ(xm)とできる。ただ

し、Bδ(x) = { y ; |y − x| < δ}とした。更に、この x1, . . . , xM に対して k0がとれて、

13[KM] 加藤義夫, 三宅正武共著: 微分方程式演習 サイエンス社, p.49, p.56より。解: (1) (1 + e2t)/2, (2)
3et2/2, (3) x1 = e

√
2t, x2 = (

√
2− 1)e

√
2t

15



k, l ≥ k0 ならば ∀m = 1, . . . ,M に対して |fλk
(xm)− fλl

(xm)| < ε

3

とできる。以上より、∀x ∈ Kに対し |x− xm| < δなるm ∈ {1, · · · ,M}を選べば、
|fλk

(x)− fλl
(x)| ≤ |fλk

(x)− fλk
(xm)|+ |fλk

(xm)− fλl
(xm)|+ |fλl

(xm)− fλl
(x)| < ε

となり証明は完了した。 ¤
定理 2.5の証明: 定理 2.2の証明同様 (2.6)をみたす関数 x(t)の存在を示せばよい。この
ため、xm(t)を次のように構成する: tk = a + k

m
α, k = −m, . . . ,−1, 0, 1, . . . , mとし

xm(a) = b

xm(t) = xm(tk) + (t− tk)f(tk, xm(tk)), tk ≤ t ≤ tk+1, k = 0, 1, . . . ,m− 1

xm(t) = xm(tk) + (t− tk)f(tk, xm(tk)), tk−1 ≤ t ≤ tk, k = 0,−1, . . . ,−m + 1.

このとき、s, t ∈ [a− α, a + α]であれば、

|xm(t)− xm(s)| ≤ M |t− s|
となるから同程度連続性が、特に s = aととれば一様有界性が従うから、Ascoli-Arzelàの
定理により {xm(t)}は点列 compact. よって、一様収束する部分列 {xm′(t)}を選ぶことが
できる。この極限が (2.6)をみたすことは、

(t− tk)f(tk, xm(tk)) =

∫ t

tk

f(tk, xm(tk)) ds

であることに注意すればすぐに従う。(このように構成した {xm}は折れ線になっている
ため、折れ線近似と呼ばれることがある。) ¤

問 2.5 初期値問題
dx

dt
= cx, x(0) = 1について、折れ線近似により xm(t)を定義すると

き、具体的に xm(t)を書き下し、それが x(t) = ectに収束することを確かめよ。ただし、
α = 1として計算せよ。

問 2.6 次の初期値問題を折れ線近似法で解け。14

(1) x′ = 3x + 2, x(0) = 0 (2) x′ = −x− 2, x(0) = 1

2.2 解の延長と大域解

D ⊂ R× Rnを領域 (開集合とする)とし、f ∈ C(D;Rn)とする。

定義 2.2 ∀(t, x) ∈ Dに対し (t, x)の近傍Uが存在して fがU上で xについてLipschitz連
続であるとき、f は局所Lipschitz連続であるという。

以下、Lipx(D;Rn)でD上の局所 Lipschitz連続関数全体を表す。
例 2.1よりC1(D;Rn) ⊂ Lipx(D;Rn)となることに注意する。
14[KM] p.62. 解: (1) 2(e3t − 1)/3, (2) 3e−t − 2
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f ∈ Lipx(D;Rn), (a0, b0) ∈ Dとし、初期値問題

dx

dt
= f(t, x) x(a0) = b0 (2.11)

を考える。このとき、(a0, b0)の近傍で f は Lipschitz連続であるから、定理 2.2により
α0 > 0がとれて I0 := [a0 − α0, a0 + α0]上で定義された一意解 x(t; a0, b0)を持つ。このと
き、a1 = a0 + α0, b1 = x(a1; a0, b0)とすると、(a1, b1) ∈ Dであるから x(a1) = b1として初
期値問題 (2.11)を考えると、再び定理 2.2により α1 > 0がとれて I1 := [a1 − α1, a1 + α1]

上で定義された一意解 x(t; a1, b1)を持つ。今、解は一意的だから

x(t; a0, b0) = x(t; a1, b1) t ∈ I0 ∩ I1

となる。これより、改めて x(t) = x(t; a0, b0) (t ∈ I0); x(t) = x(t; a1, b1) (t ∈ I1)と定めれ
ば、x(t)は初期値問題 (2.11)の解となる。以下、これを左右に繰り返すことで最大延長解
が得られることを証明する。

補題 2.7 f ∈ Lipx(D;Rn), (a0, b0) ∈ Dとし、初期値問題 (2.11)の区間 [a0, a1)上の解x(t)

に対して、tm ↑ a1があって、b1 := limm→∞ x(tm)が存在し、かつ (a1, b1) ∈ Dとする。こ
のとき、連続的極限として (t, x(t)) → (a1, b1) (t ↑ a1)が成り立ち、特に上記の方法で解
x(t)は a1よりさらに右に延長できる。左への延長についても同様のことが成立する。

証明: (a1, b1) ∈ Dより ε > 0が存在してR = {(t, x); |t− a1| ≤ ε, |x− b1| ≤ ε} ⊂ Dとで
きる。Mε :=

√
n supR |f(t, x)|とする。tm ↑ a1かつ x(tm) → b1であるから、あるN が存

在して
m ≥ N =⇒ 0 < a1 − tm <

ε

2Mε

, |x(tm)− b1| < ε

2

とできる。このとき、tN ≤ t < a1のとき x(t)は (2.11)の解であるから

|x(t)− x(tN)| ≤
∫ t

tN

|f(s, x(s))| ds ≤ Mε(t− tN) <
ε

2
.

よって、|x(t)− b1| ≤ |x(t)− x(tN)|+ |x(tN)− b1| < ε. ¤

定理 2.8 f ∈ Lipx(D;Rn)のとき、初期値問題 (2.11)の最大延長解およびその定義域 (α, ω)

は一意的に存在する。特に t ↓ α or t ↑ ωのとき (t, x(t)) → ∂D、即ち、∀∆ b Dに対し
て [α1, ω1] ⊂ (α, ω)が存在して、t ∈ (α, ω)\[α1, ω1]ならば (t, x(t)) ∈ D\∆となる。
証明: (前半) 2つの異なる右最大延長解 x(t), y(t)が存在し、その定義域を [a, ω1), [a, ω2)

(ω1 < ω2)とする。t∗ = inf{t > a|x(t) 6= y(t)}とおくと、t∗ ≤ ω1. このとき、ε > 0がと
れて

x(t∗) = y(t∗) かつ x(t) 6= y(t) (t∗ < t < t∗ + ε)

これは、(t∗, x(t∗)) ∈ Dを初期値とした初期値問題 (2.11)の解の一意性に矛盾する。よっ
て、右最大延長解は一意的に存在する。左も同様にわかる。

(後半) ω = ∞のときは明らか。ω < ∞のとき{tm}が存在して tm → ωかつ (tm, x(tm)) ∈
∆と仮定する。このとき、∆はcompactだから必要ならば部分列をとることにより (tm, x(tm)) →
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(ω, b∗) ∈ ∆なる b∗が存在する。しかし、このとき補題 2.7より右延長可能となり、これ
は最大性に矛盾する。 ¤

I ⊂ R, D = I ×Rnに対して、初期値問題 (2.11)の I全体を定義域とする解を大域解と
言う。

定理 2.9 D = I × Rn, I = (t0, t1) (−∞ ≤ t0 < a < t1 ≤ ∞)で f ∈ Lipx(D;Rn)のとき、
初期値問題 (2.11)の解 x(t)に対して、それが定義されている限り

|f(t, x(t))| ≤ A|x(t)|+ B A,Bは tおよび x(t)によらない定数 (2.12)

となれば x(t)は区間 I全体で定義できる。

証明: 右への延長を考える。(左も同様。) x(t)が ω < t1なる [a, ω)まで延長されたとす
る。x(t)は x(t) = b +

∫ t

a
f(s, x(s)) dsを満たすから、

|x(t)| ≤ |b|+√
n

∫ t

a

|f(s, x(s))| ds ≤ |b|+√
n

∫ t

a

(A|x(s)|+ B)| ds.

A = 0の場合 |x(t)| ≤ |b|+ B(t− a)より、limt→ω |x(t)| < ∞となるから、補題 2.7により
さらに右に延長できる。A > 0のときは

0 ≤ |x(t)|+ A

B
≤ |b|+ B

A
+
√

nA

∫ t

a

(|x(s)|+ B

A
) ds

と変形しGronwallの補題 (命題 2.3)を用いると

|x(t)|+ B

A
≤ (|b|+ B

A
)e
√

nA|t−a|.

よって、この場合も limt→ω |x(t)| < ∞となるから、再び補題 2.7によりさらに右に延長で
きる。従って、ω = t1を得る。 ¤

注意 2.3 一般に最大延長解は I 全体で定義されるとは限らない。例えば、p > 1とする

と、
dx

dt
= xp, x(0) = 1の解は

x(t) = {1− t/(p− 1)}−1/(p−1)

となり条件 (2.12)を満たさないを満たさない。この場合、t → p− 1のとき x(t) ↑ ∞とな
る。(有限時間爆発をする。)

3 線形微分方程式

3.1 重ね合わせの原理

この章では 1階線形微分方程式

dx

dt
= A(t)x + b(t), t ∈ I := (t0, t1) (3.1)

を考える。(−∞ ≤ t0 < t1 ≤ ∞) ただし、A(t)は連続関数を成分とする n次正方行列、
b(t)はRn値連続関数とする。b ≡ 0のとき同次系, そうでないとき非同次系という。
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以下、n次正方行列A = (aij)に対してそのノルム ‖A‖を

‖A‖ =
( n∑

i,j=1

|aij|2
)1/2

(3.2)

で定義する。

補題 3.1 |Ax| ≤ ‖A‖|x|.
証明: Schwarzの不等式を用いると、

|Ax|2 =
n∑

i=1

∣∣∣
n∑

j=1

aijxj

∣∣∣
2

≤
n∑

i=1

( n∑
j=1

|aij|2
)( n∑

j=1

|xj|2
)

= ‖A‖2|x|2. ¤

定理 3.2 (線形方程式の解の存在と一意性) ∀(a, b) ∈ I × Rnに対し初期条件 x(a) = bを
満たす線形方程式 (3.1)の大域解 x(t; a, b)が一意的に存在する。

証明: ∀[τ0, τ1] ⊂ (t0, t1)に対して、c1 = maxτ0≤t≤τ1 ‖A(t)‖, c2 = maxτ0≤t≤τ1 |b(t)|とする
と、補題 3.1より |A(t)x + b(t)| ≤ c1|x|+ c2を満たす。よって、主張は定理 2.9から従う。
¤

3.1.1 同次系の場合

この節では (3.1)で特に同次系の場合、即ち、線形方程式

dx

dt
= A(t)x, x(a) = ξ (3.3)

の一意解を x(t; a, ξ)とおき、その解全体

V = { x(·; a, ξ) ; ξ ∈ Rn } (3.4)

の構造を考える。

定理 3.3 (重ね合わせの原理) (1) V は線形空間で、dim V = nとなる。
(2) v1, . . . , vn ∈ V とする。このとき、v1, . . . , vnがV の基底であることと、ある t ∈ I(従っ
て任意の t ∈ I)に対して v1(t), . . . , vn(t)がRnの基底であることとは同値である。

証明: (1) 初期値問題の一意性により、∀ξ, ξ′ ∈ Rn, ∀α1, α2 ∈ Rに対して
α1x(·; a, ξ1) + α2x(·; a, ξ2) = x(·; a, α1ξ + α2ξ

′) (3.5)

となるからV は線形空間となる。特に、e1 = t(1, 0, . . . , 0), . . . , en = t(0, . . . , 0, 1)に対して
ϕk = x(·; a, ek)とすると、∀ξ = t(ξ1, . . . , ξn)に対して、(3.5)によりx(·; a, ξ) =

∑n
k=1 ξkϕk.

即ち、ϕ1, . . . , ϕnは V を張る。一方、c1, . . . , cn ∈ Rに対して c1ϕ1 + · · · + cnϕn = 0とす
ると、t = aとおけば c1e1 + · · ·+ cnen = 0となり c1 = · · · = cn = 0. よって、ϕ1, · · · , ϕn

は一次独立となり dim V = nを得る。(2) 演習問題とする。 ¤

定義 3.1 定理 3.3の証明の ϕkに対して n次正方行列R(t, a) = (ϕ1(t) · · ·ϕn(t))で定義す
る。このR(t, a)を線形方程式 (3.3)の解核行列 (resolvent matrix) または素解という。

このとき、定理 3.3の証明で見たように x(t; a, ξ) = R(t, a)ξが成立する。
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命題 3.4 (0) R(t, t) = I (単位行列)

(1) R(s, t) = R(s, u)R(u, t) (s, u, t ∈ I)

(2) R(s, t)は正則でR(s, t)−1 = R(t, s)

(3)
∂

∂s
R(s, t) = A(s)R(s, t),

∂

∂t
R(s, t) = −R(s, t)A(t).

証明: (0) 自明. (1) ∀ξ ∈ Rnに対して、x(s; u,R(u, t)ξ), x(s; t, ξ)は、どちらもx′ = A(s)x

の解で、時刻uにおいてx(u; u,R(u, t)ξ) = R(u, t)ξ = x(u; t, ξ)となるので解の一意性によ
り x(s; u,R(u, t)ξ) = x(s; t, ξ).これを解核行列で表すとR(s, u)R(u, t)ξ = R(s, t)ξとなる
から主張を得る。(2) (1)でs = tととると (0)より I = R(t, t) = R(t, u)R(u, t)となり従う。
(3) Rの定義より d

ds
ϕk = A(s)ϕkであるから前者は明らか。後者のために、まず、R(t, s)R(s, t) =

Iの両辺を tについて微分して

∂R

∂t
(t, s)R(s, t) + R(t, s)

∂R

∂t
(s, t) = O

を得る。よって、これを前者と組み合わせることにより

∂

∂t
R(s, t) = −R(t, s)−1∂R

∂t
(t, s)R(s, t) = −R(s, t)A(t)R(t, s)R(s, t) = −R(s, t)A(t). ¤

定理 3.5 (Wronskian, ロンスキー行列式) dx
dt

= A(t)xの一次独立な解 x1, . . . , xnに対
して U(t) = (x1(t) · · · xn(t))とおく。このとき、

det U(t) = exp

(∫ t

s

tr A(u) du

)
det U(s) (3.6)

となる。ここで、A = (aij)の対し、tr A = a11 + · · ·+ annはAの跡 (trace)を表す。

問 3.1 n = 3の場合に定理 3.5を証明せよ。
ヒント: y(t) := det U(t)に対し、y′(t) = tr A(t)y(t)を示せ。

問 3.2 A(t)が歪対称、i.e., tA(t) = −A(t)であるとき、x′ = A(t)xについて次を示せ。

(1) 解は |x(t)| ≡ |x(0)|. (2) 解核行列 R(s, t)は直交行列.

ヒント: (1) d
dt
|x(t)|2 = 0, (2) ∂

∂s
{tR(s, t)R(s, t)} = O をまず示せ。

命題 3.6 v1, . . . , vnを (3.3)の一次独立な解とし、n次正方行列を V (t) = (v1(t) · · · vn(t))

で定義する。定理 3.3 (2)により V (t)は正則であるが、このときR(t, a) = V (t)V (a)−1と
おくとこれは解核行列となる。

証明: V (a)V (a)−1 = Iであり、 d
dt

V (t)V (a)−1 = A(t)V (t)V (a)−1となるから従う。 ¤

3.1.2 非同次系の場合

この節では非同次系の場合、即ち、線形方程式

dx

dt
= A(t)x + b(t), x(a) = ξ (3.7)
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の一意解を x(t; a, ξ)とおき、同じA(t)に対する同次系の場合 (3.3)の一意解を x0(t; a, ξ)

と表すこととする。また、それぞれの解全体を

Vb = { x(·; a, ξ) ; ξ ∈ Rn }; V0 = {x0(·; a, ξ) ; ξ ∈ Rn } (3.8)

とおく。

定理 3.7 (1) x∗ ∈ Vbとすると Vb = {x0 + x∗ ; x0 ∈ V0 }.
(2) (定数変化法) R(s, t)を (3.3)の解核行列とすると、

x(t; a, ξ) = R(t, a)ξ +

∫ t

a

R(t, s)b(s) ds. (3.9)

証明: (1) “⊃”は明らか。“⊂”; ∀x ∈ Vbに対し x̂ := x− x∗は

d

dt
x̂ = A(t)x + b(t)− (A(t)x∗ + b(t)) = A(t)x̂

となり x̂ ∈ V0を得る。(2) (1)より ξ = 0として示せばよい。命題 3.4により

d

dt

{∫ t

a

R(t, s)b(s) ds

}
= R(t, t)b(t) +

∫ t

a

A(t)R(t, s)b(s) ds

= b(t) + A(t)

∫ t

a

R(t, s)b(s) ds ¤

例 3.1 (1) (単振動) 1点を固定された摩擦のない水平面に置かれたバネの運動はフック
の法則によりmẍ = −kxに従う。(ẍ = d2x

dt2
.) これを解こう。(

x1

x2

)
=

(
x

x′

)
とすると、方程式は

d

dt

(
x1

x2

)
=

(
0 1

−ω2 0

) (
x1

x2

)
となる。この

初期値

(
x1(0)

x2(0)

)
=

(
1

0

)
,

(
0

1

)
となる解はそれぞれ

(
cos ωt

−ω sin ωt

)
,

(
ω−1 sin ωt

cos ωt

)

であるから解核行列はR(t, s) =

(
cos ω(t− s) ω−1 sin ω(t− s)

−ω sin ω(t− s) cos ω(t− s)

)
となる。

これより、x(0) = a, x′(0) = bなる解は

x(t) = a cos ωt +
b

ω
sin ωt

である。ただし、ω =
√

k/mとした。
(2) (強制振動) 単振動において、バネを固定している壁が周期的な外力 f(t)を受けて
移動する場合

ẍ + ω2x = f(t), f(t) = ε cos νt

となる。これを解こう。
b(t) = t(0, f(t))とおき、公式 (3.9)に代入する:

R(t, s)b(s) =
ε

ω

(
sin ω(t− s) cos νs

ω cos ω(t− s) cos νs

)
=

ε

2ω

(
sin(ω(t− s) + νs) + sin(ω(t− s)− νs)

ω cos(ω(t− s)− νs) + ω cos(ω(t− s) + νs)

)
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(i) ω 6= νのとき

x(t) = x1(t) =
[
R(t, 0)

(
a

b

)
+

∫ t

0

R(t, s)b(s) ds
]
の第 1成分

= a cos ωt +
b

ω
sin ωt +

ε

ω2 − ν2
(cos νt− cos ωt).

(ii) ω = νのとき

x(t) = a cos ωt +
b

ω
sin ωt +

ε

2ω
t sin ωt.

となり、(i)の場合と異なり limt→∞ |x(t)| = ∞となる。これはパラメータ共振 (resonance)

を表している。

3.2 定数係数線形微分方程式

3.2.1 行列の指数関数

Mn(C)で n次正方行列全体を表す。(3.2)で定めたAのノルム ‖A‖はMn(C)をCn2
(ま

たはR2n2
)と見なしたときのノルムとなっている。従って、完備であることに注意する。

補題 3.8 A, B ∈ Mn(C)と c ∈ Cに対し
(0) ‖cA‖ = |c|‖A‖ (1) ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ (2) ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.
証明: (0) 明らか。(1) Aを通常のCn2

の距離なので明らか。(2) Schwarzの不等式より

‖AB‖2 =
n∑

i,j=1

∣∣∣
n∑

k=1

aikbkj

∣∣∣
2

≤
n∑

i,j=1

( n∑

k=1

|aik|2
)( n∑

k=1

|bkj|2
)

= ‖A‖2‖B‖2. ¤

定理 3.9 A ∈ Mn(C)とする。

(1) Sm(A) :=
m∑

k=0

1

k!
Akは ‖ · ‖でCauchy列となる。従って、Cn2

の完備性によりその極

限が存在する。その極限を eAで表す。

(2) etA (t ∈ R)は tに関して解析的 (各成分が解析的)であり、
d

dt
etA = AetA.

証明: (1) m > m′のとき補題 3.8により

‖Sm(A)− Sm′(A)‖ =
∥∥∥

m∑

k=m′+1

1

k!
Ak

∥∥∥≤
m∑

k=m′+1

1

k!
‖A‖k → 0 as m,m′ →∞.

(2) (1)より ∀R > 0に対して |t| < R上で {Sm(tA)}の各成分は一様収束するから、etAは
解析的。特に、

d

dt
Sm(A) =

m∑

k=1

1

k!
ktk−1Ak = A

m−1∑

l=0

1

l!
tlAl = ASm−1(tA)

となるから
d

dt
etA = AetAを得る。上式で第 2の等号は l = k − 1とおいた。 ¤
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定理 3.10 A ∈ Mn(C)とする。このとき、初期値問題
dx

dt
= Ax, x(a) = ξ (3.10)

の解は唯一つ存在して x(t) = e(t−a)Aξで与えられる。

証明: 存在と一意性は明らか。x(t) = e(t−a)Aξが (3.10)の解であることは定理 3.9 (2)より
直ちに従う。 ¤

命題 3.11 A,B ∈ Mn(C)とする。
(1) (a) AB = BA ⇐⇒ (b) etAesB = esBetA (s, t ∈ R) ⇐⇒ (c) etAetB = et(A+B) (t ∈ R).

(2) eAは正則で (eA)−1 = e−A.

(3) 正則な P に対して、P−1eAP = eP−1AP .

(4) det eA = etr A.

証明: (1) (a) =⇒ (c): m →∞のとき

‖Sm(tA)Sm(tB)− Sm(t(A + B))‖ ≤
∑

1≤k,l≤m:k+l≥m+1

|t|k+l‖A‖k‖B‖l

k!l!
≤ m2C2m

2([m/2]!)2
→ 0

となり従う。ここで、C = max{‖tA‖, ‖tB‖, 1}とおいた。(c) =⇒ (b)は明らか。
(b) =⇒ (a): 両辺を s, tで偏微分して、s = t = 0とすればよい。
(2) Aと−Aは可換だから (1) (c)より eAe−A = eA−A = I.

(3) P−1AkP = (P−1AP )k, k ∈ N, によりP−1Sm(A)P = Sm(P−1AP )となるのでm →∞
として得られる。
(4) 定理 3.5の証明と同様にできるので略す。 ¤

注意 3.1 定理 3.10でAが tに依存する場合、x′ = A(t)xの解核行列は一般には e
R t

s A(u) du

とはならない。ただし、例えばA(t)と
∫ t

s
A(u) duが可換ならば解核行列となっている。15

etAの求め方:

(a) Aが対角行列のとき: A =




λ1 0
. . .

0 λn


に対しAk =




λk
1 0

. . .

0 λk
n


より

etA =
∞∑

k=0

tk

k!
Ak =




etλ1 0
. . .

0 etλn




(b) J が Jordan細胞のとき: tk = tk/k!とすると,

J =




λ 1 0 · · · 0

0 λ 1
...

. . . . . . 0

λ 1

0 0 λ



に対し etJ = etλ




t0 t1 t2 · · · tn

0 t0 t1
...

. . . . . . 　 t2
t0 t1

0 0 t0




152次正方行列の場合、この 2つが可換であれば A(t) = a(t)I + b(t)C (C は定数行列)であることが示さ
れる。cf . [K] p.101.
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(c) 一般の行列Aに対しては正則行列 P を適当にとることにより、その Jordan標準形に
変形できる。これを命題 3.11 (3)と組み合わせ:

P−1AP =




J1 0
. . .

0 Jr


 より P−1etAP = etP−1AP =




etJ1 0
. . .

0 etJr




実際に Jordan標準形を導くのは大変である。次の線形代数の定理を用いるほうが現実
的である。証明は次の節で述べる。

定理 3.12 A ∈ Mn(C)に対し、その固有多項式を

Φ(λ) = det(λI − A) = (λ− λ1)
m1 · · · (λ− λr)

mr (3.11)

とする16。λ1, . . . , λrは相異なるAの固有値でm1, . . . ,mrはその重複度である。このとき、
次の性質をもつ r個の行列 P1, . . . , PrがAに対して一意的に定める:

(1) P1, . . . , Prは射影である、即ち、P 2
i = Pi; PiPj = O (i 6= j); P1 + · · · + Pr = I を

満たす。

(2) 1 ≤ lj ≤ mj を満たす整数 ljがあって、(λjI − A)lj−1Pj 6= 0, (λjI − A)ljPj = 0.

(3) N = A−∑r
j=1 λjPjとおくと、N はべき零である。そして、“N = O”と “Aは対

角化可能”とは同値な条件で、それはまた、“l1 = · · · = lr = 1”とも同値である。

(4) PjはAの多項式で表される。従ってAと可換である。

Aが対角化可能のときは、Pjは次の Lagrangeの補間式で与えられる:

Pj =

∏
1≤k≤r:k 6=j(A− λkI)∏
1≤k≤r:k 6=j(λj − λk)

(j = 1, . . . , r) (3.12)

Aが一般の場合には、Pjは次のようにして求められる:

1

Φ(λ)
=

h1(λ)

(λ− λ1)m1
+ · · ·+ hr(λ)

(λ− λr)mr
(3.13)

と部分分数展開して、両辺にΦをかけると、

1 = h1(λ)g1(λ) + · · ·+ hr(λ)gr(λ).

ただし gj(λ) = Φ(λ)/(λ− λj)
mj とした。このとき、

Pj = hj(A)gj(A) (3.14)

でなる。

16固有多項式を線形代数では特性多項式と呼んだものである。
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定義 3.2 上の定理で定まる P1, . . . , PrをAに付随する射影という。また、このとき

A =
∑r

j=1
λjPj + N (3.15)

と分解されるが、
∑

λjPjをAの半単純部分, N をべき零部分という。またこの分解をA

の Jordan分解, または一般スペクトル分解という。N = Oのとき、Aは半単純であると
いう。またAをPjの一次結合で表すこの分解を、Aのスペクトル分解という。(Aが半単
純であることと、対角化可能であることは同値である。)

定理 3.13 定理 3.12の記号の下、Aに付随する射影を P1, . . . , Prとすると、

etA =
r∑

j=1

eλjt
{

I +
t

1!
(A− λjI) + · · ·+ tmj−1

(mj − 1)!
(A− λjI)mj−1

}
Pj (3.16)

である。

証明: etA = etA(P1 + · · ·+ Pr)と分解し

etAPj = et(A−λjI+λjI)Pj = etλjIet(A−λjI)Pj = etλjet(A−λjI)Pj

であるが、(A − λjI)ljPj = Oより、etAPj = etλj
∑lj−1

k=0
tk

k!
(A − λjI)kPj となり従う。17

¤

例題 3.1 (1) A =

(
0 1

−1 0

)
. このとき固有値は i,−iで、ともに単根だから、

P1 =
A + iI

i + i
=

1

2

(
1 −i

i 1

)
, P2 =

A− iI

−i− i
=

1

2

(
1 i

−i 1

)

となる。したがって、eit = cos t + i sin tに注意して

etA = eitP1 + e−itP2 =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)

(2) A =




0 1 1

1 0 1

1 1 0


. Aは対称行列だから対角化可能である。固有値は−1(2重根), 2

である。従って (3.12)により

P1 =
A− 2I

−1− 2
=

1

3




2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2


 , P2 =

A + I

2 + 1
=

1

3




1 1 1

1 1 1

1 1 1




17(3.16)で実際は (A− λjI)k = O (k ≥ lj)であるが、lj を求める手間を省くためそのように記した。
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とすれば、etA = e−tP1 + e2tP2となる。

(3) A =




1 0 1

−1 2 1

1 −1 1


. Aの固有値を計算すると λ1 = 1(2重根), λ2 = 2である。Aは

対角化可能かわからないので、固有多項式の逆数の部分分数展開から P1, P2を求める。

1

(λ− 1)2(λ− 2)
=

−λ

(λ− 1)2
+

1

λ− 2

であるから、1 = −λ(λ− 2) + (λ− 1)2を得る。従って、

P1 = −A(A− 2I) =




0 1 0

0 1 0

−1 1 1


 , P2 = (A− I)2 =




1 −1 0

0 0 0

1 −1 0




である。P2に対応する固有値λ2 = 2は単根だから l2 = m2 = 1である。一方、(A−I)P1 =

−1 1 1

−1 1 1

0 0 0


 6= 0であるから

etA = et{I+t(A−I)}P1+e2tP2 = et




0 1 0

0 1 0

−1 1 1


+tet



−1 1 1

−1 1 1

0 0 0


+e2t




1 −1 0

0 0 0

1 −1 0




問 3.3 次の微分方程式を解け。ただし、初期値を x(0) = x0とする。

(1) x′ =

(
3 −4

1 −1

)
x. (2) x′ =

(
−2 5

−1 2

)
x.

(3) x′ =




1 2 1

−1 4 1

2 −4 0


 x. (4) x′ =




2 2 6

−1 −2 −4

1 1 −3


 x.

(5) x′ =




6 −3 −7

−1 2 1

5 −3 −6


 x. (6) x′ =




3 1 −1

−1 2 1

1 1 1


 x.

(7) x′ =




1 1 −1

0 1 0

0 −1 2


 x. (8) x′ =




2 8 −4

1 10 −4

3 28 −11


 x.

ヒント: (2) 固有値は±i. i,−iに対応する射影をそれぞれ P1, P2とすると、P1 = P2とな

る。答えは x(t) =

{
cos t

(
1 0

0 1

)
+ sin t

(
−2 5

−1 2

)}
x0. (8)も同様で答えは

x(t) =

{
et

5




4 −16 4

0 0 0

1 −4 1


 +

cos 2t

5




1 16 −4

0 5 0

5 60 −20


 +

sin 2t

10




6 56 −24

5 50 −20

14 144 −56




}
x0.
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問 3.4 (定数変化法 (cf . 定理 3.7)の補充問題) 次の微分方程式の一般解を求めよ18。

(1) x′ =

(
3 −1

2 0

)
x +

(
e2t

et

)
. (2) x′ =

(
1 4

−1 5

)
x + e3t

(
0

1

)
.

(3) x′ =

(
−2 1

−2 0

)
x + e−t

(
cos t

sin t

)
. (4) x′ =

(
−8 9

−4 4

)
x + sin t

(
3

2

)
.

3.2.2 一般スペクトル分解

この節では定理 3.12の証明を述べる。

定理 3.14 (Cayley-Hamilton) (3.11)で定義したΦ(λ)に対して、Φ(A) = Oとなる19。

証明: A = (aij)と e1 = t(1, 0, . . . , 0), . . . , en = t(0, . . . , 0, 1)に対してAej = a1je1 + · · · +
anjenより

a1je1 + · · ·+ (ajj − A)ej + anjen = 0, 1 ≤ j ≤ n.

これを行列のように表示すると



a11 − A a21 · · · an1

a12 a22 − A · · · an2

...
...

. . .
...

a1n a2n · · · ann − A







e1

e2

...

en


 =




0

0
...

0


 (3.17)

となる。これの ij成分を ãijで表す、即ち、ãij = aijI, (i 6= j) ajj = ajjI −Aとして、こ
の “行列”(ãij)の余因子行列を∆(A)とする。ここで、∆(A)の各成分はAの多項式となっ
ていることに注意する。この∆(A)を左から (3.17)にかけると




Φ(A) O · · · O

O Φ(A)
. . .

...
...

. . . . . . O

O · · · O Φ(A)







e1

e2

...

en


 =




0

0
...

0




を得る20。よって、Φ(A)ej = 0 (1 ≤ j ≤ m)となるので、Φ(A) = Oを得る。 ¤
n次正方行列Aの固有多項式が (3.11)であるとする。このとき、Cnの部分空間

Gλj
= {x ; (λjI − A)mjx = 0 }

を λjの一般固有空間という。このとき、次が成立する:

定理 3.15 Gλ1 ⊕ · · · ⊕Gλr = Cn (⊕はベクトル空間の直和を表す。)

補題 3.16 λの多項式 f1(λ), . . . , fr(λ)のどの 2つも共通の根をもたないとする。このとき

Ej := { x ; fj(A)x = O } (j = 1, . . . , r); E0 := { x ; f1(A) · · · fr(A)x = O }
18[KM] 加藤義夫, 三宅正武共著: 微分方程式演習 サイエンス社, p.89より。
19一般に多項式 f(λ) = λn+a1λ

n−1+ · · ·+an−1λ+anに対して f(A) = An+a1A
n−1+ · · ·+an−1A+anI

と解釈するものとする。
20一般に、行列 Aの余因子行列を B とすると BA = det AI となることと同様に示せる。
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の間にはE0 = E1 ⊕ · · · ⊕ Erという関係式が成立する。

証明: r = 2で示す。(一般の場合はそれを繰り返し用いればよい。) どの 2つも共通の根
をもたないから21、ある多項式 h1, h2が存在して

f1(λ)h1(λ) + f2(λ)h2(λ) ≡ 1

とすることができる。λにAを代入すると

f1(A)h1(A) + f2(A)h2(A) = I. (3.18)

よって、∀xに対し x1 = f2(A)h2(A)x, x2 = f1(A)h1(A)xとすると、x = x1 + x2となる。
このとき、

f1(A)x1 = h2(A){f1(A)f2(A)x} = 0; f2(A)x2 = h1(A){f1(A)f2(A)x} = 0

となり、x1 ∈ E1, x2 ∈ E2を得る。
次に分解の一意性を示す。x ∈ E0に対し

x = x1 + x2 = y1 + y2, x1, y1 ∈ E1, x2, y2 ∈ E2

とできたとする。このとき、z := x1 − y1 = y2 − x2 ∈ E1 ∩ E2であるから (3.18)により
z = h1(A)f1(A)z + h2(A)f2(A)z = 0. ¤

定理 3.15の証明: 定理 3.14によりΦ(A) = Oであるから、(3.11)と補題 3.16から主張は
従う。 ¤

定理 3.12の証明: (1)は補題 3.16と定理 3.15とその作り方から PiPj = O (i 6= j), P1 +

· · ·+ Pr = Iは従う。特に、P 2
i = Pi(P1 + · · ·+ Pr) = Piとなる。(4)も同様に明らか。

(2)は (λjI −A)mjPj = 0より明らか。このとき、ϕ(λ) = (λ− λ1)
l1 · · · (λ− λr)

lr とおくと
ϕ(A) = Oとなる。実際、ϕ(A) = ϕ(A){P1 + · · ·+ Pr}であるが、

ϕ(A)Pj =
{∏

1≤k≤r:k 6=j
(A− λkI)lj

}
(A− λj)

ljPj = O

より ϕ(A) = Oが従う。(この ϕを最小多項式という。)

(3)について N = A − ∑r
j=1 λjPj =

∑r
j=1(A − λj)Pj とおくと、Aと P1, . . . , Pr は可換

で PiPj = O (i 6= j)であるからNn =
∑r

j=1(A − λj)
nPj = OとなりN はべき零。特に、

N = Oならば l1 = . . . = lr = 1となる。また、Aが対角化可能とすると、ある正則な
行列 T が存在して T−1AT = D (Dは対角行列)とできる。よって、AT = TDとなるか
ら、T = (l1 · · · ln)とかくと、各 ljに対してある λkがあってAlj = λkljとできるので、λ

の固有空間を Fλ = { x ; (λI − A)x = 0 }とかくと、l1, . . . , ln ∈ Fλ1 ⊕ · · · ⊕ Fλr となり、
Fλ1 ⊕ · · · ⊕ Fλr = Cnが従う。よって、Fλj

への射影を Pjとすると、

Ax = (λ1P1 + · · ·+ λrPr)x + (A− λ1I)P1x + · · ·+ (A− λrI)Prx = (λ1P1 + · · ·+ λrPr)x

より、N = Oが従う。最後に、l1 = · · · = lr = 1とすると、補題 3.16からFλ1⊕· · ·⊕Fλr =

Cnとなるから、l ∈ Fλj
ならAl = λjlであるので、Cの基底 l1, . . . , lnを Fλ1 , . . . , Fλr か

ら選べば、T = (l1 · · · ln)とおけば、T−1AT は対角行列になる。
21この授業ではこの部分に深入りしない。詳しくは代数学の本を参照のこと
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最後に (3.12)を示す。このためには (3.13)の Φ(λ)を最小多項式 φ(λ)に取り替えて部分
分数展開し、その hj(A)gj(A)に対応する多項式が (3.12)となることを示せばよい。こ
のとき、実際に (3.13)のように 1/ϕ(λ) = a1/(λ − λ1) + · · · + ar/(λ − λr)とおくと、
1 = a1g1(λ) + · · · + argr(λ), (gj(λ) := ϕ(λ)/(λ − λj))となるので、λ = λj を代入して
ajgj(λj) = 1となり、Pj = gj(A)/gj(λj)で与えられること、即ち、(3.12)が示される。
¤

3.3 単独方程式の場合

この節では 1つの式からなる n階線形方程式

dnx

dtn
+ a1(t)

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1(t)

dx

dt
+ an(t)x = f(t) (3.19)

を考える。f(t)は力学の用語を流用して強制項ということがある。f(t) ≡ 0とした方程式

dnx

dtn
+ a1(t)

dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1(t)

dx

dt
+ an(t)x = 0 (3.20)

を (3.19)の斉次方程式という。ここで、a1(t), . . . , an(t)は区間 I上で連続とする。
この方程式を注意 2.1のように xk = x(k−1), k = 1, . . . , nとし連立方程式として表すと

d

dt




x1

x2

...

xn


 = A




x1

x2

...

xn


 , A =




0 1 0 0 · · · 0

0 0 1 0
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . . . . . 0

0 0 · · · · · · 0 1

−an −an−1 · · · · · · −a2 −a1




(3.21)

となる。よって、x(t)が (3.20)の解であれば t(x(t), x′(t), · · · , x(n−1)(t))は (3.21)の解で
あり、一方、t(x1(t), x2(t), · · · , xn(t))が (3.21)の解であれば x1(t)は Cn-級で (3.20)の解
となる。特に、定理 3.3と次の命題 3.17により方程式 (3.19)の解は線形独立な n個の解
x1(t), . . . , xn(t)の線形結合で表されることがわかる。

命題 3.17 I 上の Cn−1級関数 x1(t), . . . , xn(t)は、もしそのWronskian (ロンスキー行列

式) W (t) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1(t) · · · xn(t)

x′1(t) · · · x′n(t)

· · ·
x

(n−1)
1 (t) · · · x

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
がW (t) 6= 0を満たすとき一次独立となる。

証明: c1x1(t) + · · ·+ cnxn(t) = 0とすると、∀kに対し c1x
(k)
1 (t) + · · ·+ cnx

(k)
n (t) = 0とな

るので、そのWronskianが 0でないが、c1 = · · · = cn = 0を得る。 ¤

注意 3.2 この命題で、(3.19)のn個の解x1(t), . . . , xn(t)が一次独立であることと、Wron-

skianがW (t) 6= 0となることは同値である。特に、tr A(t) = −a1(t)に注意して定理 3.5を
用いるとW (t) = e−

R t
s a1(u) duW (s) となるから、ある t ∈ IでW (t) 6= 0であれば、∀t ∈ I

でW (t) 6= 0となる。

29



3.3.1 定数係数斉次方程式

この節では斉次方程式 (3.20)で特に係数 a1, . . . , anが定数の場合を考える。このとき、
(3.21)に注意し固有多項式を計算すると

Φ(λ) := det(λI − A) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ + an

となる。これが (3.11)のようにΦ(λ) = (λ−λ1)
m1 · · · (λ−λr)

mrとできたとする。(λ1, . . . , λr

を特性根という。)このとき、e(λ) = t(1, λ, λ2, . . . , λn−1), p̂(λ) = (0, . . . , 0, Φ(λ))とすると、

Ae(λ) = λe(λ)− p̂(λ)

となり、これを k回微分すると、

Ae(k)(λ) = λe(k)(λ) + ke(k−1)(λ)− p̂(k)(λ)

となる。特に p̂(k)(λj) = 0, (0 ≤ k ≤ mj − 1)であるから、ej,k = e(k)(λj)/k!, (1 ≤ j ≤ r;

0 ≤ k ≤ mj − 1)と定義すれば

Aej,0 = λjej,0, Aej,k = λjej,k + ej,k−1,

即ち、P = (e1,0 · · · e1,m1−1 · · · er,0 · · · e1,mr−1)とおくと、P−1AP = J となる。ただし、

J =




Jm1(λ1) 0 · · · 0

0 Jm2(λ2)
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 Jmr(λr)




, Jm(λ) =




λ 1 0 · · · 0

0 λ 1
...

. . . . . . 0

λ 1

0 0 λ




とし、Jm(λ)は Jordan細胞でm次正方行列とした。したがって、p.19 (c)のように etA =

PetJP−1と計算でき22、(3.21)の解は計算できる。特に、そこの各成分に現れるのは n個
の一次独立な関数

etλ1 , tetλ1 , · · · , tm1−1etλ1 ; etλ2 , tetλ2 , · · · , tm2−1etλ2 ; · · · ; etλr , tetλr , · · · , tmr−1etλr (3.22)

の一次結合であり、特にこの第 1行目に着目することで (3.20)の解は上記の関数の一次結
合で与えられることがわかる23。

例題 3.2 (1) x′′′ + x′′ − x′ − x = 0. (2) x′′ + 2x′ + 5x = 0. (3) x′′′′ + 2x′′ + x = 0.

解: (1) D3 + D2 −D − 1 = (D + 1)2(D − 1)であるから、x = (c1e
−t + c2te

−t) + c3e
t.

(2) D2 + 2D + 5 = (D + 1 + 2i)(D + 1 − 2i)であるから、x = c1e
(−1+2i)t + c2e

(−1−2i)t =

c3e
−t cos 2t + c4e

−t sin 2t. ただし、c3 = c1 + c2, c4 = i(c1 − c2)とした。
22detP =

∏
k 6=l(λk − λl) 6= 0に注意せよ (cf . Vandermondeの行列式)。

23逆に (3.22)の関数がそれぞれ方程式 (D − λ1)m1 · · · (D − λr)mrx = 0を満たすことと、解空間の次元
が nであることからも (3.20)の解がこの一次結合となることが従う。ただし、D = d

dt とした。
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(3) D4 + 2D2 + 1 = (D2 + 1)2 = (D− i)2(D + i)2であるから、x = c1e
it + c2te

it + c3e
−it +

c4te
−it = (c5 + tc6) cos t+(c7 + tc8) sin t. ただし、c5 = c1 + c3, c6 = c2 + c4, c7 = i(c1− c3),

c8 = i(c2 − c4)とした。 ¤

3.3.2 非斉次方程式

この節では方程式 (3.19)で特に係数 a1, . . . , anが定数の場合を考える。この場合も定理
3.7の場合と同様に、(3.19)の解 x∗(t)が 1つ見つかれば、 (3.20)の勝手な解 x(t)に対し
て、x∗(t) + x(t)は (3.19)の解となり、一般解が得られる。ここでは x∗(t)の見つけ方を説
明する。

補題 3.18 ∫ t

t0

∫ t1

t0

· · ·
∫ tn−1

t0

f(tn) dtn · · · dt2dt1 =

∫ t

t0

(t− s)n−1

(n− 1)!
f(s) ds

証明: n = 1のときは明らか。nのとき正しいとすると、n + 1のとき、
∫ t

t0

∫ t1

t0

· · ·
∫ tn

t0

f(tn+1) dtn+1dtn · · · dt1 =

∫ t

t0

∫ τ

t0

(τ − s)n−1

(n− 1)!
f(s) dsdτ

=

∫ t

t0

f(s)

∫ t

s

(τ − s)n−1

(n− 1)!
dτds =

∫ t

t0

f(s)

[
(τ − s)n

n!

]t

τ=s

dτds =

∫ t

t0

(t− s)n

n!
f(s) ds.

ここで、第 1の等号は帰納法の仮定、2行目第 1の等号は積分の順序交換を行った。 ¤

(1) 簡単な場合から考える:

(D − a)nx = f(t) (3.23)

ここで、D = d
dt
である。このとき、両辺に e−atを掛けると Leipnizの公式により

Dn(e−atx) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−a)ke−atDn−kx = e−at(D − a)nx = e−atf(t)

となる。よって、両辺を n回不定積分すると、補題 3.18により

e−atx =

∫ t

t0

(t− s)n−1

(n− 1)!
e−asf(s) ds +

n∑
j=1

cjt
j−1.

したがって、

x =
n∑

j=1

cjt
j−1eat +

∫ t

t0

(t− s)n−1

(n− 1)!
ea(t−s)f(s) ds

を得る。ここで、上辺の右辺第 1項は (3.23)で f(t) ≡ 0のときの解なので、ここでの目
的を考え書かないこととする。そこで全く記号的に、(D − a)nx = f(t)の解として次の
ように表すこととする:

x =
1

(D − a)n
· f(t) =

∫ t

t0

(t− s)n−1

(n− 1)!
ea(t−s)f(s) ds (3.24)
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(2) 一般の場合:

P (λ) := λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ + an = (λ− λ1)

m1 · · · (λ− λr)
mr ,

ただし、λk 6= λj (k 6= j)とする。このとき、部分分数展開により

1

P (λ)
=

h1(λ)

(λ− λ1)m1
+ · · ·+ hr(λ)

(λ− λr)mr
(3.25)

とできたとする。このとき、

x(t) =
1

P (D)
f(t) = h1(D)

1

(D − λ1)m1
· f(t) + · · ·+ hr(D)

1

(D − λr)mr
· f(t) (3.26)

とおくとき、x(t)が P (D)x = f(t)の解であることを示す。
実際、

fk(t) =
1

(D − λk)mk
· f(t) =

∫ t

t0

(t− s)mk−1

(mk − 1)!
eλ(t−s)f(s) ds

とおくと、(1)より (D − λk)
mkfk(t) = f(t)を満たすから、Pk(λ) := P (λ)/(D − λk)

mk と
すると (Pk(λ)は多項式であることに注意する)、

P (D)x(t) = P (D){h1(D)f1 + · · ·+ hr(D)fr}
= h1(D)P1(D)(D − λ1)

m1f1 + · · ·+ hr(D)Pr(D)(D − λr)
mrfr

= {h1(D)P1(D) + · · ·+ hr(D)Pr(D)}f
となり、(3.25)より h1(λ)P1(λ) + · · ·+ hr(λ)Pr(λ) = 1であるから (3.26)がP (D)x = f(t)

の解であることが従う。 ¤

(3) 特殊な場合: f(t)が多項式と指数関数の積の場合の簡便な求め方を与える。

(a) P (D)x = c (cは定数) 場合
もし、P (0) = an 6= 0ならば、Dx = · · · = Dnx = 0より明らかに x = c/anが解となる。
もし、P (0) = 0ならば、P (D) = DpQ(D), Q(0) 6= 0とできる。上よりDpx = c/Q(0),

即ち、x = (c/Q(0)) · tp/p!が一つの解である。

(b) (1−D)x = ctm 場合
(1−D)(1+D+· · ·+Dm) = 1−Dm+1を tmにほどこすと (1−D)(1+D+· · ·+Dm)tm = tm.

従って、x = c(1 + D + · · ·+ Dm)tmが一つの解となる。

(c) P (D)x = ctm 場合
P (0) 6= 0の場合、P (λ) = P (0)(1− λQ(λ)) (Q(λ)は多項式)とできる。よって、(b)と
同様に

(1−DQ(D))(1+DQ(D)+D2Q(D2)+ · · ·+DmQ(D)m)tm = (1−Dm+1Q(Dm+1))tm = tm

より、x = (c/P (0))(1 + DQ(D) + D2Q(D2) + · · ·+ DmQ(D)m)tmが一つの解となる。
P (0) = 0のときは、P (D) = DpQ(D), Q(0) 6= 0とできる。Q(D)Dpx = ctmと考え、

Dpxを求め、p回積分すればよい。

(d) P (D)x = tmeat 場合
両辺に e−atをかけて e−atP (D)x = P (D+a)(e−atx) = tmとなるので、(c)に帰着できる。
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例題 3.3 (1) x′′ + 3x′ − 2x = 2t3 − t. (2) x′′′ − x′′ + x′ = t3.

(3) x′′ − 3x′ + 2x = te−t. (4) x′′ + 2x = t cos t.

解: (1) (D2 + 3D − 2)x = 2t3 − tであるから、−2(1− 3
2
D − 1

2
D2)x = 2t3 − t. よって

x =
1

1− 3
2
D − 1

2
D2

· (−t3 +
1

2
t)

=
(
1 +

(3

2
D +

1

2
D2

)
+

(3

2
D +

1

2
D2

)2

+
(3

2
D +

1

2
D2

)3)
(−t3 +

1

2
t)

=
(
1 +

3

2
D +

11

4
D2 +

39

8
D3

)
(−t3 +

1

2
t) = −t3 − 9

2
t2 − 16t− 57

2
.

斉次式の解は a1 = (−3 +
√

17)/2, a2 = (−3−√17)/2とするとき、c1e
a1t + c2e

a2tである
から、一般解は c1e

a1t + c2e
a2t − t3 − 9

2
t2 − 16t− 57

2
.

(2) (D3 −D2 + D)x = (1−D + D2)(Dx) = t3と考えて、

Dx =
1

1−D + D2
· t3 = {1 + (D −D2) + (D −D2)2 + (D −D2)3}t3

= (1 + D −D3)t3 = t3 + 3t2 − 6.

よって、x = t4/4+ t3−6t. 斉次式についてはλ3−λ2 +λ = 0を解いて、λ = 0, (1±√3i)/2

であるから、求める一般解は

x = c1 + c2e
t/2 cos(

√
3t/2) + c3e

t/2 sin(
√

3t/2) + t4/4 + t3 − 6t.

(3) et(D2 − 3D + 2)x = ((D − 1)2 − 3(D − 1) + 2)(etx) = (D2 − 5D + 6)(etx) = tである
から、

etx= 1

1− 5D
6

+D2

6

· t
6

= {1 +
(

5D
6
− D2

6

)
} t

6
= t

6
− 5

36
.

斉次式については λ2 − 3λ + 2 = 0を解いて、λ = 1, 2であるから、求める一般解は

x = c1e
t + c2e

2t + (t/6− 5/36)e−t.

(4) cos t = Re eitであるから、まず (D2 + 2)x = teitの解を求め、その実部をとる。

e−it(D2 + 2)x = ((D + i)2 + 2)(e−itx) = (D2 + 2iD + 1)(e−itx),

e−itx =
1

1 + 2iD + D2
· t = (1− 2iD)t = t− 2i,

x = eit(t− 2i) = t cos t + 2 sin t + i(t sin t− 2 cos t).

斉次式については λ2 + 2 = 0を解いて、λ = ±√2iであるから、求める一般解は

x = c1 cos
√

2t + c2 sin
√

2t + t cos t + 2 sin t. ¤

問 3.5 次の方程式の一般解を求めよ。([K] p.77.24)

(1) x′′′ + x = t2 (2) x′′ − 3x′ + 2x = te2t (3) x′′′′ + 2x′′ + x = sin t

(4) x′′+x′ = t2−2t (5) x′′′ − 2x′ + 4x = et sin t (6) x′′′ + x′ = 2 cos2 t− t + et

243.5解答 (特解のみ、一般解はこれに斉次式の解を加えたもの) : (1) t2, (2) ( 1
2 t2− t)e2t, (3) − 1

8 t2 sin t,
(4) 1

3 t3 − 2t2 + 4t, (5) − tet

20 (3 cos t + sin t), (6) − 1
6 sin 2t + t− 1

2 t2 + 1
2et.
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3.4 2階線型方程式のいくつかの解法

線型方程式でも係数が tの関数の場合、一般には初等解法は存在しない。ここでは、い
くつかのうまくいく場合を説明する。

(I) 特解 2階線型方程式

x′′(t) + a(t)x′(t) + b(t)x = 0 (3.27)

について一つの解 x = ϕ(t)が見つかれば、このとき x = ϕ(t)yによって、xから yに変換
すれば y′の 1階線型方程式に帰着できるので、完全に解決される。

例題 3.4 (1− t2)x′′ − 2tx′ + 2x = 0 を解け。

解: 一つの解として、x = tがとれる。そこでx = tyとおくと、x′ = ty′+y, x′′ = ty′′+2y′

だから

t(1− t2)y′′ + 2(1− 2t2)y′ = 0 即ち y′′ = −
(2

t
+

1

t− 1
+

1

t + 1

)
y′.

これを y′の 1階方程式として解いて、

y′ =
c1

t2(t2 − 1)
= c1

{1

2

( 1

t− 1
− 1

t + 1

)
− 1

t2

}
.

これから、y = c1

{1

2
log

∣∣∣∣
t− 1

t + 1

∣∣∣∣ +
1

t

}
+ c2である。xは

x = c1

{
1 +

t

2
log

∣∣∣∣
t− 1

t + 1

∣∣∣∣ +
1

t

}
+ c2t. ¤

問 3.6 次の方程式の一つの解をみつけて、一般解を求めよ。([K] p.77.25)

(1) (1 + t2)x′′ − tx′ + x = 0 (2) (3− t)x′′ − (9− 4t)x′ + (6− 3t)x = 0

(II) 2階線型方程式の標準形 2階線型方程式 (3.27)において、独立変数または従
属変数の変換により 1階微分の項を消去したものを、2階方程式の標準形という。そのよ
うな変形により、定数係数の方程式に帰着できれば、初等的に解ける。ここでは従属変数
の変換により標準形にする方法を説明する。(独立変数については [K p.71]を参照のこと
(cf . 問 3.8)。)

x = uyで xから yへ変換するとすると、x′ = uy′ + u′y, x′′ = uy′′ + 2u′y′ + u′′yとなる
から、微分方程式 (3.27)は、

uy′′ + (2u′ + au)y′ + (u′′ + au′ + bu)y = 0

となる。ここで、

2u′ + au = 0 (3.28)

253.6解答 (順に特解と一般解) : (1) t, c1(−
√

1 + t2 + t log(t +
√

1 + t2)) + c2t, (2) et, c1e
t + c2(4t3 −

42t2 + 150t− 183)e3t.
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即ち、u = e−
R t a(τ)

2
dτ とおくと、y′の項が消えて標準形を得る。そのとき

y′′ +
(u′′

u
+ a

u′

u
+ b

)
y = 0

であるが、(3.28)から

u′

u
= −1

2
a(t),

u′′

u
=

(u′

u

)′
+

(u′

u

)2

= −a′(t)
2

+
a(t)2

4

となるから、yに関する方程式 (3.29)が得られる。よって、次の定理が得られた。

定理 3.19 x′′(t) + a(t)x′(t) + b(t)x = 0において、x = ye−
R t a(τ)

2
dτ によって xから yに変

換すると、標準形

y′′ +
(
b(t)− a′(t)

2
− a(t)2

4

)
y = 0 (3.29)

を得る。

例題 3.5 x′′ + 2tx′ + t2x = 0 を解け。

解: x = ye−
1
2

R
2tdt = ye−t2/2 とおくと、(3.29)より y′′ − y = 0. これを解いて、y =

c1e
t + c2e

−t. よって、一般解は x = e−t2/2(c1e
t + c2e

−t). ¤

問 3.7 次の微分方程式の従属変数を変換して、一般解を求めよ。([K] p.77.26)

(1) t2x′′ − 2tx′ + (2 + a2t2)x = 0 (2) (1− t2)x′′ − 4tx′ − (1 + t2)x = t

問 3.8 次の微分方程式を括弧内に指定された独立変数の変換を行い、一般解を求めよ。

x′′ + x′ + e−2tx = 0 (s = e−t) ([K] p.77.27)

3.5 比較定理

この節では 2階線型方程式の解の挙動を知る方法のひとつとして、Strumの比較定理を
扱う。2階線型方程式 x′′ + a(t)x′ + b(t)x = 0において、p(t) = e

R
a(t)dtをかけると

(p(t)x′)′ + q(t)x = 0

の形になる。ここで、q(t) = p(t)b(t)であり、p(t) > 0である。このとき、次が成立する。

定理 3.20 (Strumの定理) p(t) > 0, q2(t) ≥ q1(t)とする。二つの微分方程式

(p(t)x1
′)′ + q1(t)x1 = 0 (3.30)

(p(t)x2
′)′ + q2(t)x2 = 0 (3.31)

263.7解答 : (1) t(c1 cos at + c2 sin at), (2) (1− t2)−1(c1 cos t + c2 sin t + t).
273.8解答 : c1 cos e−t + c2 sin e−t.
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において、同じ初期値を持つ解 x1(t), x2(t)を考える:

x1(t0) = x2(t0) = x0, x1
′(t0) = x2

′(t0) = x0
′.

このとき、t ≥ t0において、x1(t) ≥ 0, x2(t) ≥ 0である限り

x1(t) ≥ x2(t)

が成立する。

証明: それぞれの方程式に x2, x1をかけて差をとると、

(p(t)x1
′)′x2 − (p(t)x2

′)′x1 + (q1(t)− q2(t))x1x2 = 0

これを t0から tまで積分すると、x1(t) ≥ 0, x2(t) ≥ 0である限り、

[p(x′1x2 − x1x
′
2)]

t
t0

=

∫ t

t0

(q2(s)− q1(s))x1x2 ds ≥ 0. (3.32)

x1(t0) = x2(t0)で p(t) > 0だから

x′1(t)x2(t)− x1(t)x
′
2(t) ≥ 0.

従って、
d

dt

(x1(t)

x2(t)

)
=

x′1(t)x2(t)− x1(t)x
′
2(t)

x2(t)2
≥ 0.

即ち、x1(t)/x2(t)は単調増加で、x1(t0)/x2(t0) = 1だから主張を得る。 ¤

定理 3.21 二つの微分方程式 (3.30), (3.31)において、さらに、q2(t) 6≡ q1(t)とする。こ
のとき、(3.30)の 0でない解 x1(t)の隣り合う零点を t1, t2 (t1 < t2) とすると、(3.31)の
任意の解 x2(t)は区間 (t1, t2)の中に少なくとも一つの零点をもつ。

証明: t1, t2は隣り合う零点なので区間 (t1, t2)で x1(t) > 0として一般性を失わない。い
ま、x2(t)がこの区間で 0にならないとすると、やはり x2(t) > 0としてかまわない。この
とき、(3.32)と同様に

[p(x′1x2 − x1x
′
2)]

t2
t1

=

∫ t2

t1

(q2(s)− q1(s))x1x2 ds > 0

となる。このとき、x1(t1) = x1(t2) = 0だから

p(t2)x
′
1(t2)x2(t2)− p(t1)x

′
1(t1)x2(t1) > 0. (3.33)

一方、x1(t2) = 0, x1(t) > 0 (t1 < t < t2)だから、x1(t)は t2において減少であり、x′1(t2) ≤ 0

である。もし、x′1(t2) = 0なら解の一意性より x1(t) ≡ 0となる。従って x′1(t2) < 0. 同様
の考察により、x′1(t1) > 0もわかる。従って、

p(t2)x
′
1(t2)x2(t2)− p(t1)x

′
1(t1)x2(t1) ≤ 0

となり、これは (3.33)矛盾する。従って、x2(t)は (t1, t2)の中に少なくとも一つの零点を
もつ。 ¤
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系 3.22 微分方程式
(p(t)x′)′ + q(t)x = 0 (p(t) > 0)

の二つの解 x1(t), x2(t)において、x1(t)の隣り合う零点を t1, t2 (t1 < t2) とし、x2(t)は
t1, t2のどちらかで 0でないとする。このとき、x2(t)の零点が t1と t2の間に少なくとも一
つある。

証明: 定理 3.21の証明と同じ方法で、もし x2(t) 6= 0 (t1 < t < t2)なら、x2(t) > 0として、

p(t2)x
′
1(t2)x2(t2)− p(t1)x

′
1(t1)x2(t1) = 0

となる。そして、x′1(t2) < 0, x′1(t1) > 0でなければならない。x2(t2), x2(t1)のどちらかが
正だから、やはり矛盾である。従って、x2(t) = 0となる tが t1と t2の間にある。 ¤

定理 3.23 微分方程式

x′′ + q(t)x = 0 (3.34)

の 0でない解 x(t)ついて、次が成立する。
(i) q(t) < 0 (t1 < t < t2) ならば、x(t)は区間 (t1, t2)の中に零点を高々一つしかもたない。
(ii) 0 < m ≤ q(t) ≤ M (t1 ≤ t ≤ t2) ならば、x(t)の閉区間 [t1, t2]における隣合う零点
τ0, τ1 (τ0 < τ1) は

π√
M

≤ τ1 − τ2 ≤ π√
m

をみたす。

証明: (i) q(t) < 0 (t1 < t < t2) とし、x(τ0) = 0とする。

x′′(t) = −q(t)x(t)

だから、x(t) > 0なら x(t)は上に凸な関数、x(t) < 0なら x(t)は下に凸関数、x(t) = 0と
なる点は変曲点である。従って、x = x(t)のグラフは一つの零点 τ0の右側では τ0での接
線より上にあり、左側では下にある。従って、τ0以外に零点はない。
(ii) (3.34)の解を x1とし、x2を微分方程式

x′′ + mx = 0 (3.35)

の解とする。q(t) ≥ mであるから、もし q(t) 6≡ mならば、定理 3.21の仮定をみたしてい
る。(3.35)の解で x2(τ0) = 0, x′2(τ0) = x′1(τ0)をみたすものは

x2(t) =
x′1(τ0)√

m
sin
√

m(t− τ0)

で、この関数の τ0の次の零点は τ2 = τ0 +π/
√

mである。定理 3.21によって、τ0と τ2の間
に (3.34)の任意の解の零点が少なくとも一つある。τ0と隣合う零点 τ1はそのうちの最小
値だから、τ1− τ0 < τ2− τ0 = π/

√
mである。同じ論法で π/

√
M ≤ τ1− τ0もでる。 ¤

例 3.2 (Airyの方程式) x′′ − tx = 0

の解は負の軸上に無限個の零点を持つ。比較定理により、0 < m ≤ −t ≤ M の範囲では
二つの隣合う零点の間隔は π/

√
M ≤ τ1 − τ2 ≤ π/

√
m である。即ち、零点は (−t)−1/2の

位数でその間隔が減少していく。
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