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1 Brown 運動
この章では、Brown運動を定式化し、Markov性やその他の簡単な性質を見る。1 2

1.1 確率過程

(Ω,F , P )を確率空間とし、確率変数等はこの確率空間に定義されているものとする。以
下、tは連続的に変化するとして、t ∈ [0,∞)あるいは t ∈ [0, T ], T > 0とする。

定義 1.1 (1) t ≥ 0によりパラメーター付けられた Rd値確率変数の族X = (Xt)t≥0 =

(Xt(ω))t≥0 を d次元確率過程 (stochastic process)という。単に確率過程といえば実数値
(d = 1)である。
(2) d次元確率過程が連続とは、∀ω ∈ Ωに対し t 7→ Xt(ω)が連続であるときにいう。3 4

注意 1.1 W d = C([0,∞),Rd)とおく (path空間という)。Xが d次元連続確率過程である
とは、X(ω) ∈ W d, ∀ω ∈ Ωというだけではなく、XはW d-値確率変数であることを意味
している: 即ち、∀A ∈ B(W d)に対して {ω ∈ Ω ; X(ω) ∈ A} ∈ Fを満たす。ここで、W d

は広義一様収束から定まる位相5を考え、B(W d)はこの位相でのBorel集合族を表す。こ
れを示すために次の σ-加法族を導入する:

BK(W d) := σ
{

C(t1, . . . , tn; A) ; n ∈ N, 0 ≤ t1 < · · · < tn < ∞, A ∈ B(Rdn)
}

ここでC(t1, . . . , tn; A) := {w = (wt)t≥0 ∈ W d ; (wt1 , . . . , wtn) ∈ A }は柱状集合 (cylinder

set)といい、上の σ-加法族 (すべての柱状集合を含む最小の σ-加法族)はKolmogorovの
σ-加法族と呼ばれる。実はこのとき、B(W d) = BK(W d)が成立し、このことから連続確
率過程XがW d-値確率変数であることがわかる。

問 1.1 (1) B(W d) = BK(W d)を示し、(2) 連続確率過程XがW d-値確率変数であること
を示せ。

F の部分 σ-加法族の増大列 (Ft)t≥0が、各Ftは σ-加法族でFs ⊂ Ft ⊂ F , 0 ≤ s ≤ tを
満たすとき、filtrationという。

1このノートは次の URLからダウンロードできます。 http://www.math.u-ryukyu.ac.jp/˜sugiura/
2参考文献： [F] 舟木直久： 確率微分方程式 岩波書店

　 [N] 長井英生: 確率微分方程式 共立出版
　 [IW] N.Ikeda and S.Watanabe: Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes. 2nd ed.,
North Holland, 1989.
　 [KS] I.Karatzas and S.E.Shreve: Brownian Motion and Stochastic Calculus. 2nd ed., Springer, 1991.
　 [O] B.Øksendal: Stochastic Differential Equations. An Introduction with Applications. 6th ed.,
Springer, 2003. (第 5版の邦訳あり:谷口説男 訳)
　 [RY] D.Revuz and M.Yor: Continuous Martingales and Brownian Motion 3rd ed., Springer, 1998.
　 [SV] D.W.Stroock and S.R.S.Varadhan: Multidimensional Diffusion Processes, Springer, 1979.
ここでは主に [F]に従って述べる。尚、この授業では確率論の基礎的事項は [F1] 舟木直久：確率論 朝倉書
店 (今年中に出版予定)を引用し証明なしで用います。

3この授業では連続確率過程のみを扱う。一般に右連続左極限を持つ関数の空間を path空間とする場合
もある。(Poisson過程などがその例となる。)

4本来は連続修正 (continuous modification)について議論すべきであるが、ここでは略す。ここで、確
率過程X が連続修正をもつとは、連続な確率過程 Y が存在して P (Xt = Yt) = 1, ∀t ≥ 0なるときにいう。

5この位相でW d は可分完備距離空間 (ポーランド空間)となる。
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定義 1.2 (1) d次元確率過程X = (Xt)t≥0が (Ft)-適合 (adapted)とは、∀t ≥ 0に対して
Xt : Ω → RdがFt-可測のときにいう。
(2) d次元確率過程X = (Xt)t≥0が (Ft)-発展的可測 (progressively measurable)とは、∀t ≥ 0

に対して写像 [0, t]×Ω 3 (s, ω) 7→ Xs(ω) ∈ RdがB([0, t])×Ft/B(Rd)-可測のときにいう。
ここで、B([0, t])×Ftは直積 σ-加法族を表す。

注意 1.2 Xが (Ft)-適合とは、t時までの情報量としてのFtからXtが判別可能であるこ
とを意味する。一方、発展的可測はE[

∫ t

0
f(Xs) ds] =

∫
Ω×[0,t]

f(Xs(ω)) P (dω)dsを考える
のに必要となる。(実際は単に可測であれば十分である。) 実は、補題 1.1によりXが (Ft)-

適合かつ右連続であれば、(Ft)-発展的可測である。

補題 1.1 X = (Xt)が (Ft)-適合とする。X が右連続: limh↓0 Xt+h(ω) = Xt(ω), ∀t ∈
[0,∞),∀ω ∈ Ω であれば、(Ft)-発展的可測である。

証明: Xtは右連続とする。

X(n)
s (ω) := X(k+1)t/2n(ω) for kt/2n < s ≤ (k + 1)t/2n, k = 0, 1, . . . , 2n − 1

とする。A ∈ B(Rd)に対して

{(s, ω); X(n)
s (ω) ∈ A} =

2n−1⋃

k=0

(kt

2n
,
(k + 1)t

2n

]
× {

ω ; X(k+1)t/2n(ω) ∈ A
} ∈ B([0, t])×Ft

だからX
(n)
s は B([0, t])×Ft-可測。右連続性より limn→∞ X

(n)
s (ω) = Xs(ω), ∀ω ∈ Ω. よっ

てXsは B([0, t])×Ft-可測となる。 ¤

定義 1.3 (Ft)t≥0を filtrationとする。
(1) Ft+ := ∩s>tFsとおく。Ft+ = Ft, ∀t, のとき (Ft)は右連続、
(2) Ft− := σ(Fs; s < t)とおく。Ft− = Ft, ∀t, のとき (Ft)は左連続という。

例 1.1 連続な確率過程 X = (Xt)t≥0 に対し、F0,X
t = σ{Xs ; 0 ≤ s ≤ t } とおくと

(F0,X
t )t≥0は filtrationで、Xは (F0,X

t )-適合となる。この (F0,X
t )をXの自然な filtrationと

いう。一般に (F0,X
t )は左連続であるが、右連続ではない。

問 1.2 X を連続な d次元確率過程とする。開集合 O ⊂ Rd に対し σO(ω) := inf{ t ≥
0 ; Xt(ω) ∈ O }とする (inf ∅ = ∞と定める)と、{σO ≤ t} ∈ F0,X

t+ であるが一般には
{σO ≤ t} /∈ F0,X

t であることを確かめよ。

確率過程の動きは、測度 P により支配される。その意味で測度 0の集合族N := {N ∈
F ; P (N) = 0 }をF0,X

t に付け加えて、FX
t := F0,X

t ∨ N を考えたほうが自然である。と
いうのは、例えばXt = Yt a.s. (∀t ≥ 0) でXが (FX

t )-適合ならば Y も (FX
t )-適合となる。

このようにして定義したFtは (例えばBrown運動のときのように)自動的に tについて連
続になることがあり、便利である (cf . 定理 1.11)。
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1.2 Brown運動の定義

定義 1.4 確率空間 (Ω,F , P )上で定義された (実数値)確率過程B = (Bt)t≥0 = (Bt(ω))t≥0

がBrown運動 (Brownian motion)であるとは、次の条件を満たすときにいう。

(1) B0 = 0 a.s.

(2) ∀ω ∈ Ωに対して、t 7→ Bt(ω)は連続である。
(3) 0 ≤ s ≤ tに対しBt −BsとF0,B

s := σ(Bu; u ≤ s)は独立。
(4) 0 ≤ s ≤ tに対し、Bt −Bsは平均値 0, 分散 t− sのGauss分布に従う。

注意 1.3 条件 (2)あるいは定義 1.1では a.s.ωに対する連続性のみを仮定することが多い。
しかし、それは本質的には同じことである。Bt(ω)が連続でないような ωについては、例
えばBt(ω) ≡ 0 (t ≥ 0)と定義し直せばよいからである。

条件 (3), (4)から 0 = t0 < t1 < · · · < tnに対し {Bti − Bti−1
}1≤i≤nは独立でそれぞれ

N(0, ti − ti−1)に従う。これは ∀A1, . . . , An ∈ B(R)に対して

P (Bti −Bti−1
∈ Ai, 1 ≤ i ≤ n) =

∫

A1

dx1

∫

A2

dx2 · · ·
∫

An

dxn

n∏
i=1

p(ti − ti−1, xi)

であることと同値である。ここで、

p(t, x) =
1√
2πt

e−x2/2t, t > 0, x ∈ R (1.1)

とした。さらに、y0 = 0, xi = yi−yi−1, 1 ≤ i ≤ nと変数変換すると、∀A1, . . . , An ∈ B(R)

に対して

P (Bti ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ n) =

∫

A1

dy1

∫

A2

dy2 · · ·
∫

An

dyn

n∏
i=1

p(ti − ti−1, yi − yi−1) (1.2)

が得られる。これは、Brown運動の n時点での結合分布を与えている。次の定理は最も
基本的である。

定理 1.2 適当な確率空間上にBrown運動は存在する。

定理 1.2の証明のために、Kolmogorovによる二つの基本定理を準備する6。

定理 1.3 (Kolmogorovの拡張定理) 各 n ∈ Nに対し (Rn,B(Rn))上の確率測度 µnが与
えられ整合的 (consistent)であるとする。即ち、

µn+1(A× R) = µn(A), ∀A ∈ B(Rn), n ∈ N

が成立すると仮定する。このとき、(RN,B(RN))上の確率測度µでµ(A×RN) = µn(A), ∀A ∈
B(Rn)となるものが一意的に存在する。ただし、A×RN := { (x1, x2, . . . ) ; (x1, . . . , xn) ∈
A } ⊂ RNを表し、RNには直積位相を入れ、B(RN)はそのBorel集合族を表す。

6Brown運動の構成方法としてここで紹介するものの他に (1) ランダムな係数をもつ Fourier級数による
方法、(2) Gauss系の存在定理に帰着する方法、(3) ランダムウォークの時空に関するスケール変換の極限
として導く (Donskerの不変原理と呼ばれる)がある。(cf . [KS] pp.56–71.)
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証明: 第 1段: C := {A× RN ; A ∈ B(Rn), n ∈ N }の要素をRNの柱状集合という。µを
柱状集合上では µ(A×RN) = µn(A)と定義する。{µn}は整合的だから µは nの取り方に
よらず一意的に定まる。Cは有限加法族だから

Cn ∈ CがCn ↓ ∅ (Cn ⊃ Cn+1, ∀n ∈ Nかつ ∩∞n=1Cn = ∅)ならば lim
n→∞

µ(Cn) = 0 (1.3)

が示されれば、Hopfの拡張定理により、µは B(RN) = σ(C)上の測度として一意的に拡
張され結論が言える。このために (1.3)を否定し ∃ε > 0 : µn(Cn) > ε, ∀n ∈ Nとして
∩∞n=1Cn 6= ∅を示し矛盾を導く。
第 2段: Cn = An × RN, An ∈ B(Rn)としても一般性を失わない。実際、C1 = R× RN

から始め、同じCnを繰り返してとればよいからである。更に、各Anはコンパクト集合
としてよい。実際、A′

n ⊂ AnをA′
nはコンパクトかつ µn(An\A′

n) ≤ ε/2n+1を満たすよう
にとれる。そこで、i < nのときは Ã′

i = A′
i × Rn−iとして A′′

n = Ã′
1 ∩ · · · ∩ Ã′

n−1 ∩ A′
n,

C ′′
n = A′′

n × RNとおけば、A′′
nはコンパクト、C ′′

n ↓ ∅かつ

µ(C ′′
n) = µn(A′′

n) ≥ µ(An)−
n∑

i=1

µi(Ai\A′
i) ≥

ε

2

であるからである。
第 3段: ∩∞n=1Cn 6= ∅を示す。xn = (x1

n, x
2
n, . . . ) ∈ Cn, n ∈ Nを任意に取る。このとき、

対角線論法により{xn}の部分列{xnk
}とx∞ = (x1

∞, x2
∞, . . . ) ∈ RNが存在して、各 iに対し

て limn→∞ xi
n = xi

∞とできる。各Anはコンパクト、即ち、閉集合だから (x1
∞, . . . , xn

∞) ∈ An

となり x∞ ∈ ∩∞n=1Cnを得る。 ¤

Dn := { k/2n ; k = 0, 1, . . . , 2n }, D = ∪∞n=1Dnとおく。

定理 1.4 (Kolmogorovの正規化定理) 確率過程X = (Xt)が、C, ε, p > 0が存在して

E[|Xt −Xs|p] ≤ C|t− s|1+ε, ∀s, t ∈ D (1.4)

を満たせば、Xtは a.s.にD上一様連続である。

証明: 第 1段: λn := 2−nε/2pととり

In := { (s, t) ∈ D ×D ; |t− s| ≤ 2−n }
An := {ω ∈ Ω ; |Xs −Xt| ≥ λn, ∃(s, t) ∈ In }

とおく。もし P (An) ≤ C12
−nε/2が示されれば、Borel-Cantelliの補題より P (∩∞n=1 ∪∞k=n

Ak) = 0となり、結論を得る。
第 2段: a(n, t) = k/2n, t ∈ [k/2n, (k + 1)/2n)とおく。このとき

Xt = Xa(n,t) +
∞∑
i=0

(Xa(n+i+1,t) −Xa(n+i,t)), t ∈ D

である。実際 jを十分大とすると a(j, t) = tであり、従って、上式右辺は有限和である。
Xsも同様の和に表され、(s, t) ∈ Inならば |a(n, t)− a(n, s)| ≤ 2−nである。
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第 3段: 次に ω ∈ Anならば、次の (a), (b)のいずれかが成立する:

(a) ∃(s, t) ∈ In s.t. |Xa(n,t) −Xa(n,s)| ≥ λn/2

(b) ∃t,∃i s.t. |Xa(n+i+1,t) −Xa(n+i,t)| ≥ 3λn/2(i + 1)2π2.

もし (a), (b)ともに成立しなければ、|Xt −Xs| < λn

2
+ 3λn

π2

∑∞
i=0

1
(1+i)2

= λn, ∀(s, t) ∈ In

となるからである。(a)が成立するとき、∃(q, r) ∈ In ∩ (Dn ×Dn) s.t. |Xr −Xq| ≥ λn/2

である。このような (q, r)の対は高々2n個だから

P ((a)が成立) = 2n sup
s∈Dn

P (|Xs+2−n −Xs| ≥ λn/2) ≤ 2n(2/λn)p sup
s∈Dn

E[|Xs+2−n −Xs|p]

≤ 2n2pλ−p
n C2−n(1+ε) = C22

−nε/2.

一方、(b)が成立すれば、∃i, ∃(q, r) ∈ In+i∩(Dn+i+1×Dn+i) s.t. |Xr−Xq| ≥ 3λn/2(i+1)2π2

となる。このような (q, r)の対は高々2n+i+1通りだから

P ((b)が成立) =
∞∑
i=0

2n+i+1 sup
s∈Dn+i

P (|Xs+2−(n+i+1) −Xs| ≥ 3λn/2(i + 1)2π2)

≤ C

∞∑
i=0

2n+i+12−(n+i+1)(1+ε)(2(i + 1)2π2/3λn)p

≤ C3

∞∑
i=0

2−(n+i+1)ε(i + 1)2pλ−p
n ≤ C42

−nε/2.

両者を合わせて P (An) ≤ C12
−nε/2がわかった。 ¤

系 1.5 確率過程X = (Xt)t∈[0,1]が (1.4)を ∀s, t ∈ [0, 1]に対し満たすなら、Xは連続修正
をもつ。

証明: t /∈ Dに対し X̃t := lims∈D,s↓t Xsとおく。定理 1.4によりこの極限は存在し、X̃tは
t ∈ [0, 1]について連続となる。ところが、(1.4)から s ∈ D, s ↓ tのときXs → Xt in Lpだ
から ∀t ∈ [0, 1]に対し X̃t = Xt a.s.がわかる。従って、X̃tはXtの連続修正である。 ¤

定理 1.2の証明: 第 1段: まず時間の区間を [0, 1]に制限して Brown運動 (Bt)t∈[0,1] を
構成しよう。Ω = RD, Bt(ω) = ωt, t ∈ D, ω ∈ Ωととる。D = {t1, t2. . . . }と適当に
番号付け、Rn上の確率測度 µnを次のように定義する。{t1, . . . , tn}を並べかえたものを
s1 < s2 < · · · < snとして

µn(dx1 · · · dxn) :=
n∏

i=1

p(si − si−1, xi − xi−1) dxi, s0 = 0, x0 = 0

と定める。ただし、p(t, x)は (1.1)の熱核である (s1 = 0のとき p(0, x1) dx1 = δ0(dx1)と
考える)。このとき、{µn}が整合的であることを示すには、pの半群性:

p(t + s, y − x) =

∫

R
p(t, z − x)p(s, y − z) dz, t, s > 0

に注意すればよい。この等式はChapman-Kolmogorovの等式とよばれる。従って、Kol-

mogorovの拡張定理からΩ上の測度 µが定まる。一方、

Eµ[|Bt −Bs|4] =

∫

R2

|x− y|4p(s, y)p(t− s, x− y) dydx = 3|t− s|2, t > s, s, t ∈ D
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であるから、Kolmogorovの正規化定理により (Bt)t∈Dは µ-a.s.に一様連続である。t /∈ D

のときはBt := lims∈D,s↓t Bsと定めれば、(Bt)t∈[0,1]は (Ω, µ)上で定義された Brown運動
になる。
第 2段: 時間の区間を [0,∞)に拡張する。このため、第 1段で構成したBrown運動を
独立で可算個 {(Bi

t)t∈[0,1]}i∈Nを準備する (直積確率空間をとればよい)。これらを用いて
Bt :=

∑[t]
i=1 Bi

1 + B
[t]+1
t−[t] , t ≥ 0と定義すれば、(Bt)t≥0はBrown運動になる。 ¤

W (= W 1) := C([0,∞),R), W0 := {w ∈ W ; w0 = 0 }とおく。これらの空間に一様収
束による位相を考える。B(W ),B(W0)をそれぞれのBorel集合族とする。

定義 1.5 定義 1.4で Ω := W0,F = B(W0)ととり、Bt(w) = wt, w = (wt)t≥0 ∈ W0 が
Brown運動となるような (W0,B(W0))上の測度 P をWiener測度とよぶ。

定理 1.2よりWiener測度は存在し、しかも一意的であることがわかる。

定義 1.6 d次元確率過程Bt = (Bi
t)1≤i≤d = (B1

t , . . . , Bd
t ), t ≥ 0がd次元Brown運動であ

るとは、各Bi
tがBrown運動で、かつ {Bi}1≤i≤dは独立であるときにいう。

d次元 Brown運動の構成には、d個の独立な Brown運動を準備して並べればよい。即
ち、i = 1, . . . , dに対し確率空間 (Ωi,F i, P i)上で定義された Brown運動Bi = (Bi

t)t≥0を
とり、Ω =

∏d
i=1 Ωi, F =

∏d
i=1F i, P =

∏d
i=1 P iと定め、ω = (ω1, . . . , ωd) ∈ Ωに対し

Bt(ω) = (B1
t (ω1), . . . , Bd

t (ωd))ととれば、これは (Ω,F , P )上で定義された d次元 Brown

運動である。

1.3 簡単な性質

B = (Bt)t≥0 を確率空間 (Ω,F , P ) 上で定義された 1 次元 Brown 運動として F0
t =

σ{Bs ; 0 ≤ s ≤ t }, Ft = F0
t ∨ N とおく。ただし、N = {N ∈ F ; P (N) = 0 }であ

る。次はBrown運動の定義よりすぐにわかる。

命題 1.6 (1) E[B2p
t ] = (2p− 1)!!tp, E[B2p−1

t ] = 0, p ∈ N.

(2) E[BtBs] = t ∧ s(:= min{t, s}), t, s ≥ 0.

(3) B = (Bt)t≥0は (Ft)-martingale、即ち、E[Bt|Fs] = Bs a.s. 0 < s < t.

証明: (1) Btは正規分布N(0, t)に従うから明らか。(2) 0 ≤ s < tとする。定義 1.4 (3)よ
りBt −BsとFsは独立だから

E[BtBs] = E[(Bt −Bs)Bs] + E[B2
s ] = E[Bt −Bs]E[Bs] + s = s.

(3) (2)と同様にA ∈ Fsのとき、E[(Bt −Bs)1A] = E[Bt −Bs]P (A) = 0. ¤

命題 1.7 次のように、Bから定義される新たな確率過程Ba, Bb, BcはいずれもBrown運
動である。ただし、s > 0, γ > 0は固定する。

(1) Ba
t := Bt+s −Bs, t ≥ 0.

(2) Bb
t := −Bt, t ≥ 0.

(3) Bc
t := γBt/γ2, t ≥ 0.
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証明: 定理 1.2を考慮すると (1.2)を示せばよい。ここでは、(1)のみ示す。(その他の場合
も同様である。) 任意の 0 = t0 < t1 < · · · < tn, g ∈ Cb(Rn)に対し、

E[g(Ba
t1
, . . . , Ba

tn)] = E[g(Bt1+s −Bs, . . . , Btn+s −Bs)]

=

∫

Rn+1

g(x1 − x0, . . . , xn − x0)p(s, x0)
n∏

i=1

p(ti − ti−1, xi − xi−1) dx0dx1 · · · dxn

=

∫

R
p(s, x0) dx0

∫

Rn

g(x′1, . . . , x′n)
n∏

i=1

p(ti − ti−1, x
′
i − x′i−1) dx′1 · · · dx′n

= E[g(Bt1 , . . . , Btn)]. ¤

問 1.3 B = (Bt)t≥0を d次元 Brown運動、Aを d × d直交行列とすれば、ABtも d次元
Brown運動であることを示せ。
ヒント: B = (Bt)t≥0が d次元Brown運動のとき、(1.1)の p(t, x)の替わりに

p(t, x) =
1

(2πt)d/2
e−|x|

2/2t, t > 0, x ∈ Rd

をして (1.2)が ∀A1, . . . , An ∈ B(Rd)に対して成立することを用いて、命題 1.7と同様に
示せ。

命題 1.8 Btの t ∈ [T1, T2], 0 ≤ T1 < T2における全変動は、a.s.ωに対し無限大である。

証明: 命題 1.7から T1 = 0, T2 = 1として証明すればよい。[0, 1]の分割∆ : 0 = t0 < t1 <

· · · < tN = 1に対して V
(2)
∆ (ω) =

∑N
j=1{Bti(ω)−Bti−1

(ω)}2とおく。このとき、

lim
‖∆‖→0

E[(V
(2)
∆ − 1)2] = 0

を示す。ただし、‖∆‖ = max1≤i≤N{ti − ti−1}とする。実際 Zi := {Bti(ω)−Bti−1
(ω)}2 −

(ti − ti−1)とすると {Zi}1≤i≤N は独立かつE[Zi] = 0より

E[(V
(2)
∆ − 1)2] = E[

( N∑
j=1

Zi

)2

) =
N∑

j=1

E[Zi
2] =

N∑
j=1

2(ti − ti−1)
2 ≤ 2‖∆‖ → 0.

よって、V
(2)
∆ → 1 in L2であるから、部分列 {∆k}をとり V

(2)
∆k

→ 1 a.s. とできる。
一方、δ∆(ω) = maxi |Bti(ω) − Bti−1

(ω)|とおくと、Bt(ω)は [0, 1]上で一様連続だか
ら、lim‖∆‖→0 δ∆(ω) = 0. よって、全変動 V (ω) = sup∆ V∆(ω), V∆(ω) =

∑N
i=1 |Bti(ω) −

Bti−1
(ω)|について、上記の {∆k}に沿って考えると、

V (ω) ≥ V∆k
(ω) ≥ V

(2)
∆k

(ω)

δ∆k
(ω)

→∞ a.s.

を得る。 ¤

Brown運動のpathの性質として以下のことが知られている。証明はそれぞれ [KS] p.109–,

p.112–, p.114– を参照せよ。
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命題 1.9 (1) a.s.ωに対し、Bt(ω)は tについて、いたるところ微分不可能である。
(2) 重複対数の法則:

lim sup
t↓0

Bt√
2t log log 1/t

= 1 a.s. lim inf
t↓0

Bt√
2t log log 1/t

= −1 a.s.

lim sup
t→∞

Bt√
2t log log t

= 1 a.s. lim inf
t→∞

Bt√
2t log log t

= −1 a.s.

(3) Hölder連続性:

lim sup
δ↓0

1√
2δ log 1/δ

max
0≤s<t≤1:t−s≤δ

|Bt −Bs| = 1 a.s.

1.4 Markov性

B = (Bt)t≥0を d次元Brown運動として、x ∈ Rdから出発するBrown運動を (x+Bt)t≥0

で定義する。その (W d,B(W d))上に定める分布を Pxとする。Pxに関する平均値をEx[ · ]
と書く。確率空間 (W d,B(W d), Px)上の確率過程Bt(w), w ∈ W dは標準座標関数、つまり
Bt(w) = wtで与えられているとする。

問 1.4 (1) Y = Y (w)がW d上の有界連続関数のとき、Rd 3 x 7→ Ex[Y ] ∈ Rは連続であ
ることを示せ。 (難しければ、Y (w) =

∏n
k=1 fk(wtk), 0 ≤ t1 < · · · < tnで fk ∈ Cb(Rd)の

ときに示せ。)

(2) Y = Y (w): W d上の有界 B(W d)-可測関数に対し、Rd 3 x 7→ Ex[Y ] ∈ Rは B(Rd)-可
測であることを示せ。

B(W d)の部分加法族

F0
t := σ(Bs; s ≤ t), Ft := F0

t ∨N , F∗
t := ∩s>tFs

を導入する。ただし、ここではN := {N ∈ B(W d) ; Px(N) = 0}とする。(Ftや F∗
t は

xに依存することに注意する。) 更にW d 上のシフト作用素 θs : W d → W d, s ≥ 0を
(θsw)t := wt+sによって定義する。Bt ◦ θs = Bt+sに注意する。

定理 1.10 (Ft に関するMarkov性) ∀x ∈ Rd, ∀s ≥ 0と ∀Y = Y (w): W d 上の有界
B(W d)-可測関数に対し

Ex[Y ◦ θs|Fs] = EBs(w)[Y ], Px-a.s. w ∈ W d (1.5)

が成立する。

(1.5)は、(左辺)時刻 sまでの運動がわかったとして s時より先の運動についての平均
値で、それが (右辺)現在いる位置から新たに出発するBrown運動の法則に関する平均値
に等しいことを意味している。

証明: (1.5)のためには有界Fs-可測関数Zを任意に選んだとして次を示せばよい:

Ex[Y ◦ θs · Z] = Ex[EBs(w)[Y ] · Z] (1.6)

ただし、問題 1.4より右辺の積分がwell-definedであることに注意する。
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第 1段: f : Rd → Rを有界Borel可測として Y = f(Bt), t ≥ 0のときに示す。このため
には f(x) = eiξ·x, ξ ∈ Rdとして示せば十分である。(このような f の 1次結合をとり、極
限操作をすればよい。) そこで Y = eiξ·Bt とすると

Ex[e
iξ·Bt◦θs · Z] = Ex[e

iξ·Bt+s · Z] = Ex[e
iξ·(Bt+s−Bs)eiξ·Bs · Z]

= Ex[e
iξ·(Bt+s−Bs)]Ex[e

iξ·Bs · Z] = e−|ξ|
2t/2Ex[e

iξ·Bs · Z]

一方、Ey[e
iξ·Bt ] = E0[e

iξ·(Bt+y)] = eiξ·ye−|ξ|
2t/2より結論を得る。

第 2段: Y =
∏n

k=1 fk(Btk), 0 ≤ t1 < · · · < tnで fk : Rd → Rが有界 Borel可測のとき
に示す。これを nに関する帰納法で示す。n = 1は第 1段で示した。n − 1まで成立する
とすると

Ex[Y ◦ θs · Z] = Ex

[ n∏

k=1

fk(Btk+s) · Z
]

= Ex

[
EBt1+s

[ n∏

k=2

fk(Btk−t1)
]
· f1(Bt1+s)Z

]

= Ex

[
EBs

[
EBt1

[ n∏

k=2

fk(Btk−t1)
]
f1(Bt1)

]
· Z

]

= Ex

[
EBs

[
f1(Bt1)

n∏

k=2

fk(Btk)
]
· Z

]
= Ex[EBs [Y ] · Z]

ここで 1行目 2つ目の等号では帰納法の仮定を f1(Bt1+s)Z が Ft1+s-可測であることに注
意して用い、2行目の等号では第 1段の結果を用い、3行目最初の等号は帰納法の仮定を
f1(Bt1)がFt1-可測であることに注意して (逆方向に)用いている。
第 3段: 一般の Y については、問題 1.1 (1) の B(W d) = BK(W d)に注意すれば、第 2

段で考えたような Y の 1次結合および極限操作により (1.6)は証明される。 ¤

定理 1.11 (F∗
t に関するMarkov性) F∗

t = Ft, ∀t ≥ 0であり、したがって、(1.6)は任
意の B(W d)-可測な有界関数 Y と任意のF∗

s -可測な有界関数Zに対して成立する。

証明: 第 1段: (1.6)をF∗
s -可測な有界関数Zと Y = f(Bt), f ∈ Cb(Rd), t ≥ 0のときに示

す。ZはFs+ε-可測, ∀ε > 0だから、定理 1.10により

Ex[f(Bt+s+ε)Z] = Ex[EBs+ε [f(Bt)]Z].

ここで ε ↓ 0とすれば f の有界連続性とBtの連続性から、Lebesgueの優収束定理より左
辺はEx[f(Bt+s)Z]に収束する。一方、

gt(y) =

∫

Rd

f(z)p(t, z − y) dz

とおくと gtは有界連続でEx[EBs+ε [f(Bt)]Z] = Ex[gt(Bs+ε)Z]より、同様にLebesgueの優
収束定理より右辺はEx[gt(Bs)Z] = Ex[EBs [f(Bt)]Z]に収束するので結論を得る。
第 2段: 第 1段の主張は、極限操作をすることで任意の有界 Borel関数 f : Rd → Rに
対して証明できる。これより定理 1.10の証明の第 2段と同様に、F∗

s -可測な有界関数Zと
Y =

∏n
k=1 fk(Btk), 0 ≤ t1 < · · · < tnで fkが有界Borel可測に対しても (1.6)は示される。
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第 3段: Y を第 2段のそれとし、ti ≤ s < ti+1とする。このとき、第 2段の結果から任
意のF∗

s -可測な有界関数Zに対し

Ex[Y Z] = Ex[Y1 ◦ θsY2 · Z] = Ex[EBs [Y1]Y2 · Z],

ただし、Y1 =
∏n

k=i+1 fk(Btk−s), Y2 =
∏i

k=1 fk(Btk)である。ここで、EBs [Y1]Y2は Fs-可
測である。即ち、上の形の Y に対してFs-可測な Ỹ が存在して

Ex[Y · 1A] = Ex[Ỹ · 1A], ∀A ∈ F∗
s (1.7)

となる。極限操作により、これは∀Y : B(W d)-可測な有界関数に対していえる (cf . 問 1.5)。
特に、Y = 1G, G ∈ F∗

s ととれば、E[(1G−1̃G)1A] = 0, ∀A ∈ F∗
s である。ところが、1G−1̃G

はF∗
s であるから、1G − 1̃G = 0, Px-a.s.である。ここで、N ⊂ Fsであることに注意する

と 1GはFs-可測であることがわかる。従って、G ∈ Fs、i.e., F∗
s ⊂ Fsとなり、“⊃”は自

明だから証明は完了した。 ¤

問 1.5 ∀Y : B(W d)-可測な有界関数に対して、Fs-可測な Ỹ が存在して (1.7)とできるこ
とを示せ。

証明の概略: 第 2段の形の関数の有限和からなる関数列 {Yn}を Y に L1(Px)-収束するよ
うに選べることに注意する。このとき、

∣∣∣E[(Ỹm − Ỹn) · 1A]
∣∣∣ ≤ E[|Ym − Yn|]を示し、特に

A = {Ỹm− Ỹn > 0}, {Ỹm− Ỹn < 0}ととることで、{Ỹn}がL1(Px)でのChauchy列となる
ことが証明できる。その極限を Ỹ とするとき、これは {Ỹn}の適当な部分列に対する a.s.

収束での極限でもあるので、N ⊂ Fsを考慮して Ỹ がFs-可測であることが従う。 ¤

系 1.12 (Blumenthalの 0-1法則) A ∈ F0(= F∗
0 )ならば、Px(A) = 0または 1である。

証明: A ∈ F0ならば

Px(A) = Ex[1A] = Ex[1A ◦ θ01A] = Ex[EB0 [1A]1A] = E[Px(A)1A] = P (A)2.

故に、Px(A) = 0または 1である。 ¤

例 1.2 原点から出発するBrown運動に対し σ(0,∞) := inf{ t > 0 ; Bt ∈ (0,∞) } (Brown運
動が初めて正になる時刻)とすると、P (σ(0,∞) = 0) = 1となる。
実際、A := {σ(0,∞) = 0} ∈ F0より系1.12よりP (σ(0,∞) = 0) = 0 or 1. ところが、∀t > 0

に対して P (σ(0,∞) ≥ t) ≥ P (Bt ≤ 0) = 1/2だから、t ↓ 0として P (σ(0,∞) = 0) ≥ 1/2と
なるからである。(これは、Brown運動は非常に揺れ動いているので即座に正の部分に行
き、同時に対称性から負の部分に即時に達していることを意味している。)
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1.5 Brown運動の構成の別証明

この節ではランダムな係数をもつ Fourier級数を用いた定理 1.2の証明を与える。
このために独立でそれぞれ標準正規分布に従う確率変数列 {ξk

n}とL2[0, 1]の完全正規直
交系である次の {ψk

n}を準備する:

ψ1
0(t) ≡ 1

ψk
n(t) = 2(n−1)/2

{
1[ k−1

2n , k
2n )(t)− 1[ k

2n , k+1
2n )(t)

}
, k ∈ I(n), n ∈ N

ただし、I(0) = {1}, I(n) = {1, 3, . . . , 2n − 1} (n ∈ N)とする。このとき、

B
(N)
t (ω) =

N∑
n=0

∑

k∈I(n)

ξk
n(ω)

∫ t

0

ψk
n(s) ds (1.8)

とおく。(実際は L2[0, 1]の完全正規直交系であればよい (伊藤-西尾の結果)。)

補題 1.13 {ψk
n; k ∈ I(n), n = 0, 1, . . . }は L2[0, 1]の完全正規直交系である。

証明: g ∈ L2[0, 1]として、∀k ∈ I(n), n = 0, 1, . . . に対して
∫ 1

0
g(t)ψk

n(t) dt = 0を満たす
とき、g = 0 a.e.を示せばよい。更にこのためには、∀n ∈ Nに対して

∫ (k+1)/2n

k/2n

g(t) dt = 0, k = 0, 1, . . . , 2n − 1 (1.9)

を示せばよい。これは { k/2n ; k = 0, 1, . . . , 2n, n ∈ N }が [0, 1]で稠密であることによる。
n = 0のときは

∫ 1

0
g(t) dt =

∫ 1

0
g(t)ψ1

0(t) dt = 0となり成立する。n− 1のとき成立する。n

のとき、kが偶数であれば k′ = k/2と書くとき

1[ k
2n , k+1

2n )(t) =
1

2

(
1

[ k′
2n−1 , k′

2n−1 )
(t) + 2−(n−1)/2ψk+1

n (t)
)

であるから
∫ (k+1)/2n

k/2n

g(t) dt =
1

2

(∫ (k′+1)/2n−1

k′/2n−1

g(t) dt− 2−(n−1)/2

∫ 1

0

g(t)ψk
n(t) dt

)
= 0.

一方、
∫ (k+2)/2n

(k+1)/2n

g(t) dt =

∫ (k′+1)/2n−1

k′/2n−1

g(t) dt−
∫ (k+1)/2n

k/2n

g(t) dt = 0. ¤

補題 1.14 a.a.ωに対して {B(N)
t (ω); 0 ≤ t ≤ 1}はN →∞のとき [0, 1]上で一様収束する。

証明: bn(ω) = maxk∈I(n) |ξk
n(ω)|とおく。x > 0に対して

P (|ξk
n| > x) =

√
2

π

∫ ∞

x

e−
u2

2 du ≤
√

2

π

∫ ∞

x

u

x
e−

u2

2 du =

√
2

π

e−
x2

2

x
より

P (bn > n) = P
( ⋃

k∈I(n)

{|ξk
n| > n}

)
≤ 2nP (|ξ1

n| > x) ≤
√

2

π

2ne−
x2

2

x
, n ≥ 1.

従って、
∑

n P (bn > n) < ∞であるからBorel-Cantelliの補題より、Ω̃ =
⋃∞

N=1

⋂∞
n=1{bn ≤

n}とおくと P (Ω̃) = 1で、ω ∈ Ω̃ならばN(ω)が存在して n ≥ N(ω)ならば bn(ω) ≤ nで
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あるから

max
0≤t≤1

∞∑

n=N(ω)+1

∑

k∈I(n)

|ξk
n(ω)

∫ t

0

ψk
n(s) ds| ≤

∞∑

n=N(ω)+1

n2
n−1

2
1

2n
< ∞.

よって、(1.8)で定義した {B(N)
t (ω); 0 ≤ t ≤ 1}は [0, 1]上で一様収束する。 ¤

定理 1.2の別証明: 第 1段: 補題 1.14より Bt = limN→∞ B
(N)
t が存在するとしてよい。

この (Bt)t∈[0,1]が Brown運動であることを示す。t 7→ Bt(ω)の連続性は補題 1.14より明
らかであるから (cf .注意 1.3)、このためには ∀0 = t0 < t1 < . . . < tm ≤ 1に対して
{Btj −Btj−1

}m
j=1が独立でそれぞれ平均 0, 分散 tj − tj−1の正規分布に従うことを示せばよ

い。これは次と同値である: ∀λj ∈ R, j = 1, . . . , mに対して

E
[
exp

{
i

m∑
j=1

λj(Btj −Btj−1
)
}]

=
m∏

j=1

exp
{
− 1

2
λ2

j(tj − tj−1)
}

.

λm+1 = 0, Sk
n(t) =

∫ t

0
ψk

n(s) dsと書くとき、{ξk
n}は独立でN(0, 1)に従うから

E
[
exp

{
i

m∑
j=1

λj(B
(N)
tj −B

(N)
tj−1

)
}]

= E
[
exp

{
i

m∑
j=1

(λj+1 − λj)B
(N)
tj

}]

= E
[
exp

{
− i

N∑
n=0

∑

k∈I(n)

ξk
n

m∑
j=1

(λj+1 − λj)S
k
n(tj)

}]

=
N∏

n=0

∏

k∈I(n)

E
[
exp

{
− iξk

n

m∑
j=1

(λj+1 − λj)S
k
n(tj)

}]

=
N∏

n=0

∏

k∈I(n)

exp
[
− 1

2

{ m∑
j=1

(λj+1 − λj)S
k
n(tj)

}2]

= exp
[
− 1

2

m∑
j=1

m∑

j′=1

(λj+1 − λj)(λj′+1 − λj′)
N∑

n=0

∑

k∈I(n)

Sk
n(tj)S

k
n(tj′)

]
.

補題 1.13と Parsevalの等式から
∑∞

n=0

∑
k∈I(n) Sk

n(tj)S
k
n(tj′) =

∫ 1

0
1[0,tj)1[0,tj′ ) dt = tj ∧ tj′

であるので、N →∞として (右辺は Lebesgueの有界収束定理を用いている)

E
[
exp

{
i

m∑
j=1

λj(Btj −Btj−1
)
}]

= exp
[
− 1

2

m∑
j=1

m∑

j′=1

(λj+1 − λj)(λj′+1 − λj′)tj ∧ tj′
]

= exp
{
−

m∑
j=1

m∑

j′=j+1

(λj+1 − λj)(λj′+1 − λj′)tj − 1

2

m∑
j=1

(λj+1 − λj)
2tj

}

= exp
{
−

m∑
j=1

(λj+1 − λj)(−λj+1)tj − 1

2

m∑
j=1

(λj+1 − λj)
2tj

}

= exp
{1

2

m−1∑
j=1

(λ2
j+1 − λ2

j)tj −
1

2
λ2

mtm

}
=

m∏
j=1

exp
{
− 1

2
λ2

j(tj − tj−1)
}

.

第 2段: p.8の第 2段と全く同様だから略す。 ¤
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2 Martingales

2.1 条件付平均値と条件付確率

まず、条件付平均値と条件付確率の定義と簡単な性質を復習しておく。定義 2.1と命題
2.1について詳しくは [F1]を参照せよ。
確率空間 (Ω,F , P )上で定義された可積分な確率変数X と、F の部分 σ-加法族 Gが与

えられたとする。

Q(B) := E[X, B] ≡
∫

B

X(ω)P (dω), B ∈ G

とおくと、Qは (Ω,G)上の符号付測度となる。このときQはP に関して絶対連続だから、
Radon-Nikodymの定理 (前期の定理 1.6, 系 1.7)より G-可測な確率変数 Y が存在して

Q(B) =

∫

B

Y (ω)P (dω), B ∈ G

と書ける。

定義 2.1 (1) 上記の Y をE[X|G]と書き、Gの下でのXの条件付平均値または条件付期
待値とよぶ。
(2) A ∈ F に対し P (A|G) := E[1A|G]とおいて、これをAの条件付確率とよぶ。

条件付期待値E[X|G]や条件付確率 P (A|G)は確率変数であることに注意する。

命題 2.1 X, Y, Xn, n ∈ Nは可積分な確率変数とする。
(1) ∀a, b ∈ Rに対し、E[aX + bY |G] = aE[X|G] + bE[Y |G] a.s. である。

(2) X ≥ 0 a.s. ならば E[X|G] ≥ 0 a.s. である。

(3) Xが G-可測で、積XY が可積分ならば E[XY |G] = XE[Y |G] a.s.

特に、E[X|G] = X a.s. である。

(4) H,GをF の部分 σ-加法族でH ⊂ Gとすれば E[E[X|G]|H] = E[X|H] a.s.

特に、E[E[X|G]] = E[X]である。

(5) (Jensenの不等式) ψがR上の下に凸な関数で、ψ(X)が可積分ならば
ψ(E[X|G]) ≤ E[ψ(X)|G] a.s.

(6) Xn → X in L1ならば E[Xn|G] → E[X|G] in L1である。

(7) Xと Gが独立ならばE[X|G] = E[X] a.s.である。

次に正則条件付確率について述べる。
条件付確率は、互いに素な A1, A2 ∈ F に対して P (A1 ∪ A2|G) = P (A1|G) + P (A2|G)

a.s.を満たすが、この除外集合はA1, A2に依存し、一般には完全加法制をもたない。しか
し、標本空間が “良い空間”の場合条件付確率として以下のような都合の良い性質をもつ
ものが取れることが知られている。

定義 2.2 次の条件を満たす系 p = { p(ω, A) ; ω ∈ Ω, A ∈ F }が存在するとき、pを Gの
下での P の正則条件付確率という。

(1) ∀ω ∈ Ωを固定すると p(ω, · )は (Ω,F)上の確率測度である。
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(2) ∀A ∈ F を固定すると p( · , A)は G-可測関数である。

(3) P (A ∩B) =

∫

B

p(ω, A) P (dω), ∀A ∈ F , ∀B ∈ G.

(Ω,F)が標準可測空間7、例えばΩがポーランド空間でF = B(Ω)のときは、正則条件
付確率が存在することが知られている。ここでは、その結果のみ紹介する。証明は [IW]

p.13–, または [SV] p.12– を見よ。ただし、[SV]ではポーランド空間の場合のみに限り証
明を与えており、また、正則条件付確率を “conditional probability distribution”と呼び
定理の後者を満たす場合を “regular”と読んでいる。

定理 2.2 (Ω,F)は標準可測空間で P は (Ω,F)上の確率測度であるとする。Gが F の部
分 σ-加法族であるとき、Gの下での P の正則条件付確率 p = { p(ω, A) ; ω ∈ Ω, A ∈ F }
が唯一つ存在する。特に、Hが Gの部分 σ-加法族で可算生成であれば、G-可測な零集合
N が存在して、ω /∈ N ならば p(ω, A) = 1A(ω), ∀A ∈ Hとなるようにできる。

2.2 Stopping time

(Ft)t≥0を確率空間 (Ω,F , P )上で定義された filtrationとし、次の仮定をおく。

仮定 F (Ft)t≥0は右連続で零集合を含む。

定義 2.3 σ : Ω → [0,∞]が (Ft)t≥0に関する stopping time (あるいはMarkov時刻)であ
るとは

{σ ≤ t} ≡ {ω ; σ(ω) ≤ t } ∈ Ft, ∀t ≥ 0

が成立するときにいう。

命題 2.3 次の (i)–(iv)は互いに同値である。

(i) σは stopping time.

(ii) {σ < t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0.

(iii) {σ > t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0.

(iv) {σ ≥ t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0.

証明: (i)と (iii), (ii)と (iv)の同値性は明らか。(i)⇒ (ii)は

{σ < t} = ∪∞n=1{σ ≤ t− 1/n} ∈ Ft

による。(ii)⇒ (i)は

{σ ≤ t} = ∩∞n=N{σ < t + 1/n} ∈ Ft+1/N

が任意の ∀N ∈ Nで成立するので、(Ft)の右連続性から従う。 ¤

7可測空間 (Ω,F)が、{1, . . . , n},N, [0, 1]のどれかと Borel同型のとき、即ち、Ωからこれらのどれかの
集合 (σ-加法族は Borel集合族を考える)への全単射 ϕで、ϕ,ϕ−1がともに可測であるものが存在するとき、
標準可測空間という。
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命題 2.4 σ, τ, σn, n ∈ Nを stopping timeとする。

(i) σ + τ , σ ∨ τ , σ ∧ τ はいずれも stopping time.

(ii) σn ≤ σn+1, ∀n ∈ Nまたは σn ≥ σn+1, ∀n ∈ Nのとき limn→∞ σnは stopping time.

証明: それぞれ次に注意すればよい。ただし、Qt = (Q ∩ [0, t]) ∪ {t}とした。
(i) {σ + τ ≤ t} = ∩∞n=N ∪r∈Qt [{σ ≤ r} ∩ {τ ≤ t− r + 1/n}], ∀N ∈ N.

{σ ∨ τ ≤ t} = {σ ≤ t} ∩ {τ ≤ t}, {σ ∧ τ ≤ t} = {σ ≤ t} ∪ {τ ≤ t}.
(ii) {σn}が単調増加のとき { lim

n→∞
σn ≤ t} = ∩∞n=1{σn ≤ t},

{σn}が単調減少のとき { lim
n→∞

σn < t} = ∪∞n=1{σn < t}. ¤

例 2.1 (Xt)を (Ω,F , P )上で定義された (Ft)-適合な d次元連続確率過程として、X の
E ⊂ Rdへの到達時間 (first hitting time)を

σE(ω) = inf{ t > 0 ; Xt(ω) ∈ E } (2.1)

で定義する。Eが開集合または閉集合ならば σE は stopping timeである。一般に確率空
間 (Ω,F , P )が完備ならば ∀E ∈ B(Rd)に対し σEは stopping timeであることが知られて
いる8。

証明: ここではEが開集合か閉集合のときのみを示す。Eが開集合のときは

{σE < t} = ∪r∈Q∩(0,t){Xr ∈ E} ∈ Ft

より分かる。Eが閉集合のとき、En = {x ∈ Rd ; d(x,E) < 1
n
}とおくと、各 Enは開集

合であるから σEn は stopping time. 一方、En ↓ Eであるから、σEn(ω) ↓ σE(ω), ∀ω ∈ Ω

となり、命題 2.4 (ii)と合わせ σEは stopping timeを得る。 ¤

定義 2.4 stopping time σに対して

Fσ = {A ∈ F ; ∀t ≥ 0に対しA ∩ {σ ≤ t} ∈ Ft } (2.2)

とおく。

問 2.1 σが stopping timeのとき (2.2)で定義した Fσが σ-加法族をなすことを示せ。ま
た、σ ≡ t (定数)のとき、(2.2)で定義したFσとFtが一致することを示せ。

命題 2.5 σ, τ, σn, n ∈ Nを stopping timeとする。

(i) σはFσ-可測である。

(ii) σ ≤ τ ならば、Fσ ⊂ Fτ .

(iii) (右連続性の一般化) ∀ω ∈ Ωに対し σn(ω) ↓ σ(ω)ならば、∩∞n=1Fσn = Fσ.

証明: (i): {σ ≤ s} ∈ Fσ, ∀s ≥ 0を示せば良い。このためには {σ ≤ s} ∩ {σ ≤ t} ∈ Ft,

∀t ≥ 0を示せば良いが、{σ ≤ s} ∩ {σ ≤ t} = {σ ≤ t ∧ s} ∈ Ft∧s ⊂ Ftだから示された。
(ii): A ∈ Fσ とする。このとき、A ∩ {σ ≤ t} ∈ Ft, {σ ≤ t} ⊃ {τ ≤ t}より、A ∩ {τ ≤
t} = [A ∩ {σ ≤ t}] ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0となるからA ∈ Fτ を得る。

8証明は次の本の p.51を見よ。C.Dellacherie: Capacités et Processus Stochatiques. Springer, 1972.
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(iii): (ii)より “⊂”は従う。逆にA ∈ ∩∞n=1Fσn とすると、A ∩ {σ < t} = ∪∞n=1A ∩ {σn <

t} ∈ Ft, ∀t ≥ 0となるからA ∈ Fσを得る (cf . 命題 2.3の証明 (ii)⇒ (i))。 ¤

2.3 Martingales

確率空間 (Ω,F , P )と、仮定 Fを満たす filtration (Ft)t≥0が与えられているとする。

定義 2.5 右連続な (実数値)確率過程 X = (Xt)t≥0 が (Ft)t≥0 についてマルチンゲール
(martingale)とは

(i) ∀t ≥ 0に対しE[|Xt|] < ∞.

(ii) X = (Xt)t≥0は (Ft)-adapted.

(iii) ∀0 ≤ s ≤ tに対しE[Xt|Fs] = Xs a.s.

の 3条件を満たすときにいう。条件 (iii)でE[Xt|Fs] ≥ Xs a.s.が成立するときXを劣マ
ルチンゲール (submartingale), E[Xt|Fs] ≤ Xs a.s.のときXを優マルチンゲール (super-

martingale)という。

問 2.2 1次元 Brown運動 B = (Bt)に対し FB
t = σ{Bs ; 0 ≤ s ≤ t } ∨ N とおく。定理

1.11で見たように (FB
t )は仮定Fを満たす。このとき、命題 1.6 (3)で見たように次の (1)

が成り立つ。次の (2), (3)が成立することを示せ。
(1) (Bt)は (FB

t )に関してマルチンゲール。
(2) Xt = B2

t − tとおくと、(Xt)は (FB
t )に関してマルチンゲール。

(3) σ ∈ Rに対し Yt = eσBt−σ2

2
tとおくと、(Yt)は (FB

t )に関してマルチンゲール。

問 2.3 p ≥ 1とする。X = (Xt)がマルチゲールまたは非負劣マルチンゲールで p乗可積
分であるとき、(|Xt|p)は劣マルチンゲールであることを示せ。

定理 2.6 (Doobの不等式) X = (Xt)は劣マルチンゲールとし、λ > 0, p > 1とする。こ
のとき、

(i) P
(

sup
0≤s≤t

Xs ≥ λ
)
≤ 1

λ
E

[
Xt, sup

0≤s≤t
Xs ≥ λ

]
.

(ii) 特に ∀t ≥ 0に対してXt(ω) ≥ 0 a.s.ならば

P
(

sup
0≤s≤t

Xs ≥ λ
)
≤ 1

λ
E

[
Xt

]

(iii) X がE[|Xt|p] < ∞, t ≥ 0を満たすマルチンゲール、または非負劣マルチンゲール
ならば、

E
[

sup
0≤s≤t

|Xs|p
]
≤ p

p− 1
E[|Xt|p]

証明: tk = kt/nとすると (Xtk)kは離散劣マルチンゲールとなる。よって、[F1, p.168] 定
理 6.17により

P
(

sup
1≤k≤n

Xtk ≥ λ
)
≤ 1

λ
E

[
Xt, sup

1≤k≤n
Xtk ≥ λ

]

を得る。(Xt)は右連続であるから、n → ∞として (i)を得る。(ii)は (i)から、ただちに
従う。(iii)を示すために Y = sup0≤s≤t |Xs|とおく。このとき、
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E[Y p] = p

∫ ∞

0

λp−1P (Y ≥ λ) dλ ≤ p

∫ ∞

0

λp−1 1

λ
E[|Xt|, Y ≥ λ] dλ ((i)を用いた)

= p

∫ ∞

0

λp−2 dλ

∫

Ω

|Xt|1{Y≥λ} dP (Fubiniの定理を用いた)

=
p

p− 1
E[Y p−1|Xt|] ≤ p

p− 1
E[Y ](p−1)/pE[|Xt|p]1/p (Hölderの不等式)

最後に両辺をE[Y ](p−1)/pで割り、p乗すれば (iii)の式は得られる。 ¤

定理 2.7 (Doobの任意抽出定理 (optional sampling theorem)) σ, τを有界な stopping time

で σ ≤ τ とする。このときX = (Xt)が劣マルチンゲールならば

E[Xτ |Fσ] ≥ Xσ a.s. (2.3)

となる。特に、X = (Xt)がマルチンゲールならば (2.3)で等号が成立する。ただしXτ は
Xτ (ω) = Xτ(ω)(ω)により定義される確率変数を表す。Xσも同様である。

証明: σn(ω) = [nσ(ω)]+1
n

, τn(ω) = [nτ(ω)]+1
n

とおくと、σ, τ は有界だから σn, τnは有限個の値
しか取らないので離散劣マルチンゲールの任意抽出定理 [F1, p.165] 定理 6.14 により

E[Xτn|Fσn ] ≥ Xσn a.s.

となる。故にFσ ⊂ Fσn であるから、∀A ∈ Fσに対し

E[Xτn , A] ≥ E[Xσn , A]

を得る。σn(ω) ↓ σ(ω), τn(ω) ↓ τ(ω)と (Xt)の右連続性により、もし {Xτn}n, {Xσn}nがと
もに一様可積分であれば [F1, p.69] 定理 2.57により

lim
n→∞

E[Xτn , A] = E[Xτ , A], lim
n→∞

E[Xσn , A] = E[Xσ, A]

となり結論が得られる。X は劣マルチゲールだから E[Xτn ] ≥ E[Xτn+1 ], n ∈ Nとなり、
infn E[Xτn ] ≥ E[X0] > −∞とできる。これより ∀ε > 0に対して N ∈ Nを E[XτN

] <

infn E[Xτn ] + εととれる。よって、λ > 0に対して n ≥ N ならば

E[|Xτn|, |Xτn| > λ] = E[Xτn , Xτn > λ] + E[Xτn , Xτn ≥ −λ]− E[Xτn ]

≤ E[XτN
, Xτn > λ] + E[XτN

, Xτn ≥ −λ]− E[XτN
] + ε ≤ E[|XτN

|, |Xτn | > λ] + ε,

P (|Xτn | > λ) ≤ 1

λ
E[|Xτn|] =

1

λ
(2E[Xτn ∨ 0]− E[Xτn ]) ≤ 1

λ
(2E[X0 ∨ 0]− inf

n
E[Xτn ])

となり、supn≥N P (|Xτn| > λ) → 0 (λ → ∞)であるから、{Xτn}nは一様可積分となる。
{Xσn}nについても同様に示される。 ¤

注意 2.1 定理 2.7で σ, τ が有界という仮定は本質的である。例えば、原点から出発する 1

次元連続確率過程 (Xt)に対し、σ := 0, τ := σ{1} (点 1への到達時刻)ととる。このとき、
τ < ∞ a.s.ならば (実際にBrown運動ではそうなる cf . 例 2.2) Xσ = 0, Xτ = 1 a.s.だか
ら、定理 2.7の結論は成立しない。
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マルチンゲール性の応用として、Rの内部から出発するとき a, bのどちらの端から脱出
するのかその確率を求めよう。

命題 2.8 連続マルチンゲールM = (Mt)がM0 = x ∈ (a, b)で τ := σ[a,b]c < ∞ a.s.を満
たすならば

P (Mτ = a) =
b− x

b− a
, P (Mτ = b) =

x− a

b− a
. (2.4)

証明: Mはマルチンゲールだから任意抽出定理によりx = E[Mτ∧t], t > 0である。|Mτ∧t| ≤
|a| ∨ |b|である Lebesgueの収束定理により t →∞のとき τ < ∞ a.s.だから

x = E[Mτ ] = aP (Mτ = a) + bP (Mτ = b)

を得る。一方 τ < ∞ a.s.より P (Mτ = a) + P (Mτ = b) = 1. これを連立させて解いて
(2.4)を得る。 ¤

例 2.2 x ∈ (a, b)から出発する 1次元Brown運動B = (Bt)について τ := σ[a,b]c < ∞ a.s.

となる。更に c ∈ Rに対して σ{c} < ∞ a.s.となる。

証明: 問 2.2 (ii)よりB2
t − tはマルチンゲールだから、任意抽出定理より

E[τ ∧ t] = E[B2
τ∧t] ≤ (|a| ∨ |b|)2, ∀t ≥ 0

となる。t →∞としてFatouの補題よりE[τ ] ≤ (|a|∨ |b|)2となり、τ < ∞ a.s.が従う。特
に (2.4)が成立することがわかるが、ここで b →∞とすれば P (Bσ{a} = a) = 1, a → −∞
とすれば P (Bσ{b}=b) = 1を得るので、∀c ∈ Rに対して σ{c} < ∞ a.s.も従う。 ¤

2.4 Brown運動の強Markov性

ここでは d次元Brown運動を考える。このため、§1.4のように、x ∈ Rdから出発する
Brown運動の (W d,B(W d))上に定める分布をPxとし、確率過程 (標準座標関数) Bt(w) =

wt, w ∈ W d, t ≥ 0と filtration (Ft)が与えられているとする。ただし、ここでは (Ft)は
右連続でN = {N ∈ B(W d); Px(N) = 0,∀x ∈ Rd}を含むとする。

(Ft)に関する stopping time σに対し、時間をσだけずらすシフト作用素 θσ : W d∩{σ <

∞} → W dを (θσw)t := wt+σ(w), t ≥ 0によって定義する。このとき、定理 1.10, 1.11はラ
ンダムな時間の場合に拡張される。

定理 2.9 (強Markov性) ∀x ∈ Rdと ∀Y = Y (w): W d上の有界B(W d)-可測関数に対し

Ex[Y ◦ θσ|Fσ] = EBσ [Y ], Px-a.s. w ∈ {σ < ∞}. (2.5)

証明: 定理 1.10, 1.11の証明と同様に ∀f ∈ Cb(Rd)とし Y = f(Bt)に対し (2.5)を、即ち、

Ex[f(Bt+σ), A ∩ {σ < ∞}] = Ex[EBσ [f(Bt)], A ∩ {σ < ∞}], A ∈ Fσ

を証明すればよい。(実はN の取り方が定理 1.10とは異なるため少し工夫が必要である。)

定理 2.7と同様に、σを離散化し σn = ([nσ]+ 1)/nを考える。σnも stopping timeだから、
∀A ∈ Fσをとれば
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　 Ex[f(Bt+σn), A ∩ {σ < ∞}] =
∞∑

k=1

Ex[f(Bt+σn), A ∩ {σn = k/n}] (2.6)

=
∞∑

k=1

Ex[EBσn
[f(Bt)], A ∩ {σn = k/n}] = Ex[EBσn

[f(Bt)], A ∩ {σ < ∞}]. (2.7)

ここで第 2の等号はA ∈ Fσ ⊂ FσnであるからA ∩ {σn = k/n} ∈ Fk/nに注意してBrown

運動のMarkov性を用いた。
{σ < ∞}上では σn ↓ σであることに注意する。f, Btの連続性から Lebesgueの収束定
理より (2.6)の左辺はEx[f(Bt+σ), A ∩ {σ < ∞}]に収束する。一方、(1.1)により

EBσn
[f(Bt)] =

∫

Rd

f(x)p(t, x−Bσn) dx →
∫

Rd

f(x)p(t, x−Bσ) dx = EBσ [f(Bt)]

を得る。よって、(2.7)の右辺はEx[EBσ [f(Bt)], A∩ {σ < ∞}]に収束するので証明は完了
した。 ¤

例 2.3 (反射原理) 原点から出発する 1次元Brown運動Btについて、mt := sup0≤s≤t Bs

とおけば ∀a ≥ 0, x ≥ 0, t > 0の対し

P (Bt < a− x,mt ≥ a) = P (Bt > a + x).

証明: 点 aへの到達時間 σ := σ{a}は stopping timeだから、強Markov性より

P (Bt > a + x) = P (σ ≤ t, Bt > a + x)

= E[PBσ(Bt−σ > a + x), σ ≤ t] = E[PBσ(Bt−σ < a− x), σ ≤ t]

= P (σ ≤ t, Bt < a− x) = P (Bt < a− x,mt ≥ a).

2行目の等号は {σ ≤ t}上でBσ = aなることと対称性: Pa(Bt−σ > a + x) = Pa(Bt−σ <

a− x)を用いた。 ¤

例 2.4 原点から出発する 1次元Brown運動Btについて

P ( sup
0≤s≤t

Bs ≥ a) = 2P (Bt ≥ a), ∀a ≥ 0, t > 0.

証明: P (mt ≥ a) = P (Bt < a ≤ mt) + P (Bt ≥ a)であるが、例 2.3を x = 0として用いる
と右辺第 1項は P (Bt > a)に等しいので P (Bt = a) = 0だから結論を得る。 ¤

問 2.4 原点から出発する 1次元 Brown運動Btについて、点 a 6= 0への到達時間 σ{a} :=

inf{ t > 0 ; Bt = a }の確率密度関数が 1√
2πt3

e−
a2

2t , t > 0となることを示せ。

2.5 2次変分

以下、確率空間 (Ω,F , P )と仮定Fを満たす filtration (Ft)t≥0が与えられているとする。

定義 2.6 劣マルチンゲールX = (Xt)がクラス (DL)に属するとは、任意の a > 0に対し
て {Xσ∧a ; σは stopping time }が一様可積分になるときをいう。

21



定理 2.10 (Doob-Meyer分解) 劣マルチンゲールがクラス (DL)に属するならば、マル
チンゲール (Mt)とA0 = 0となる (Ft)-適合な右連続増加過程 (At)が存在し、Xt = Mt+At,

t ≥ 0とできる。ここで、(At)は自然増加過程にとれる。さらに、(At)を自然増加過程と
とるときこのような分解は一意である。

ここで、(At)が増加とは t ≤ sならばAt ≤ As a.s.なるときをいい、自然増加過程である
とは、任意の有界マルチンゲール (Mt)に対してE[

∫
(0,t]

MsdAs] = E[
∫
(0,t]

Ms−dAs]なると
きにいう。

ここでは、連続なマルチンゲール (Mt)に対してXt = M2
t から定まる (Xt)に限りDoob-

Meyer分解の証明を与える9。もし、Mtが 2乗可積分ならば問 2.3より (Xt)は劣マルチン
ゲールであり、任意の stopping time σに対して

E[|Xσ∧a|, |Xσ∧a| ≥ λ] ≤ E[|Xa|, |Xσ∧a| ≥ λ] ≤ E
[
|Xa|, sup

0≤t≤a
|Xt| ≥ λ

]
.

一方、Doobの不等式 (ii)より P (sup0≤t≤a |Xt| ≥ λ) ≤ 1
λ
E[|Xa|] → 0となり、上式の右辺

→ 0がわかり、(Xt)がクラス (DL)に属することが証明される。またこの場合、増加過程
Atは連続となるので “自然”である。

まず記号を導入する: 確率過程 (At)がA0 = 0 a.s., (Ft)-adaptedで連続かつAt1 ≤ At2 <

∞ a.s., t1 < t2なるものを連続増加過程といい、連続増加過程全体をA+,cで表す。また、

Ac := {A1 − A2 ; A1, A2 ∈ A+ }
Mp

c := {M = (Mt) ; M は連続マルチンゲールでE[|Mt|p] < ∞, ∀t ≥ 0 } p ≥ 1,

とおく。A ∈ Acであれば、a.a. ω ∈ ΩでAt(ω)が有界変動であることに注意する。

以下、連続な局所マルチンゲール (定義 2.7) M に対して、M2 − 〈M〉が再び局所マル
チンゲールになる連続増加過程 〈M〉 ∈ A+,cが一意的に存在することを示す。この 〈M〉を
M の 2次変分 (quadratic variation)とよぶ。

補題 2.11 M = (Mt)が、M ∈M2
c ∩ AcであればMt = M0, ∀t a.s.である。

証明: M0 = 0としてよい。分割 ∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = tをとり、‖∆‖ =

max1≤i≤n{ti − ti−1}とする。このとき、

E[M2
t ] =

n∑
i=1

E[M2
ti
−M2

ti−1
] =

n∑
i=1

E[(Mti −Mti−1
)2]

≤ E
[
max

i
|Mti −Mti−1

|
n∑

i=1

|Mti −Mti−1
|
]

である。Mt = A1
t − A2

t ∈ Ac, A1, A2 ∈ A+,cとし、

σk := inf{ t > 0 ; A1
t + A2

t > k } (inf ∅ = ∞とする)

9ここでは [N] 長井英生: 確率微分方程式 共立出版 にある証明を紹介する。一般の場合は [KS] p.21–30
を参照せよ。
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と定める。このとき例 2.1よりσkは stopping timeであるから定理 2.7によりMk
t := Mt∧τk

は連続マルチンゲールとなる。よって、
∑n

i=1 |Mk
ti
−Mk

ti−1
| ≤ ∑n

i=1(|A1
ti∧τk

− A1
ti−1∧τk

|+
|A2

ti∧τk
− A2

ti−1∧τk
|) ≤ kであることと、各 ω ∈ Ωに対しMk

s (ω)が [0, t]上で一様連続であ
ることから

E[(Mk
t )2] ≤ kE[max

i
|Mk

ti
−Mk

ti−1
|] → 0 as ‖∆‖ → 0.

これよりMk
t = 0 a.s. ∀kとなり、τk →∞ (k →∞)だからMt = 0 a.s.を得る。 ¤

分割∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 < · · · に対して、 tn < t ≤ tn+1のとき、

Qt(M ; ∆) :=
n∑

i=1

(Mti −Mti−1
)2 + (Mt −Mtn)2, Q0(M ; ∆) = 0

とおく。例えば Brown運動の場合、命題 1.8と同様にQt(B; ∆) → t in L2がわかる。一
方、問 2.2 (2)で見たようにB2

t − tはマルチンゲールになっている。次の定理はその一般
化である。

定理 2.12 M ∈M4
cとする。このとき、〈M〉 = (〈M〉t) ∈ A+,cが存在して、‖∆‖ → 0の

ときQt(M ; ∆) → 〈M〉t in L2, ∀tであり、かつM2 − 〈M〉はマルチンゲールとなる。ま
た、M2 − AがマルチンゲールとなるようなA ∈ A+,cは唯一つである。

補題 2.13 M ∈M4
cのときC > 0が存在し分割∆によらずE[Qt(M ; ∆)2] ≤ Cとできる。

証明: |Mt| ≤ K, ∃K > 0のときにまず示す。∆ : 0 = s0 < s1 < · · · < sl < t < · · · とす
る。sl+1 = tとしておく。

Qt(M ; ∆)2 =
{ l∑

k=0

(Msk+1
−Msk

)2
}2

=
l∑

k=0

(Msk+1
−Msk

)4 + 2
∑

j<k

(Msj+1
−Msj

)2(Msk+1
−Msk

)2

=
l∑

k=0

(Msk+1
−Msk

)4 + 2
∑

j

(Msj+1
−Msj

)2(Qt(M ; ∆)−Qsj+1
(M ; ∆))

=
l∑

k=0

(Msk+1
−Msk

)4 + 2
∑

j

(Qsj+1
(M ; ∆)−Qsj

(M ; ∆))(Qt(M ; ∆)−Qsj+1
(M ; ∆))

であるが、E[Qt(M ; ∆)−Qsj+1
(M ; ∆)|Fsj+1

] = E[(Mt −Msj+1
)2|Fsj+1

]に注意すると

E[Qt(M ; ∆)2]

= E
[ l∑

k=0

(Msk+1
−Msk

)4
]

+ 2
∑

j

E[(Qsj+1
(M ; ∆)−Qsj

(M ; ∆))(Mt −Msj+1
)2]

≤ E
[(

max
0≤j≤l

|Msj+1
−Msj

|2 + 2 max
0≤j≤l

|Mt −Msj+1
|2)Qt(M ; ∆)

]

≤ 12K2E[Qt(M ; ∆)] = 12K2E[M2
t −M2

0 ] ≤ 12K4.
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ここで最後の等式はマルチンゲール性を用いた。一方、M∗
t = sup0≤s≤t |Ms|とおくと、

maxj |Msj+1
−Msj

|2 ≤ 4(M∗
t )2だから、上式より

E[Qt(M ; ∆)2] ≤ E[12(M∗
t )2Qt(M ; ∆)] ≤ E[122(M∗

t )4]1/2E[Qt(M ; ∆)2]1/2.

よって、両辺を 2乗しE[Qt(M ; ∆)2]で割り、Doobの不等式 (iii)を用いると

E[Qt(M ; ∆)2] ≤ 122E[(M∗
t )4] ≤ 122(4/3)4E[M4

t ] < ∞

を得る。一般の場合はM
(K)
t := MτK∧t, τK = inf{ s ; |Ms| > K }とおいて、Fatouの補題

を用いればよい。 ¤

補題 2.14 Y (n) = (Y
(n)
s )s∈[0,T ]を (Ft)-adaptedな連続確率過程で

lim
n,m→∞

E
[

sup
0≤s≤T

|Y (n)
s − Y (m)

s |2
]

= 0

なるものとする。このとき、(Ft)-adaptedな連続確率過程 (Ys)が存在し、{Y (n)}nの適当
な部分列 {Y (nk)}kを取れば

P
(

lim
k→∞

sup
0≤s≤T

|Y (nk)
s − Ys| = 0

)
= 1 かつ lim

k→∞
E

[
sup

0≤s≤T
|Y (nk)

s − Ys|2
]

= 0

とできる。

証明: nk ≤ nk+1をE
[
sup0≤s≤T |Y (n)

s − Y
(m)
s |2

]
< 1/23k, n,m > nkとなるようにとる。こ

のとき、

Ak :=
{

sup
0≤s≤T

|Y (nk+1)
s − Y (nk)

s | > 1

2k

}

とすると、Chebyshevの不等式により

P (Ak) ≤ 22kE
[

sup
0≤s≤T

|Y (nk+1)
s − Y (nk)

s |2
]

<
1

2k
.

よって、
∑

k P (Ak) < ∞となり Borel-Cantelliの補題より Ω0 = ∪∞m=1 ∩∞k=m Ac
k とおく

と P (Ω0) = 1. ここで ω ∈ Ω0 ならばある m = m(ω) が存在して ∀k ≥ m に対し
sup0≤s≤T |Y (nk+1)

s − Y
(nk)
s | ≤ 1

2k だから nj ≥ ni ≥ mに対して

sup
0≤s≤T

|Y (ni)
s − Y (nj)

s | ≤
j−1∑

l=i

1

2l
≤ 1

2i−1
.

よって、Y (nk) は C([0, T ])の Cauchy列となり、ある連続確率過程 Y = (Ys)があって
sup0≤s≤T |Y (nk)

s − Ys| → 0, k →∞. また、

lim
k→∞

E
[

sup
0≤s≤T

|Y (nk)
s − Ys|2

]
= lim

k→∞
E

[
lim
j→∞

sup
0≤s≤T

|Y (nk)
s − Y (nj)

s |2
]

≤ lim
k→∞

lim
j→∞

E
[

sup
0≤s≤T

|Y (nk)
s − Y (nj)

s |2
]

= 0

を得る。最後の不等号は Fatouの補題を用いた。 ¤
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定理 2.12の証明: (一意性) M2
t − At,M

2
t − Ãtがともにマルチンゲールで A, Ã ∈ A+,c

とすると、At − Ãt = (M2
t − Ãt) − (M2

t − At) ∈ M2
c ∩ Acとなるので補題 2.11により

At − Ãt = A0 − Ã0 = 0, ∀t a.s.を得る。
(存在) まず、分割∆で‖∆‖ → 0なるものをとるとき、Qt(M ; ∆)がL2-ノルムでCauchy

列をなすことを示す。∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 < · · · , tn < t ≤ tn+1 と
し、tk < s ≤ tk+1とすると、マルチンゲール性よりE[(Mtk+1

−Mtk)
2|Fs] = E[(Mtk+1

−
Ms)

2|Fs] + (Ms −Mtk)
2となるから

E[Qt(M ; ∆)|Fs] =
k∑

i=0

(Mti+1
−Mti)

2 + (Ms −Mtk)
2

+E[(Mtk+1
−Mts)

2 +
n−1∑

i=k+1

(Mti+1
−Mti)

2 + (Mt −Mtn)2|Fs]

=
k∑

i=0

(Mti+1
−Mti)

2 + (Ms −Mtk)
2 + E[M2

t −M2
s |Fs].

従って

E[Qt(M ; ∆)−Qs(M ; ∆)|Fs] = E[M2
t −M2

s |Fs] (2.8)

となり、M2
t − Qt(M ; ∆)がマルチゲールになることがわかる。∆′ を別な分割とすると

M2
t −Qt(M ; ∆′)もマルチゲールだからLt := Qt(M ; ∆)−Qt(M ; ∆′)もマルチンゲールで

2乗可積分である。よって、(2.8)でM を L, ∆を∆ ∪∆′, s = 0ととることで

E[Qt(Q(M ; ∆)−Q(M ; ∆′); ∆ ∪∆′)] = E[L2
t − L2

0] (2.9)

を得る。また

Qt(Q(M ; ∆)−Q(M ; ∆′); ∆ ∪∆′) ≤ 2Qt(Q(M ; ∆); ∆ ∪∆′) + 2Qt(Q(M ; ∆′); ∆ ∪∆′)

に注意する。ここで、∆ ∪∆′ : s0 < s1 < · · · < sl < sl+1, sl ≤ t < sl+1とし、tj(k) ≤ sk <

sk+1 ≤ tj(k)+1とすると

Qsk+1
(M ; ∆)−Qsk

(M ; ∆) = (Msk+1
−Mtj(k)

)2 − (Msk
−Mtj(k)

)2

= (Msk+1
−Msk

)(Msk+1
+ Msk

− 2Mtj(k)
)

だから

Qt(Q(M ; ∆); ∆ ∪∆′) =
∑

k

(Qsk+1
(M ; ∆)−Qsk

(M ; ∆))2 + (Qt(M ; ∆)−Qsl
(M ; ∆))2

=
∑

k

(Msk+1
−Msk

)2(Msk+1
+ Msk

− 2Mtj(k)
)2 + (Mt −Msl

)2(Mt + Msl
− 2Mtn)2.

従って

Qt(Q(M ; ∆); ∆ ∪∆′) ≤ sup
k
|Msk+1

+ Msk
− 2Mtj(k)

|2Qt(M ; ∆ ∪∆′)

となり、(2.9)およびその次の式と合わせて
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E[(Qt(M ; ∆)−Qt(M ; ∆′))2]

≤ 2E[Qt(Q(M ; ∆); ∆ ∪∆′)] + 2E[Qt(Q(M ; ∆′); ∆ ∪∆′)]

≤ 2E[sup
k
|Msk+1

+ Msk
− 2Mtj(k)

|4] 1
2 E[Qt(M ; ∆ ∪∆′)2]

1
2

+2E[sup
k
|Msk+1

+ Msk
− 2Mt′

j(k)
|4] 1

2 E[Qt(M ; ∆ ∪∆′)2]
1
2

を得る。ここで、{t′j}は∆′の分割点を表す。今、supk |Msk+1
+Msk

−2Mtj(k)
|4 ≤ 44(M∗

t )4

でDoobの不等式 (iii)よりM∗
t := sup0≤s≤t |Ms|は 4乗可積分であるから、Lebesgueの優

収束定理により
lim

‖∆‖,‖∆′‖→0
E[sup

k
|Msk+1

+ Msk
− 2Mt′

j(k)
|4] = 0

であり、補題 2.13と合わせて

lim
‖∆‖,‖∆′‖→0

E[(Qt(M ; ∆)−Qt(M ; ∆′))2] = 0

となる、Cauchy列となることがわかった。
各 t > 0に対して、分割の列∆nを ‖∆n‖ → 0, n →∞となるようにとる。(Qs(M ; ∆n)−

Qs(M ; ∆m))s∈[0,t]はマルチンゲールなので n,m →∞のとき
E[ sup

0≤s≤t
|Qs(M ; ∆n)−Qs(M ; ∆m)|2] ≤ 4E[|Qs(M ; ∆n)−Qs(M ; ∆m)|2] → 0

であり、Qs(M ; ∆n)は連続なので、必要なら部分列 {∆nk
}をとることで補題 2.14により

(Ft)-adaptedな連続確率過程 〈M〉が存在して
P

(
lim
k→∞

sup
0≤s≤T

|Qs(M ; ∆nk
)−〈M〉s | = 0

)
= 1, lim

k→∞
E

[
sup

0≤s≤T
|Qs(M ; ∆nk

)−〈M〉s |2
]

= 0

とできる。ここで、第 2式については部分列を取る必要のないことは明らかであろう。こ
れより、極限 (〈M〉s)0≤s≤T の一意性もわかる。特に、この極限は区間 [0, T ]の取り方によ
らず定まる。また、s 7→ Qs(M ; ∆n)は増加過程なので s 7→ 〈M〉s も増加過程であるこ
とがわかり、〈M〉 ∈ A+,cを得る。一方、M2

s − Qs(M ; ∆n)はマルチンゲールであるので
M2

s − 〈M〉sもマルチンゲールであることがわかる。 ¤

問 2.5 M をマルチンゲールとする。σを stopping timeとし、Mσ
t = Mσ∧tとするとき、

Mσはマルチゲールであり、さらにM ∈M4
c とするとき、〈Mσ〉t = 〈M〉σ∧tを示せ。

定義 2.7 (Ft)-adapted右連続確率過程X = (Xt)に対して τn ≤ τn+1, ∀n, limn→∞ τn = ∞
なる (0 ≤ t ≤ T で考えるときは limn→∞ τn = T なる)ある stopping timesの列 {τn}があっ
て、各 nに対して (Xτn

t )がマルチンゲールになるときX = (Xt)は局所マルチンゲールで
あるという。局所マルチンゲール全体の空間をMloc, 連続な局所マルチンゲール全体の
空間をMc,locと表す。

系 2.15 M ∈Mc,locとするとき、

(1) 〈M〉 ∈ A+,cが存在してM2− 〈M〉は連続な局所マルチンゲールとなる。また、この
ような 〈M〉は一意である。
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(2) 各 t > 0に対して [0, t]の分割の列 {∆n}をとるとき

lim
‖∆n‖→0

P
(

sup
0≤s≤t

|Qs(M ; ∆n)− 〈M〉s | > ε
)

= 0, ε > 0. (2.10)

(3) M0 = 0のときM ∈M2
cなることはE[〈M〉t] < ∞, ∀tと同値であり、さらにE[M2

t ] =

E[〈M〉t]である。
証明: (1) 仮定よりある stopping timeの列 {τn}があってM τnはマルチンゲールとなる。
σn := inf{t; |Mt| ≥ n}とおくと σn ↑ ∞であり、Mn := Mρn は有界なマルチンゲールで
ある。ただし、ρ = σn ∧ τnとする。このとき定理 2.12より ∃An ∈ A+,cで (Mn)2 −Anは
マルチンゲールとなるが ((Mn+1)2 −An+1)ρn = (Mn)2 − (An+1)ρnはマルチンゲールであ
るから一意性により (An+1)ρn = An. 従って 〈M〉t := limn→∞ An

t , ∀t > 0が定義でき:

(Mρn
t )2 − 〈M〉ρn

t = M2
ρn∧t − 〈M〉ρn∧t = (Mρn

t )2 − An
t

はマルチンゲールであるから (1)は示された。
(2) ρn ↑ ∞なので各 δ > 0に対して P (ρm ≤ t) < δとなるmがあり、Mρm は有界マル

チンゲールとなる。Qs(M ; ∆) = Qs(M
ρm ; ∆), s ≤ ρmだから

〈M〉s = 〈Mρm〉s , s ≤ ρm.

よって

P
(

sup
0≤s≤t

|Qs(M ; ∆)− 〈M〉s | > ε
)
≤ P (ρm ≤ t) + P

(
sup

0≤s≤t
|Qs(M

ρm ; ∆)− 〈Mρm〉s | > ε
)

より
lim sup
‖∆‖→0

P
(

sup
0≤s≤t

|Qs(M ; ∆)− 〈M〉s | > ε
)
≤ δ

となり δ ↓ 0とすることで (2)が示される。
(3) M ∈M2

c , M0 = 0とする。E[(Mρn
t )2 − 〈Mρn〉t] = 0だから

E[〈M〉t] = lim
n→∞

E[〈Mρn〉t] = lim
n→∞

E[(Mρn
t )2] ≤ E[M2

t ].

ここで最後の不等号は (M2
t )の劣マルチンゲールによる。逆に Fatouの補題により

E[M2
t ] ≤ lim inf

n→∞
E[(Mρn

t )2] = lim inf
n→∞

E[〈Mρn〉t] = E[〈M〉t]

となり結論を得る。 ¤

注意 2.2 この系により、M ∈M2
cに対して 〈M〉 ∈ A+,cでM2

t − 〈M〉tがマルチンゲール
となるものが一意的に存在することがわかる。

系 2.16 M, N ∈Mc,locとする。このとき 〈M,N〉 ∈ Acが一意的に存在して

(1) MN − 〈M, N〉は連続な局所マルチンゲール
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(2) 各 t > 0に対して [0, t]の分割の列 {∆n}をとるとき

lim
‖∆n‖→0

P
(

sup
0≤s≤t

|Qs(M,N ; ∆n)− 〈M,N〉s | > ε
)

= 0, ε > 0.

である。ただし、Qs(M,N ; ∆n) =
∑

i:ti+1<s(Mti+1
−Mti)(Nti+1

−Nti)+(Ms−Mtn)(Ns−
Ntn), ∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn < · · · , tn ≤ s < tn+1とする。

証明: 〈M, N〉 = 1
4
(〈M + N〉 − 〈M −N〉)ととればよい。 ¤

命題 2.17 M, N, L ∈Mc,locとする。

(i) 〈M,N〉 = 〈N,M〉.
(ii) 〈M + N, L〉 = 〈M, L〉+ 〈N,L〉.
(iii) 任意の定数 aに対して 〈aM, N〉 = a 〈M, N〉.
(iv) τ を stopping timeとするとき、〈M τ , N τ 〉t = 〈M τ , N〉t = 〈M, N〉τ∧t.

証明: 系 2.15, 2.16から明らか。 ¤

以下では、しばらく ∀T > 0を固定して

MT := {M = (Mt)t∈[0,T ] ; M は連続な (Ft)-マルチンゲールでE[M2
T ] < ∞}

とする。次の命題は確率積分を定義する際の基礎となる。

命題 2.18 MT はE[〈·, ·〉T ]を内積として実Hilbert空間をなす。

証明: (·, ·) := E[〈·, ·〉T ]が内積の性質を満たすこと10は系 2.15とその注意 2.2, 系 2.16, 命題
2.17からわかる (演習問題とする)。完備であることは{Mn}n ⊂MTがE[〈Mn −Mm〉T ] →
0 (m,n →∞)とおくと、Doobの不等式 (iii)と注意 2.2より

E
[

sup
0≤s≤T

|Mn
s −Mm

s |2
]
≤ 4E[|Mn

T −Mm
T |2] = 4E[〈Mn −Mm〉T ]

とできるから、補題2.14から (Ft)-adaptedな連続確率過程Mが存在してE[sup0≤s≤T |Mn
s −

Ms|2] → 0, n →∞となる (部分列をとる必要のないことに注意)。このとき、Mがマルチ
ンゲールであることは各Mnのマルチンゲール性と命題 2.1 (6)から従う。よって、

E[〈Mn −M〉T ] = E[|Mn
T −MT |2]

であるから内積E[〈·, ·〉T ]から入るノルムが完備となり、MT がHilbert空間であることが
わかる。 ¤

10M,N, L ∈ MT , α ∈ R に対して、正値性: (M, M) ≥ 0, (M, M) = 0 ⇐⇒ M = 0 a.s. と線形性:
(M + N, L) = (M, L) + (N, L), (αM, N) = α(M, N), 対称性: (M, N) = (N, M)を示せばよい。(cf . 前期
の定義 4.1)
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3 確率積分

Brown運動は命題 1.8で見たように有界変動ではないから、積分
∫ t

0

fs dBs を通常の

Stieltjes積分として定義することはできない。ここでは、一般の連続な (Fs)-マルチンゲー
ル (Ms)に対して、fsは時刻 sまでの情報のみに依存している、即ち、(Ft)-発展的可測

(cf . 定義 1.2)であるとして、積分
∫ t

0

fs dMsが確率的に定義できることを示す。その際、

前章のマルチンゲールに関する事柄が重要な役割を果たす。この章を通して、確率空間
(Ω,F , P )と仮定 Fを満たす filtration (Ft)t≥0が与えられているとする。

3.1 確率積分の定義

§2.5で導入した記号を復習すると同時に以下の記号を導入する: p ≥ 1, T > 0に対し

Mp
c,T := {M = (Mt)t∈[0,T ]は連続マルチンゲールでE[|MT |p] < ∞},
Mp

c := {M = (Mt)t≥0 ; M は連続マルチンゲールでE[|Mt|p] < ∞, ∀t ≥ 0 }

p = 2のとき、単にMT = M2
c,T ,M = M2

c と書く。filtration(Ft)を強調したいときは
MT (Ft),M(Ft)と書くこととする。
次の命題はすでに命題 2.18として紹介したが、確率積分の定義する基礎の空間である
ので (2)にを付け加え再度紹介する。

命題 3.1 (1) MT は ‖M‖T := E[M2
T ]1/2をノルムとしてHilbert空間をなす。

(2) Mは d(M,N) :=
∑∞

k=0(‖M −N‖k ∧ 1)/2kを距離とする完備距離空間である。

証明: (1)は ‖M‖T = E[〈M〉T ]1/2であるから命題 2.18で証明済みである。(2)のために
{Mn} ⊂ Mを d(Mn,Mm) → 0 (m,n →∞)とする。各 T ∈ Nに対して {(Mn

t )t∈[0,T ]}は
MT の Cauchy列であるから、(1)より極限M (T ) ∈ MT を持つ。今、極限の一意性より
l ≥ T ならばM

(T )
t = M

(l)
t (0 ≤ t ≤ T ) a.s. となる。よって、Mt = M

[t]+1
t と定めれば、

M ∈Mであり、d(Mn,M) → 0 (n →∞)を得る。 ¤

系 2.15によれば、M ∈Mに対して、ある 〈M〉 ∈ A+,cが存在して、M2 − 〈M〉はマル
チンゲールとできる。そこで、M ∈Mに対して

L2
T (〈M〉) := { f ; f = ft(ω)は発展的可測でE[

∫ T

0

f 2
s d〈M〉s] < ∞}

L2(〈M〉) := { f ; f = ft(ω)は発展的可測でE[

∫ T

0

f 2
s d〈M〉s] < ∞, ∀T > 0 }

とおく。また、特にM ∈ Mが与えられたとき、単に ‖f‖LT
:=

(
E[

∫ T

0

f 2
s d〈M〉s]

)1/2

,

L2
T = L2

T (〈M〉),L2 = L2(〈M〉)と書くこともある。

命題 3.2 M ∈Mが与えられたとする。
(1) L2

T (〈M〉)は ‖ · ‖LT
をノルムとしてHilbert空間をなす。

(2) L2(〈M〉)は ρ(f 1, f 2) :=
∑∞

k=1(‖f 1−f 2‖L2
k
∧1)/2kを距離とする完備距離空間である。
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証明: (1) m(A) = E[
∫ T

0
1A(s, ω) d〈M〉s], A ∈ B([0, T ]) × FT (直積 σ-加法族)とおく。

L2([0, T ]×Ω,B([0, T ])×FT , dm)は前期の定理 3.2から完備となる。したがって、L2
T (〈M〉)

はその閉部分空間 (極限も発展的可測であることを示せばよい)であるから、完備性は従
う。(2)は命題 3.1の (2)と同様に示せるので演習問題とする。 ¤

ft(ω) =
∑k

j=1 ξj−1(ω)1(tj−1,tj ](t); 0 = t0 < t1 < · · · < tk, k ∈ Nで各 ξj は有界なFtj -可
測関数、と表わされる f を階段過程といい、階段過程全体をL0と書くこととする。

補題 3.3 L0はL2(〈M〉)で稠密である。
証明: f ∈ L2(〈M〉)をとる。Lebesgueの優収束定理より fは有界として一般性を失わない。

f̃s(ω) = lim sup
n→∞

fn
s (ω), fn

s (ω) :=

∫ s

(s− 1
n

)∨0
fu(ω) d〈M〉u

〈M〉s − 〈M〉(s− 1
n

)∨0

とする。fsは発展的可測であるから fn
s はFs-可測であることに注意する。このとき、分

割∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tkに対して

fn,∆
s (ω) =

k∑
j=1

fn
tj−1

(ω)1(tj−1,tj ](s)

とおけば、fn,∆ ∈ L0であり、fnは連続であるから lim‖∆‖→0 fn,∆
s (ω) = fn

s (ω), ∀(s, ω).

従って、

E[

∫ T

0

|fn,∆
s − fn

s |2 d〈M〉s] → 0, ‖∆‖ → 0.

一方、d〈M〉 a.s. sに対して、limn→∞ fn
s (ω)が存在して f̃s(ω)に等しく、

∫ T

0

f̃s(ω) d〈M〉s =

∫ T

0

fs(ω) d〈M〉s

である (cf . 前期の定理 2.4)。従って、E[
∫ T

0
|fn

s − f̃s|2d〈M〉s] → 0と合わせて、fn,∆が f

を近似していることがわかった。 ¤

定義 3.1 fs(ω) =
∑k

j=1 ξj−1(ω)1(tj−1,tj ](s) ∈ L0に対して

I(f)t :=
∑

j:tj<t

ξj−1(Mtj −Mtj−1
) + ξl(Mt −Mtl), tl < t ≤ tl+1 (3.1)

と定義する。また、これを

I(f)t =

∫ t

0

fs dMs

と表す。(3.1)で分点の取り方によらないことに注意する。また、ξjはFtj -可測であった。

補題 3.4 I(f) ∈Mであり、(1) 〈I(f)〉t =

∫ t

0

f 2
s d〈M〉s. (2) E[I(f)2

t ] = E[

∫ t

0

f 2
s d〈M〉s].

証明: I(f)のマルチンゲール性: ft = ξ1(ω)1(t1,t2](t), ξ1はFt1-可測, のときに証明すれば
十分であろう。このとき、
　 s ≥ t1であればE[I(f)t|Fs] = ξ1(E[Mt∧t2|Fs]−Mt1) = ξ1(Ms −Mt1) = I(f)s.

　 s < t1であればE[I(f)t|Fs] = E[ξ1(E[Mt∧t2|Ft1 ]−Mt1)|Fs] = 0, I(f)s = 0.
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より従う。連続性と 2乗可積分性は (ξjは有界だから)は明らかである。
(1): s ≤ tj < tkのとき

E[ξj(Mtj+1
−Mtj)ξk(Mtk+1

−Mtk)|Fs] = E[ξj(Mtj+1
−Mtj)ξkE[Mtk+1

−Mtk |Ftk ]|Fs] = 0

であることに注意する。これより、tm ≤ s < tm+1 ≤ tl ≤ t < tl+1とすると、

E[(I(f)t − I(f)s)
2|Fs]

= E[
{ l∑

j=m+2

ξj−1(Mtj −Mtj−1
) + ξl(Mt −Mtl) + ξm(Mtm+1 −Ms)

}2

|Fs]

= E[ξ2
m(Mtm+1 −Ms)

2|Fs] +
l∑

j=m+2

E[ξ2
j−1(Mtj −Mtj−1

)2|Fs] + E[ξ2
l (Mt −Mtl)

2|Fs]

= E[ξ2
m(M2

tm+1
−M2

s )|Fs] +
l∑

j=m+2

E[ξ2
j−1(M

2
tj
−M2

tj−1
)|Fs] + E[ξ2

l (M
2
t −M2

tl
)|Fs]

= E[ξ2
m(〈M〉tm+1 − 〈M〉s)|Fs] +

l∑
j=m+2

E[ξ2
j−1(〈M〉tj − 〈M〉tj−1

)|Fs] + E[ξ2
l (〈M〉t − 〈M〉tl)|Fs]

= E[

∫ t

s

f 2
u〈M〉u].

一方、I(f)のマルチンゲール性より E[{I(f)t − I(f)s}2|Fs] = E[I(f)2
t − I(f)2

s|Fs]であ

る。よって、I(f)2
t −

∫ t

0

f 2
u〈M〉uはマルチンゲールとなり、(1)の主張は示された。(2)は

(1)で s = 0ととればよい。 ¤

定義 3.2 f ∈ L2(〈M〉)に対して確率積分を定義する。fn ∈ L0を

lim
n→∞

E[

∫ T

0

|fn
s − fs|2 d〈M〉s] = 0, ∀T > 0

となるようにとると、補題 3.4 (2)により {I(fn)}nはMの Cauchy列となる。よって、
命題 3.1により X ∈ Mが存在して d(I(fn), X) → 0 (n → ∞)とできる。この X を

Xt = I(f)t =

∫ t

0

fs dMsと書き、f のM による確率積分 (stochastic integral)と呼ぶ。

問 3.1 定義 3.2で、I(f)が f への収束列 {fn}の取り方によらないことを示せ。

問 3.2 f ∈ L2(〈M〉)とするとき、E[I(f)2
T ] = E[〈I(f)〉T ] = E[

∫ T

0

f 2
s d〈M〉s]を示せ。

ヒント: L0の元で近似せよ。

補題 3.5 M, N ∈M, f ∈ L2(〈M〉), g ∈ L2(〈N〉), t > 0とすると、
∣∣∣
∫ t

0

fsgs d〈M, N〉s
∣∣∣ ≤

(∫ t

0

f 2
s d〈M〉s

)1/2(∫ t

0

g2
s d〈N〉s

)1/2

, a.s. (3.2)

証明: 命題 2.17により、〈M + rN〉 = 〈M〉+ 2r〈M, N〉+ r2〈N〉, ∀r ∈ Qであるから、

0 ≤
∫ s2

s1

d〈M + rN〉s =

∫ s2

s1

d〈M〉s + 2r

∫ s2

s1

d〈M,N〉s + r2

∫ s2

s1

d〈N〉s, a.s.
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であるが、右辺は rについて連続だから、∀r ∈ Rに対して成立するので、
∣∣∣
∫ s2

s1

d〈M, N〉s
∣∣∣ ≤

(∫ s2

s1

d〈M〉s
)1/2(∫ s2

s1

d〈N〉s
)1/2

.

よって、f =
∑

i ξi−11(ti−1,ti], g =
∑

i ηi−11(ti−1,ti] ∈ L0に対して
∣∣∣
∫ t

0

fsgsd〈M, N〉s
∣∣∣ =

∣∣∣
∑

i

ξi−1ηi−1

∫ ti

ti−1

d〈M, N〉s
∣∣∣

≤
∑

i

|ξi−1||ηi−1|
(∫ ti

ti−1

d〈M〉s
)1/2(∫ ti

ti−1

d〈N〉s
)1/2

≤
(∑

i

|ξi−1|2
∫ ti

ti−1

d〈M〉s
)1/2(∑

i

|ηi−1|2
∫ ti

ti−1

d〈N〉s
)1/2

=
(∫ t

0

f 2
s d〈M〉s

)1/2(∫ t

0

g2
sd〈M〉s

)1/2

a.s.

よって、有界な f, gに対しては補題 3.3により L0の元で近似し、一般の f, gに対しては
Lebesgueの優収束定理を用いて有界なもので近似すればよい。 ¤

定理 3.6 (1) M,N ∈M, f ∈ L2(〈M〉)のとき、I(f)t =

∫ t

0

fs dMsとすると、

〈I(f), N〉t =

∫ t

0

fs d〈M,N〉s, t > 0 (3.3)

である。逆に ∀N ∈ Mに対して 〈X, N〉t =

∫ t

0

fs d〈M, N〉s (t > 0)およびX0 = 0を満た

すMの元Xは I(f)t =

∫ t

0

fs dMsに限る。

(2) I(f)T =

∫ T

0

fs dMsによって定まる、I : L2
T (〈M〉) →MT は各 T > 0に対し等距離

写像である。

証明: (1) f ∈ L2(〈M〉)に対し、{fn}n ∈ L0を ‖f − fn‖LT
→ 0 (n → ∞), ∀T > 0とる

と、定義 3.2より

E[〈I(fn)− I(f)〉T ] = E[

∫ T

0

|fn
s − fs|2 d〈M〉s] → 0, n →∞.

補題 3.5より

E[|〈I(fn), N〉T − 〈I(f), N〉T |] = E[|〈I(fn)− I(f), N〉T |]
≤ E[〈I(fn)− I(f)〉1/2

T 〈N〉1/2
T ] ≤ E[〈I(fn)− I(f)〉T ]1/2E[〈N〉T ]1/2 → 0

同じく補題 3.5より、
∣∣∣
∫ T

0

(fs − fn
s ) d〈M,N〉s

∣∣∣ ≤
(∫ T

0

|fs − fn
s |2 d〈M〉s

)1/2

〈N〉1/2
T である

から、

E[
∣∣∣
∫ T

0

fs d〈M,N〉s −
∫ T

0

fn
s d〈M, N〉s

∣∣∣] → 0, n →∞.

一方、補題 3.4(1)と同様に 〈I(fn), N〉t =

∫ t

0

fn
s d〈M, N〉sを示せるから、(3.3)が従う。
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一意性を示すために、X̃ ∈Mも 〈X̃, N〉t =

∫ t

0

fs d〈M, N〉sを満たすとする。このとき、
∀N ∈Mに対して 〈X̃ −X, N〉 = 0であるが、特にN = X̃ −Xとすると、〈X̃ −X〉 = 0.

これは、X̃ = X a.s.を意味する。(2)は問 3.2そのものである。 ¤

系 3.7 (1) M ∈M, f, g ∈ L2(〈M〉), a, b ∈ Rのとき
∫ t

0

(afs + bgs) dMs = a

∫ t

0

fs dMs + b

∫ t

0

gs dMs, ∀t > 0.

(2) M,N ∈M, f ∈ L2(〈M〉) ∩ L2(〈N〉), a, b ∈ Rのとき
∫ t

0

fs d(aM + bN)s = a

∫ t

0

fs dMs + b

∫ t

0

fs dNs, ∀t > 0.

証明: (1) N ∈Mのとき、定理 3.6と命題 2.17より

〈
∫ ·

0

(afs + bgs) dM,N〉t =

∫ t

0

(afs + bgs) d〈M,N〉s = a

∫ t

0

fs d〈M,N〉s + b

∫ t

0

gs d〈M, N〉s

= 〈a
∫ ·

0

fs dMs, N〉t + 〈b
∫ ·

0

gs dMs, N〉t = 〈a
∫ ·

0

fs dMs + b

∫ ·

0

gs dMs, N〉t.

となり、定理 3.6の一意性を用いることで主張を得る。
(2) 補題 3.5よりL2(〈M〉)∩L2(〈N〉) ⊂ L2(〈aM + bN〉)であるから主張の左辺の積分は定
義されることに注意する。定理 3.6と命題 2.17より、∀L ∈Mに対して

〈
∫ ·

0

fs d(aM + bN)s, L〉t =

∫ t

0

fs d〈aM + bN, L〉s

= a

∫ t

0

fs d〈M,L〉s + b

∫ t

0

fs d〈N, L〉s = 〈a
∫ ·

0

fs dMs + b

∫ ·

0

fs dNs, L〉t. ¤

定義 3.3 (局所マルチンゲールに対する確率積分) 局所マルチンゲールM ∈ Mc,locをと
る (cf . 定義 2.7)。このM に対して

P
(∫ T

0

f 2
s d〈M〉s < ∞

)
= 1, ∀T > 0 (3.4)

となる発展的可測な f = (fs)に対して確率積分
∫ t

0

fs dMsを定義する。

定義 2.7より stopping timeの列 {σn}が存在して σn ↑ ∞かつMt∧σn がマルチンゲールと
できる。

τn = n ∧ inf{ t ≥ 0 ;

∫ t

0

fs d 〈M〉s ≥ n }
とおくとき、τn ↑ ∞であり、ρn = σn ∧ τnとし、Mn

t = Mt∧ρn, fn
t (ω) = ft(ω)1{ρn≥t}(ω)

とおけば、Mn ∈M, fn ∈ L2(〈Mn〉)であるので、I(fn)t =

∫ t

0

fn
s dMn

s は定義できる。ま

た、定理 3.6と命題 2.17 (iv)により

I(fn)t = I(fm)t, 0 ≤ t ≤ ρn, n ≤ m

となる。また、ρn ↑ ∞ (n → ∞)であるから、整合的に I(f)t = I(fn)t, 0 ≤ t ≤ ρnと定
義できる。この I(f)を f のM による確率積分と呼ぶ。
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問 3.3 (定理 3.6の拡張) M ∈ Mc,locと (3.4)を満たす発展的可測な f = (fs)に対して、

I(f)t =

∫ t

0

fs dMs ∈Mc,locは (3.3)を満たす唯一つの元であることを示せ。

問 3.4 M ∈ Mc,loc, (3.4)を満たす左連続で (Ft)-適合な f = (fs)と分割∆ : 0 = s0 <

s1 < . . . < sn = tに対して

lim
‖∆‖→0

P
( ∣∣∣∣

∫ t

0

fsdMs −
∑

i

f(si)(Mi+1 −Msi
)

∣∣∣∣ > δ
)

= 0, δ > 0

が成立することを示せ。

3.2 伊藤の公式

ここでは確率積分によって定義されるような確率過程に対し、合成関数の微分公式 (連
鎖律11)に相当する公式である伊藤の公式を証明し確率演算 (stochastic calculus)の基礎付
けを行う。

定義 3.4 確率過程X = (Xt)が

Xt = X0 + Mt + At, M ∈Mc,loc, A ∈ Ac

でX0はF0-可測な確率変数、ただしM0 = 0 a.s. A0 = 0 a.s., と表されるとき、X = (Xt)

は連続なセミマルチンゲール (semi-martingale)12という。また、d次元確率過程が連続な
セミマルチンゲールであるとは、各成分が連続なセミマルチンゲールであるときにいう。

定理 3.8 Xt = (X1
t , . . . , Xd

t )を連続なセミマルチンゲールであるとする:

X i
t = X i

0 + M i
t + Ai

t, i = 1, · · · , d. (3.5)

このとき、f ∈ C2(Rd)に対して f(Xt)は連続なセミマルチンゲールで

f(Xt)− f(X0) =
d∑

i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) dM i

s +
d∑

i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) dAi

s

+
1

2

d∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs) d

〈
M i,M j

〉
s
. (3.6)

証明: 記号の単純化のために f ′i := ∂f
∂xi , f

′′
ij = ∂2f

∂xi∂xj などと書く。

τn := inf{ t > 0 ; |X0| ∨ |Mt| ∨ |At| > n }
とする。ただし inf ∅ = ∞と定める。このとき、τn ↑ ∞ (n →∞)であるからXt∧τnについ
て (3.6)を示せばよい。したがって、X0,Mt, Atはすべて有界でf, f ′i , f

′′
ijはすべて有界かつ一

様連続としてよい: |f |+∑
i |f ′t |+

∑
ij |f ′′ij| ≤ K. [0, t]の分割∆ : 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t

をとる。このとき、Taylorの公式により ξk = X i
tk−1

+ θk(X
i
tk
−X i

tk−1
), θk ∈ (0, 1)が存在

して
11x = (xt)が微分可能なら f ∈ C1(R)に対し、 d

dtf(xt) = f ′(xt)ẋt あるいは積分して f(xt) − f(x0) =∫ t

0
f ′(xs)ẋs ds =

∫ t

0
f ′(xs) dxs.

12一般にセミマルチンゲールは右連続性だけを仮定するのであるが、この授業では連続な場合しか考えな
い。以降 “連続”を略すこともある。
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　 f(Xt)− f(X0) =
n∑

k=1

(f(Xtk)− f(Xtk−1
))

=
n∑

k=1

d∑
i=1

f ′i(Xtk−1
)(X i

tk
−X i

tk−1
) +

1

2

n∑

k=1

d∑
i,j=1

f ′′ij(ξk)(X
i
tk
−X i

tk−1
)(Xj

tk
−Xj

tk−1
).

右辺第一項は ‖∆‖ → 0としたとき、確率積分の定義より

d∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) dM i

s +
d∑

i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs) dAi

s

に確率収束する (定義 3.2と補題 2.14を参照のこと)。第二項は、

1

2

n∑

k=1

d∑
i,j=1

f ′′ij(ξk)(M
i
tk
−M i

tk−1
)(M j

tk
−M j

tk−1
) +

n∑

k=1

d∑
i,j=1

f ′′ij(ξk)(M
i
tk
−M i

tk−1
)(Aj

tk
− Aj

tk−1
)

+
1

2

n∑

k=1

d∑
i,j=1

f ′′ij(ξk)(A
i
tk
− Ai

tk−1
)(Aj

tk
− Aj

tk−1
) ≡ I1 + I2 + I3

となるが、ここで、Ai = Ai,+ − Ai,−, Ai,+, Ai,− ∈ A+,cとするとき、

|I2| ≤ K sup
k
|Mtk −Mtk−1

|(|A+
t |+ |A−

t |) → 0, ‖∆‖ → 0, a.s.

|I3| ≤ K sup
k
|Atk − Atk−1

|(|A+
t |+ |A−

t |) → 0, ‖∆‖ → 0, a.s.

となる。ただし、Mt = (M1
t , . . . ,Md

t ), A+
t = (A1,+

t , . . . , Ad,+
t ), A−

t = (A1,−
t , . . . , Ad,−

t )と
書いた。I1が (3.6)の右辺第三項に収束することを示すために

I ′1 :=
1

2

n∑

k=1

d∑
i,j=1

f ′′ij(Xtk−1
)(M i

tk
−M i

tk−1
)(M j

tk
−M j

tk−1
)

とおく。このとき、定理 2.12の前で定義したQt(M, ∆)を用いると、

|I1 − I ′1| ≤
1

2

∑

k

∑
i,j

sup
l
|f ′′ij(ξl)− f ′′ij(Xtl−1

)||M i
tk
−M i

tk−1
||M j

tk
−M j

tk−1
|

≤ 1

2
sup
i,j,l

|f ′′ij(ξl)− f ′′ij(Xtl−1
)|

∑
m,n

Qt(M
m; ∆)1/2Qt(M

n; ∆)1/2

となるから、Schwarzの不等式を 2回用いることにより、

E[|I1 − I ′1|] ≤
1

2

∑
m,n

E
[
sup
i,j,l

|f ′′ij(ξl)− f ′′ij(Xtl−1
)|Qt(M

m; ∆)1/2Qt(M
n; ∆)1/2

]

≤ 1

2

∑
m,n

E
[
sup
i,j,l

|f ′′ij(ξl)− f ′′ij(Xtl−1
)|2]1/2

E
[
Qt(M

m; ∆)Qt(M
n; ∆)

]1/2

≤ 1

2
E

[
sup
i,j,l

|f ′′ij(ξl)− f ′′ij(Xtl−1
)|]1/2

∑
m,n

E
[
Qt(M

m; ∆)2
]1/4

E
[
Qt(M

n; ∆)2
]1/4

35



であるが、補題 2.13により ‖∆‖ → 0のとき右辺→ 0となる。更に

I ′′1 :=
1

2

n∑

k=1

d∑
i,j=1

f ′′ij(Xtk−1
)(〈M i,M j〉tk − 〈M i,M j〉tk−1

)

とする。E[(M i
s2
−M i

s1
)(M j

s2
−M j

s1
)− (〈M i,M j〉s2 − 〈M i,M j〉s1)|Fs1 ] = 0に注意すると、

E[|I ′1 − I ′′1 |2] =
1

4

∑

k

E
[(∑

i,j

f ′′ij(Xtl−1
){(M i

tk
−M i

tk−1
)(M j

tk
−M j

tk−1
)−

∫ tk

tk−1

d〈M i,M j〉s}
)2]

≤
∑

k

K2E
[|Mtk −Mtk−1

|4 +
∑
i,j

(〈M i,M j〉tk − 〈M i,M j〉tk−1
)2

]

≤ K2E
[
sup

k
|Mtk −Mtk−1

|2
∑

i

Qt(M
i; ∆)]

+K2
∑
i,j

E
[
sup

k
|〈M i, M j〉tk − 〈M i,M j〉tk−1

|(〈M i, M j〉+t + 〈M i,M j〉−t )
]

よりE[|I ′1 − I ′′1 |2] → 0 (‖∆‖ → 0). 一方、I ′′2 →
1

2

∑
i,j

∫ t

0

f ′′ij(Xs) d
〈
M i,M j

〉
s
であるから

I1 − 1

2

∑
i,j

∫ t

0

f ′′ij(Xs) d
〈
M i,M j

〉
s
→ 0 in L1, as ‖∆‖ → 0.

従って、(3.6)は各 tに対して a.s. に等しいが両辺は tについて連続なので確率 1ですべ
ての tに対して (3.6)が成立する。 ¤

定義 3.5 Brown運動B = (Bt)が (Ft)-Brown運動であるとは

(i) B = (Bt)は (Ft)-適合で、

(ii) 0 ≤ ∀s ≤ tに対しBt −BsはFsは独立

になるときにする。定義 1.4で定義したBrown運動はF0,B
s -Brown運動とも言える。

問 3.5 伊藤の公式を用いて Bp
t = p

∫ t

0

Bp−1
s dBs +

p(p− 1)

2

∫ t

0

B2p−2
s dsを示し、それか

らE[B2p
t ], p ∈ Nを求めよ。(ヒント: Brown運動 (Bt)の二次変分は 〈B〉t = tであった。)

例 3.1 Bt を xから出発する N 次元 Brown運動とする。f(x) = |x|m = ((x1)2 + · · · +
(xN)2)1/2, m ≥ 2とすれば伊藤の公式より

|Bt|m − |x|m = m

N∑
i=1

∫ t

0

Bi
s|Bs|m−2 dBi

s +
1

2

∫ t

0

(Nm + m(m− 2))|Bs|m−2 ds

を得る。ここで、N ≥ 3で、m = 2−N , σn :=
∫ { t ; |Bt| ≤ 1/n }とするとき、

|Bt∧σn |m − |x|m = m

N∑
i=1

∫ t∧σn

0

Bi
s|Bs|m−2 dBi

s

であるが、x 6= 0とするとき、実は σn ↑ ∞ (n →∞)であるので、|Bt|mは局所マルチン
ゲールである。特に、N = 3,m = −1のときを 3次のBessel過程という。
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例 3.2 Bt を xから出発する N 次元 Brown運動とする。f(x) = |x|m = ((x1)2 + · · · +
(xN)2)1/2, m ≥ 2とすれば伊藤の公式より

|Bt|m − |x|m = m

N∑
i=1

∫ t

0

Bi
s|Bs|m−2 dBi

s +
1

2

∫ t

0

(Nm + m(m− 2))|Bs|m−2 ds

を得る。ここで、N ≥ 3で、m = 2−N , σn :=
∫ { t ; |Bt| ≤ 1/n }とするとき、

|Bt∧σn |m − |x|m = m

N∑
i=1

∫ t∧σn

0

Bi
s|Bs|m−2 dBi

s

であるが、x 6= 0とするとき、実は σn ↑ ∞ (n →∞)であるので、|Bt|mは局所マルチン
ゲールである。特に、N = 3,m = −1のときを 3次のBessel過程という。
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