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1 符号付測度, 複素測度
(X,A)を可測空間とする。1 2

1.1 Jordan分解とHahn分解

定義 1.1 集合関数 ν : A → Cが σ-加法性: {An} ⊂ A, A0 =
∑∞

n=1 Anなら3

ν(A0) =
∞∑

n=1

ν(An), (1.1)

を満たすとき (X,A)上の複素測度 (complex measure)という。特に、ν : A → Rのとき符
号付測度 (signed measure)という。

注意 1.1 (1) νが (X,A)上の複素測度なら ν(∅) = 0. 実際、An = ∅ (n ≥ 1) とすると∑∞
n=1 An =

∑∞
n=2 An = ∅より

ν(∅) =
∞∑

n=1

ν(An) = ν(A1) + ν(
∞∑

n=2

An) = ν(∅) + ν(∅).

|ν(∅)| < ∞に注意して両辺から ν(∅)を減ずればよい。また、ν(A0)はA1, A2, . . . の並べ
方によらないので (1.1)の右辺の収束は絶対収束である。
(2) 集合関数 ν : A → (−∞,∞]または ν : A → [−∞,∞) が ν(∅) = 0および σ-加法性を
満たすときを νを符号付測度と呼ぶこともある。以下、ν : A → (−∞,∞)として述べる
結果は適切な修正のもと−∞または∞を取る場合も成立する。

例 1.1 (1) (X,A)上の任意の有限測度 µj : A → [0,∞) (j = 1, 2)に対し、

ν(A) = µ1(A)− µ2(A), A ∈ A (1.2)

によって符号付測度 νが定義される。後に述べる定理 1.1より任意の符号付測度 νは有限
測度 µj : A → R (j = 1, 2)を用いて (1.2)と表わせる。
(2) (X,A)上の任意の符号付測度 νj : A → R (j = 1, 2)に対し、

ν(A) = ν1(A) + iν2(A), A ∈ A (1.3)

によって複素測度 νが定義される。一方、任意の複素測度 νの実部、虚部は符号付測度な
のでそれらを νj (j = 1, 2)と書けば (1.3)のように表わせる。

定義 1.2 (X,A)上の測度 µ1, µ2は台が交わらないとき、即ち、E, F ∈ A, X = E + F が
存在して

µ1(A) = µ1(A ∩ E), µ2(A) = µ2(A ∩ F ), A ∈ A
となるとき、互いに特異 (singular)であるといい、µ1⊥µ2と表わす。

1このノートは次の URLからダウンロードできます。 http://www.math.u-ryukyu.ac.jp/˜sugiura/
2参考文献： [I] 伊藤清三: ルベーグ積分入門 裳華房

　 [N] 西白保敏彦: 測度・積分論 横浜図書
　 [Y] 谷島賢二: ルベーグ積分と関数解析 朝倉書店
ここでは主に [Y]に従って述べるが、上のいずれの文献にも同様の内容が書かれている。

3集合列 {An}に対しA0 =
∑

AnによりA0 =
⋃

AnかつAm∩An = ∅ (m 6= n)を意味するものとする。
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問 1.1 µ1⊥µ2であるための必要十分条件は E,F ∈ A, X = E + F が存在して µ1(F ) =

µ2(E) = 0となることであることを示せ。(これより、µ1⊥µ2と µ2⊥µ1が同値であること
がわかる。)

この節の目的は次の定理を証明することにある。

定理 1.1 (Jordan分解) νを (X,A)上の符号付測度とする。このとき、ν = ν+ − ν−、
即ち

ν(A) = ν+(A)− ν−(A), A ∈ A (1.4)

を満たす互いに特異な有限測度 ν+, ν−が一意的に存在する。これを Jordan分解という。
また、ν+を正変動、ν−を負変動、|ν| = ν+ + ν−を全変動 (total variation)という。

例 1.2 (X,A)上の測度 µ : A → [0,∞]と f ∈ L1(µ)に対し4、ν : A → Cを

ν(A) =

∫

A

f dµ, A ∈ A (1.5)

と定めると νは複素測度となる。もし、f が実数値であれば νは符号付測度であるが

ν+(A) =

∫

A

f+ dµ, ν−(A) =

∫

A

f− dµ, A ∈ A (1.6)

とすれば ν = ν+ − ν−は νの Jordan分解である。ただし、f± = max{0,±f}と定める。

定義 1.3 νを符号付測度とする。E ∈ Aが任意のA ∈ Aに対して ν(A∩E) ≥ 0 (≤ 0)を
満たすとき、νの正集合 (負集合)という。

補題 1.2 (1) Eが正かつ負集合ならば任意のA ∈ Aに対して ν(E ∩ A) = 0.

(2) 正集合の可測部分集合は正集合。
(3) E1, E2, . . . が正集合ならば、

⋃∞
n=1 Enも正集合。

(4) (2), (3)は正集合を負集合に置き換えても成立する。

証明: (1) 定義より ν(E ∩ A) ≥ 0かつ≤ 0より=を得る.

(2) F を正集合 Eの可測部分集合とすると、A ∈ Aならば A ∩ F ∈ Aより ν(F ∩ A) =

ν(E ∩ F ∩ A) ≥ 0.

(3) F1 = E1, Fn = En\ ∪n−1
k=1 Ek とすると (2)より Fnは正集合. よって、A ∈ Aならば

ν(
⋃∞

n=1 En ∩ A) = ν(
∑∞

n=1 Fn ∩ A) =
∑∞

n=1 ν(Fn ∩ A) ≥ 0.

(4) (2), (3)で≥を≤として成立するのでよい。 ¤

補題 1.3 ν(E) > 0であれば ν(F ) > 0かつ F ⊂ Eなる正集合 F が存在する。

証明: E自身が正集合なら F = Eとすればよい。Eが正集合でなければ

a1 ≡ sup{−ν(A) ; A ⊂ E, A ∈ A} > 0

4L1(µ) = { f : X → C | f は可測で ∫
X
|f | dµ < ∞}: µ-可積分関数の全体を表わす。
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より自然数 n1 ≥ 1とA1 ∈ A : A1 ⊂ Eを 1
n1

< a1 ≤ 1
n1−1

, −ν(A1) > 1
n1
と選べる。この

とき、ν(E\A1) = ν(E) − ν(A1) > ν(E) > 0. もし、E\A1が正集合であれば F = E\A1

とすればよい。E\A1が正集合でなければ

a2 ≡ sup{−ν(A) ; A ⊂ E\A1, A ∈ A} > 0

となるが、自然数 n2 ≥ n1とA2 ∈ Aを 1
n2

< a1 ≤ 1
n2−1

, −ν(A2) > 1
n2
と選べる。これを

繰り返す。有限回 (k回)の後にE\∑k−1
l=1 Alが正集合なら F = E\∑k−1

l=1 Alととれば補題
は成立する。そうでなければ、1 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · と互いに素なA1, A2, . . . ⊂ Eで

ak ≡ sup{−ν(A) ; A ⊂ E\
k−1∑

l=1

Al, A ∈ A} > 0,
1

nk

< −ν(Ak) ≤ ak ≤ 1

nk − 1

となるようにできる。このとき、F = E\∑∞
k=1 Akが求める F である。実際、

ν(F ) = ν(E) +
∞∑

k=1

(−ν(Ak))

より、ν(F ) > 0. また、νは実数値より ν(F ) < ∞だから
∞∑

k=1

1

nk

< −
∞∑

k=1

ν(Ak) = ν(F )− ν(E) < ∞

より limk→∞ nk = ∞. よって、B ⊂ F ならば特にB ⊂ E\∑k−1
l=1 Aj より−ν(B) ≤ ak ≤

1
nk−1

. k →∞として−ν(B) ≤ 0、即ち、ν(B) ≥ 0を得る。 ¤

定理 1.4 (Hahn分解) νを (X,A)上の符号付測度とする。このとき、νの正集合E+と
負集合E−によるXに分割X = E+ + E−が存在する。

証明: M = sup{ ν(E) ; E ∈ Aは正集合 }とおくと、∅は正集合なのでM ≥ 0. 正集合
の列 E1, E2, . . . を limk→∞ ν(Ek) = M ととると、補題 1.2 (3)より E+ =

⋃∞
n=1 Enは正

集合. よって、M ≥ ν(E+) = ν(Ej) + ν(E+ ∩ Ej
c) ≥ ν(Ej)であるから j → ∞として

ν(E+) = Mを得る。(これよりM < ∞も従う。)次に、E− = X\E+が負集合を示す。も
しE−が負集合でなければ、A ⊂ E−, ν(A) > 0が存在する。よって、補題 1.3よりB ⊂ A

なる正集合B, ν(B) > 0がとれるが、このとき補題 1.2 (3)より E+ ∪ Bは正集合である
が、ν(E+ ∪B) = ν(E+) + ν(B) > M となりこれはM の定義に矛盾する。 ¤

定理 1.1の証明: νの正集合E+と負集合E−によるXに分割X = E+ + E−を用い、

ν+(A) = ν(A ∩ E+), ν−(A) = −ν(A ∩ E−), A ∈ A
と定めると、(1.4)が成り立ち、ν+, ν−は (X,A)上の有限測度で ν+⊥ν−となることは容
易に確かめられる。次に ν = µ+ − µ−をもう一つの Jordan分解とすると、A ∈ Aに対し

µ+(A) ≥ µ+(A ∩ E+) ≥ ν(A ∩ E+) = ν+(A).

一方、F+ ∈ A, F− = X\F+を µ+(A) = µ+(A ∩ F+), µ−(A) = µ−(A ∩ F−)ととれば

ν+(A) ≥ ν+(A ∩ F+) ≥ ν(A ∩ F+) = µ+(A ∩ F+) + µ−(A ∩ F+) = µ+(A).

よって、ν+ = µ+. 同様に ν− = µ−も従う。 ¤
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演習問題 1.1 ν = ν1−ν2を符号付測度 νの Jordan分解とするとき、f ∈ L1(|ν|)に対して∫

X

f dν =

∫

X

f dν1 −
∫

X

f dν2

と定義する。このとき、 ∣∣∣∣
∫

X

f dν

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f | d|ν|

を示せ。また、任意のA ∈ Aに対して ∫
A

f dν = |ν|(A)となる可測関数 |f | ≤ 1が存在す
ることを示せ。

1.2 Radon-Nikodymの定理

ここでは測度、符号付測度のみを扱い、特に断らない限り可測空間 (X,A)上で考える
こととする。複素測度は一般に例 1.1(2) (1.2)のように表わせることを用いれば同様な結
果を得られる。

定義 1.4 µは測度、ν は測度あるいは符号付測度とする。A ∈ Aかつ µ(A) = 0ならば
ν(A) = 0 (νが測度のとき) |ν|(A) = 0 (νが符号付測度のとき)が成り立つとき、νは µに
関して絶対連続 (absolutely continuous)であるといい、ν ¿ µと表わす。

例 1.3 例 1.2で見たように測度 µに対し f ∈ L1(µ)が実数値であれば ν(A) =
∫

A
f dµ,

A ∈ A で定まる νは符号付測度であるが、このとき ν ¿ µである。また、f が非負可測
であれば ν(A) =

∫
A

f dµ, A ∈ A で定まる測度 νは µに関して絶対連続である。

補題 1.5 µは測度、ν, ν1, ν2は測度または符号付測度とする。5

(1) ν1 ¿ µ, ν2 ¿ µ ならば ν1 + ν2 ¿ µ.

(2) ν1⊥µ, ν2⊥µ ならば ν1 + ν2⊥µ.

(3) ν ¿ µ, ν⊥µ ならば ν = 0.

証明: (1) 明らか。(2) A1, A2 ∈ Aを |ν1|(A1) = |ν2|(A2) = µ(Ac
1) = µ(Ac

2) = 0とできる。
この時、A = A1 ∩ A2とすると、

|νi(A)| ≤ |νi|(Ai) = 0 (i = 1, 2), µ(Ac) ≤ µ(Ac
1) + µ(Ac

1) = 0

となる。よって、|ν1 + ν2|(A) ≤ |ν1|(A) + |ν2|(A)と合わせて ν1 + ν2⊥µを得る。
(3) ν⊥µより A ∈ Aを |ν|(A) = µ(Ac) = 0ととれる。一方、ν ¿ µ, µ(Ac) = 0より
|ν|(Ac) = 0. 従って、|ν|(X) = |ν|(A) + |ν|(Ac) = 0. ¤

定理 1.6 (Radon-Nikodym) µ, νを σ-有限な測度で ν ¿ µとする。このとき、非負可
測関数 f が存在して

ν(A) =

∫

A

f dµ, A ∈ A (1.7)

となる。この fはµの零集合上の違いを除いて一意的である。fを νのµに関するRadon-

Nikodym導関数とよび dν
dµ
と表わす。

5符号付測度 ν と測度 µに対しては µ⊥ν であるとは ν の全変動 |ν|に対して µ⊥|ν|と定義する。
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系 1.7 µを σ-有限な測度、νを符号付測度で ν ¿ µとする。このとき、f ∈ L1(µ) (実数
値)が存在して (1.7)となる。この f は µの零集合上の違いを除いて一意的である。

証明: 定理 1.1により ν = ν1− ν2と分解すると、0 ≤ ν1(A) + ν2(A) = |ν|(A), A ∈ Aより
ν1 ¿ µ, ν2 ¿ µとなる。よって、それぞれに定理 1.6を用いそのRadon-Nikodym微分を
f1, f2とすれば、f = f1 − f2が求めるそれとなる。 ¤

定理 1.6の証明6: (0) 一意性は容易なので演習問題とする。
(i) µ(X) < ∞かつ ν(X) < ∞の場合。

G = { f ∈ L1(µ) ; f ≥ 0かつ ∀A ∈ Aに対して
∫

A

f dµ ≤ ν(A) } (1.8)

とおくと、f ≡ 0 ∈ Gより G 6= ∅. よって、

α = sup{
∫

X

f dµ ; f ∈ G }　 (1.9)

とおくと、0 ≤ α ≤ ν(X) < ∞であり、関数列 {ϕn} ⊂ Gを

lim
n→∞

∫

X

ϕn dµ = α (1.10)

と選べる。ここで f(x) = supn≥1 ϕn(x)とおくとき

(a) f ∈ G, (b)

∫

X

f dµ = α (1.11)

を示す。A ∈ Aとする。fn(x) = sup{ϕ1(x), · · · , ϕn(x)}に対し、A1 = {x ∈ A; fn(x) =

ϕ1(x)}, Ak = {x ∈ A; fn(x) = ϕk(x)}\∑k−1
j=1 AjとおくとA =

∑n
k=1 Akより

∫

A

fn dµ =
n∑

k=1

∫

Ak

fn dµ =
n∑

k=1

∫

Ak

ϕk dµ ≤
n∑

k=1

ν(Ak) = ν(A). (1.12)

fn ≥ 0, fnは nについて単調増加で lim fn = f より、単調収束定理により
∫

A

f dµ = lim
n→∞

∫

A

fn dµ ≤ ν(A). (1.13)

よって (1.11a)は示された。一方、(1.9), (1.10)より

α ≥
∫

X

f dµ = lim
n→∞

∫

X

fn dµ ≥ lim
n→∞

∫

X

ϕn dµ = α (1.14)

となり (1.11b)も示された。
(ii) (i)で定義した f に対して ν(A) =

∫
A

f dµを示す。このために次の補題を準備する。

6Hilbert空間論における Rieszの表現定理を用いて証明することもできる。(cf . 伊藤雄二: 確率論, 朝倉
書店, W. Rudin: Real and Complex Analysis, McGraw-Hill など)
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補題 1.8 µ(X) < ∞とし、νを恒等的に 0ではない測度で ν ¿ µとする。このとき、あ
る n ∈ Nと µ(An) > 0なるAn ∈ Aが存在して

∀A ∈ A : A ⊂ Anに対して ν(A) ≥ 1

n
µ(A) (1.15)

が成立する。

証明: µ(X) < ∞より νn(A) = ν(A) − 1
n
µ(A)にHahnの分解定理 1.4を適用すると、νn

の正集合Anと負集合X\Anがとれる: 即ち、

∀A ⊂ Anに対してν(A) ≥ 1

n
µ(A), ∀A ⊂ X\Anに対してν(A) ≤ 1

n
µ(A) (1.16)

となる。ここで、µ(An) > 0なる nが存在することを示せばよい。もし、すべての nに
対して µ(An) = 0であれば、A0 =

⋃∞
n=1 Anとおくと µ(A0) = 0. よって、ν ¿ µより

ν(A0) = 0. 一方、任意のA ⊂ X\A0をとるとき、すべての nに対してA ⊂ X\Anだから
(1.16)により

0 ≤ ν(A) ≤ 1

n
µ(A) ≤ 1

n
µ(X).

ここで、µ(X) < ∞であるから n →∞として ν(A) = 0を得る。よって、ν(X) = 0とな
りこれは νが恒等的に 0ではないことに矛盾する。 ¤

定理 1.6の証明の続き: λ(A) = ν(A)− ∫
A

f dµ, A ∈ Aとおくと、(i)より λは測度で補題
1.5 (1)よりλ ¿ µ. よって、λが恒等的に 0でなければ、補題 1.8よりn ∈ Nとµ(An) > 0

なるAn ∈ Aが存在して

∀A ∈ A : A ⊂ Anに対して λ(A) ≥ 1

n
µ(A) (1.17)

が成立する。この時 g(x) = f(x) + 1
n
1An(x)とおくと7、g ≥ 0, g ∈ L1(µ)で任意のA ∈ A

に対し
∫

A

g dµ =

∫

A

f dµ +
1

n
µ(A ∩ An) ≤

∫

A

f dµ + λ(A ∩ An) ≤
∫

A

f dµ + λ(A) = ν(A),

即ち、g ∈ G. ところが、µ(An) > 0に注意すると
∫

X

g dµ =

∫

X

f dµ +
1

n
µ(An) >

∫

X

f dµ = α

となりこれは (1.9)に矛盾する。以上より、µ(X) < ∞の場合の証明は完了した。
(iii) µが σ-有限な測度であれば {Xn} ⊂ Aを∑∞

j=1 Xn = X かつ µ(Xn) < ∞ととれる。
各Xn上で (1.7)を満たす fnをとり、f(x) = fn(x) on Xnとすれば f ≥ 0でA ∈ Aに対し

∫

A

f dµ =
∑ ∫

Xn∩A

fn dµ =
∑

ν(Xn ∩ A) = ν(A).　 ¤

71A で集合 Aの定義関数を表わす: 1A(x) = 1 (x ∈ A), = 0 (x /∈ A).
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定理 1.9 (Lebesgue分解) µを σ-有限な測度、νを σ-有限な測度または符号付測度とす
ると次を満たす符号付測度の組 (νa, νs)が唯一つ存在する:

ν = νa + νs, νa ¿ µ, νs⊥µ. (1.18)

νa, νsをそれぞれ νの絶対連続部分, 特異部分とよぶ。

証明: νが測度のときのみ示す。λ = µ+νとする。λはσ-有限な測度でµ ¿ λかつ ν ¿ λ.

従って、Radon-Nikodymの定理1.6より非負可測関数fが存在してµ(A) =
∫

A
f dλ, A ∈ A

とできる。E = {x ; f(x) > 0 }とし νa(A) = ν(A ∩ E), νs(A) = ν(A ∩ Ec)とおくと明ら
かに µ(Ec) = νs(E) = 0より νs⊥µ. νa ¿ µを示すために µ(A) = 0なるA ∈ Aをとると、

0 = µ(A) =

∫

A

f dλ =

∫

A∩E

f dλ

より f > 0 on E に注意すると、λ(A∩E) = 0を得る。よって、ν ¿ λより ν(A∩E) = 0.

故に、νa(A) = ν(A ∩ E) = 0.

一意性を示すために ν = ν0 + ν1, ν0 ¿ µ, ν1⊥µをもう一つの分解とすると、補題 1.5

(1), (2)より
νa − ν0 = ν1 − νs, νa − ν0 ¿ µ, ν1 − νs⊥µ.

となるので補題 1.5 (3)より νa − ν0 = ν1 − νs = 0を得る。 ¤

注意 1.2 µがσ-有限な測度でないときは、Radon-Nikodymの定理は必ずしも成立しない。
反例: X = [0, 1], Aは [0, 1]上の Lebesgue可測集合族とする。更に、mを [0, 1]上の

Lebesgue測度、µを個数測度8とする。この時、µ(A) = 0ならA = ∅よりm(A) = 0とな
るから µ ¿ m. もし、(1.7)を満たす f が存在すれば f ≡ 0となる。実際、A = {x}とす
るとm(A) = 0,

∫
A

f dµ = f(x)µ({x}) = f(x)であるからである。しかし、これを (1.7)

に代入すると、m = 0となるがこれは明らかに矛盾である。

注意 1.3 νが複素測度のとき、その全変動を次のように定義する:

|ν|(A) = sup

{∑
F∈F

|ν(F )| ; F はAの有限A-分割

}
.

ここで、FがAの有限A-分割であるとはFが有限集合で∑
F∈F F = Aなるときにいう。

このとき、|ν|は測度である (cf . [I] p.133)。
µが測度、νが複素測度のとき µ⊥ν, ν ¿ µをそれぞれ定義 1.2, 1.4で定義すると f ∈

L1(µ)として定理 1.6, 定理 1.9が成立することが知られている。

演習問題 1.2 Radon-Nikodym微分について次を示せ。

(1) ν ¿ µなら任意の f ∈ L1(|ν|)に対して
∫

X

f dν =

∫

X

f
dν

dµ
dµ.

8µ(A) = #A (Aの元の個数)なる測度 µを個数測度という (cf . [N] p.51)。X = [0, 1]は非可算無限集
合なので、この µは σ-有限でない。
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(2) ν1, ν2 ¿ µ なら
d(ν1 + ν2)

dµ
=

dν1

dµ
+

dν2

dµ
.

(3) ν ¿ µ, µ ¿ λ なら
dν

dλ
=

dν

dµ

dµ

dλ
.

(4) ν ¿ µかつ µ ¿ λ (この時 µと νは同値であるという) なら
dν

dλ
=

(
dµ

dν

)−1

.

2 微分と積分の関係
BdでRdのBorel集合族 (Rdの開集合全体を含む最小の σ-加法族)を表わす。µ : B1 →

[0,∞]をR上の (σ-有限な)測度とし、F (x) = µ((0, x]) (x ≥ 0), = µ((x, 0]) (x ≤ 0)とす
ると、(i) F (x)は単調増加で、(ii) 右連続、即ち、limx↓x0 F (x) = F (x0) を満たす。逆に
次の定理が知られている。証明は 2.4節で与える。

定理 2.1 (Lebesgue-Stieltjes測度) 関数 F : [a, b] → R (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) が単調増
加かつ右連続とする9。このとき、B(a,b] = {(a, b] ∩B; B ∈ B1}上の測度 µF が存在して

µF ((s, t]) = F (t)− F (s) a ≤ s < t ≤ b

を満たす。この µF を F に関するLebesgue-Stieltjes測度という。

注意 2.1 (1)
∫

A
f(x)µF (dx) =

∫
A

f(x)dF (x)と表わすことが多い。
(2) F (x) = xの時 µF は Lebesgue測度となる。

では、定理のような関数F が与えられたとして µF のR上の Lebesgue測度mに関して
定理 1.9, 定理 1.6を用いると可測関数 f と測度 µF,sが存在して

µF (A) =

∫

A

f(x)m(dx) + µF,s(A), A ∈ B1, µF,s⊥m (2.1)

とできる。もちろん、F がC1-級なら、F ′(x) = f(x)かつ µF,s = 0となることが容易に推
測できる。この章では、有界変動な関数 F についてこのことを考察する。10

2.1 Vitaliの被覆定理

定義 2.1 E ⊂ R, Iは正の長さをもつ区間の集合とする。任意の x ∈ Eに対して、xを含
む長さがいくらでも短い I ∈ Iが存在するとき、IはEのVitali被覆であるという。

定理 2.2 (Vitaliの被覆定理) E ⊂ Rを Lebesgue外測度が有限な集合、IをEのVitali

被覆とする。このとき、m∗(E\⋃∞
j=1 Ij) = 0を満たす互いに素な区間の列 {Ij} ⊂ Iが存

在する。また、任意の ε > 0に対してm∗(E\⋃N
j=1 Ij) < εを満たす互いに素な区間の列

I1, . . . , IN ∈ Iが存在する。ただし、m∗はR上の Lebesgue外測度を表わす。

9a = −∞のとき [aは (aと、b = ∞のとき b]は b)と解釈するものとする。以下も同様。
10ここではR上で考えるが、一般にRd上でも同様な考察を行うことができる。(cf . W. Rudin: Real and

Complex Analysis, McGraw-Hill など)
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証明: 測度有限な開集合O ⊃ Eを任意にとり、Ĩ = { I ; I ∈ I, I ⊂ O }とする。任意の
x ∈ Eに対して x ∈ I ⊂ Oなるいくらでも短い I ∈ Iが存在するから、ĨもEのVitali被
覆である。よって、N ∈ NまたはN = ∞に対してm∗(E\⋃N

j=1 Ij) = m∗(E\⋃N
j=1 Ij)と

なるから、Ĩに対して主張を証明すればよい。
{Ij} ⊂ Ĩを次のように帰納的に選ぶ:

(1) I1 ∈ Ĩを任意に選ぶ。
(2) 互いに素な I1, . . . , In ∈ Ĩが選ばれたとすると。もし

⋃n
j=1 Ij ⊃ Eならここで打ち切

る。そうでなければ、ある x ∈ E\⋃n
j=1 Ijが存在する。ĨはVitali被覆でそれぞれ閉

区間であるから、x ∈ Iかつ I ∩⋃n
j=1 Ij = ∅なる I ∈ Ĩが存在する。これより、

0 < kn ≡ sup{ |I| ; I ∈ Ĩ, I ∩ ∪n
j=1Ij = ∅ } (2.2)

である。そこで、In+1 ∈ Ĩを
In+1 ∩ ∪n

j=1Ij = ∅, kn/2 ≤ |In+1| ≤ kn (2.3)

ととる。

このように選んだ {Ij} ⊂ Ĩは次のいずれかを満たす:

(i) 有限回の後に ∪n
j=1Ij ⊃ Eとなる。

(ii) 互いに素な区間の無限列 {Ij} ⊂ Ĩで各 nに対し (2.3)が成立する。

(i)の場合証明は終了している。(ii)の場合、{Ij} ⊂ Ĩは互いに素で Ij ⊂ Oだから
∑∞

j=1 |Ij|
≤ m(O) < ∞. 従って任意の ε > 0に対しN ∈ Nを∑∞

j=N+1 |Ij| < ε/5ととれる。この
とき、

R ≡ E\ ∪N
j=1 Ij ⊂ ∪∞j=N+15Ij (2.4)

であることを証明すればよい。実際、m∗(E\ ∪N
j=1 Ij) ≤

∑∞
j=N+1 5|Ij| < εとなるからで

ある。ただし、5Iとは Iと中心が同じで長さが 5倍の区間のことである。
x ∈ Rとする。x ∈ Iなる I ∈ Ĩで I∩∪n

j=1Ij = ∅をとると、この Iは IN+1, IN+2, . . . のど
れかと交わる。というのは、どれとも交わらないとすると任意のn ∈ Nに対しI∩∪n

j=1Ij = ∅
であるから (2.2)より |I| ≤ kn. このとき、kn → 0となるから |I| = 0となり矛盾するから
である。N0で Ijが初めて Iと交わる番号とする:

I ∩ IN0 6= ∅, I ∩ ∪N0−1
j=1 Ij = ∅.

このとき (2.2), (2.3)より |I| ≤ kN0−1, kN0−1/2 ≤ |IN0|となるから、|I| ≤ 2|IN0|. Iと IN0

は交わるので、このとき I ⊂ 5IN0 . 故に x ∈ 5IN0となり (2.4)を得る。 ¤

注意 2.2 Vitaliの被覆定理においてEは可測集合とは仮定されていない。このことは次
の定理 2.3の証明において役立つ。実際、集合Eu,vが可測かどうかはじめからはわからな
いからである。

問 2.1 定理 2.2の証明をまねて次を示せ。外測度有限な集合E ⊂ Rが区間の族 {Iλ}で覆
われているとする。このとき、{Iλ}の中から有限あるいは可算個の互いに素な区間の列
{Iλj

}を選んで∑
j |Iλj

| ≥ 1
5
m∗(E)とすることができる。これを示せ。
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問 2.2 R上の可積分関数 fに対してその極大関数 f ∗(x) = supr>0
1
2r

∫ x+r

x−r
|f(y)| dy, x ∈ R

と定義する。このとき、任意の t > 0に対して

m({x ∈ R ; f ∗(x) > t }) ≤ 5

t

∫

R
|f(x)| dx

であることを示せ。これを極大不等式と言う。
Hint: まず supr>0 は supr>0,r∈Q としてもよいことに注意し f ∗ が可測であることを示
す。次に、f ∗(x) > tなる x ∈ Rに対し、 1

2r

∫ x+r

x−r
|f(y)| dy > tとなる r > 0を rxと書き、

Ix = (x− rx, x + rx)と定める。このとき、{Ix}は { x ∈ R ; f ∗(x) > t }の被覆であること
に注意し問 2.1を用いよ。

2.2 単調関数の微分

定理 2.3 (Lebesgueの定理) 区間 [a, b]上の単調増加関数 F はほとんど至るところ微分
可能で、その導関数 F ′は可積分である。更に、不等式

∫ β

α

F ′(x) dx ≤ F (β + 0)− F (α + 0) (2.5)

が任意の a ≤ α < β ≤ bに対して成立する。

証明: x ≤ aなら F (x) = F (a), x ≥ bなら F (x) = F (b)として F をR全体で定義してお
く。a ≤ x ≤ bに対して

D±F (x) = lim h↓0
F (x± h)− F (x)

±h
, D±F (x) = lim h↓0

F (x± h)− F (x)

±h
,

と定義する。明らかにD+F (x) ≤ D+F (x), D−F (x) ≤ D−F (x)だから、

F ′(x) = lim
h→0

F (x + h)− F (x)

h
が収束する

⇐⇒ D+F (x) ≤ D−F (x)かつD−F (x) ≤ D+F (x)
(2.6)

である。(2.6)の右辺が成立しない xの集合E = E+ ∪E−が零集合であることを示す。た
だし、

E+ = { x ∈ [a, b] ; D+F (x) > D−F (x)}, E− = { x ∈ [a, b] ; D−F (x) > D+F (x)}

とする。m∗(E+) = 0を示す。m∗(E−) = 0も同様に示せる。このため任意の u > vに対
して

m∗(Eu,v) = 0, Eu,v = { x ∈ [a, b] ; D+F (x) > u > v > D−F (x)} (2.7)

を示せばよい。というのはE+ = ∪u,v∈Q:u>vEu,vとなるからである。s = m∗(Eu,v)とかく。
任意に ε > 0をとっておく。開集合 O ⊃ Eu,v をm(O) < s + εととる。x ∈ Eu,v なら、
v > D−F (x)だから F (x)− F (x− h) < hvなるいくらで小さい h > 0なとれる。従って、
閉区間の族

I = { [x− h, x] ; x ∈ Eu,v, h > 0, [x− h, x] ⊂ Oで F (x)− F (x− h) < hv }
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はEu,vのVitali被覆である。定理 2.2を用いて Iに含まれる互いに素な区間列 Ĩj = [xj −
hj, xj], j ∈ N, をm∗(Eu,v\ ∪∞j=1 Ĩj) = 0ととる。∪∞j=1Ĩj上の F の増分について

∞∑
j=1

(F (xj)− F (xj − hj)) ≤
∞∑

j=1

vhj ≤ vm(O) < v(s + ε) (2.8)

が成り立つ。Ij = (xj − hj, xj), j ∈ Nとする。m∗(Eu,v\ ∪∞j=1 Ij) = 0でもある。

A = Eu,v ∩ ∪∞j=1Ij

と定めると、m∗(A) = m∗(Eu,v) = sとなる。y ∈ Aなら D+F (y) > uでもあるから、
F (y + k)− F (y) > kuをみたすいくらで小さい k > 0が存在する。今、y ∈ Ijなる jが存
在し Ijが開区間であることを考慮すると、k > 0が十分小さいければ [y, y + k]は Ijに含
まれる。これから、

J = { [y, y + k] ; xy ∈ A, k > 0, ∃j : [y, y + k] ⊂ Ij で F (y + k)− F (y) > ku }

は再び Aの Vitali被覆である。定理 2.2を用いて J に含まれる互いに素な区間列 Ji =

[yi, yi + ki], i = 1, . . . , をm∗(A\ ∪∞i=1 Ji) = 0ととる。m∗(A ∩ ∪∞i=1Ji) = m∗(A) = sであ
る。F の∪∞i=1Ji上の増分は

∞∑
i=1

(F (yi + ki)− F (yi)) ≥
∞∑

j=1

kiu ≥ um∗(A ∩ ∪∞i=1Ji) = us. (2.9)

一方、F は単調増加で {Ji}は互いに素でそれぞれある Ijに含まれるから、(2.8), (2.9)に
よって

us ≤
∞∑
i=1

(F (yi + ki)− F (yi)) ≤
∞∑

j=1

(F (xj)− F (xj − hj)) ≤ v(s + ε).

u > vで ε > 0は任意であったから s = m∗(Eu,v) = 0を得る。
以上で 0 ≤ F ′(x) ≤ ∞がほとんど至るところ定義できた。次に F ′は可積分、よってほ
とんど至るところ有限で、(2.5)が成り立つことを示す。F ′(x)が (+∞をこめて)存在す
る xに対しては、例えば特に h → 0を 1/n → 0としても同じ極限となるので

F ′(x) = lim
h→0

F (x + h)− F (x)

h
= lim

n→∞
Gn(x), Gn(x) ≡ n

{
F

(
x +

1

n

)
− F (x)

}
.

ここで、Gn(x)は可測よりF ′(x)も可測で、F は単調増加だったからGn ≥ 0. 故に、Fatou

の補題より

∫ β

α

F ′(x) dx ≤ lim

∫ β

α

Gn(x) dx ≤ lim n

{∫ β+ 1
n

α+ 1
n

F (x) dx−
∫ β

α

F (x) dx

}

≤ lim n

{∫ β+ 1
n

β

F (x) dx−
∫ α+ 1

n

α

F (x) dx

}
≤ F (β + 0)− F (α + 0). ¤
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例 2.1 一般には (2.5)における等式は成立しない。例えば [0, 1]上でCantorの三進関数F

を考えると (左辺) = 0, (右辺) = 1となる。ここで、Cantorの三進関数 F は次で定義さ
れる単調増加な連続関数 Fnの一様収束極限として定義される連続関数である:

A0 = [0, 1], An+1 = An\
3n−1⋃

k=0

(
k

3n
+

1

3n+1
,

k

3n
+

2

3n+1

)
,

Fn(x) =
3n

2n

∫ x

0

1An(t) dt, 0 ≤ x ≤ 1, n = 1, 2, · · · .

尚、A = ∩∞n=0AnをCator集合といい、連続濃度であるが測度が零となっている。

定理 2.4 f を [a, b]上の非負可積分関数とする。F (x) =

∫ x

a

f(t) dtは連続かつほとんど

至るところ微分可能で、F ′(x) = f(x) a.e. が成立する。

証明: x ≤ aなら f(x) = f(a), x ≥ bなら f(x) = f(b)としてF をR全体で定義しておく。
F (x)が連続であることはLebesgueの収束定理を用いればよく、また明らかに単調増加だ
から定理 2.3よりほとんど至るところ微分可能であるので F ′(x) = f(x) a.e., のみをを証
明すればよい。
(i) f が有界、0 ≤ f(x) ≤ M の場合. n = 1, 2, . . . に対して

gn(x) = n

(
F

(
x +

1

n

)
− F (x)

)
= n

∫ x+ 1
n

x

f(t) dt

とおく。 lim
n→∞

gn(x) = F ′(x) a.e., |gn(x)| ≤ M より Lebesgueの有界収束定理を適用し

∫ x

a

F ′(t) dt = lim
n→∞

∫ x

a

gn(t) dt = lim
n→∞

n

(∫ x+ 1
n

x

−
∫ a+ 1

n

a

)
F (t) dt

= F (x)− F (a) =

∫ x

a

f(t) dt.

2行目の最初の等号はF の連続性を用いた。これより、
∫ x

a

F ′(t) dt =

∫ x

a

f(t) dt (a ≤ x ≤
b)となるから F ′(x) = f(x) a.e.を得る。
(ii) 一般の場合. 定理 2.3より

∫ x

α

F ′(t) dt ≤ F (x)− F (a) =

∫ x

a

f(t) dt. (2.10)

逆の不等式を示すため n = 1, 2, . . . に対して

fn(x) =

{
f(x), 0 ≤ f(x) < nの時,

0, f(x) ≥ nの時,
Gn(x) =

∫ x

a

(f(t)− fn(t)) dt

と定義する。F (x) = Gn(x) +
∫ x

a
fn(t)dtで fnは有界だから (i)より

F ′(x) = G′
n(x) + fn(x) ≥ fn(x) a.e., n = 1, 2, . . . .
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ここで、不等号にはG′
n ≥ 0 a.e. であることを用いた。n → ∞のとき fn(x) → f(x)よ

り、F ′(x) ≥ f(x) a.e. 即ち、
∫ x

a

F ′(t) dt ≥
∫ x

a

f(t) dt.

よって、(2.10)とあわせて
∫ x

a
F ′(t) dt =

∫ x

a
f(t) dt (a ≤ x ≤ b)となるから F ′(x) = f(x)

a.e.を得る。 ¤

問 2.3 f(x) = x sin 1
x

(x 6= 0), = 0 (x = 0) とするとき、D±f(0), D±f(0)を求めよ。

問 2.4 f は [a, b]上で連続で、D+f(x) ≥ 0 (a < x < b) のとき、f(a) ≤ f(b)を示せ。

2.3 有界変動関数

以下、[a, b]は有界閉区間、F は [a, b]上の右連続な実数値関数とする。

定義 2.2 [a, b]の分割∆ : a = x0 < x1 < x2 < . . . < xN = bに対して

V +
F,∆ =

N∑
j=1

(F (xj)− F (xj−1))
+, V −

F,∆ =
N∑

j=1

(F (xj)− F (xj−1))
−,

VF,∆ =
N∑

j=1

|F (xj)− F (xj−1)| = V +
F,∆ + V −

F,∆

と書く。ただし、a ∈ Rに対して (a)± = max{±a, 0}とする。V +
F [a, b] = sup∆ V +

F,∆,

V −
F [a, b] = sup∆ V −

F,∆, VF [a, b] = sup∆ VF,∆をそれぞれF の [a, b]上の正変動, 負変動, 全変
動 (total variation)という。ここで supはすべての [a, b]の分割∆に関して取る。VF [a, b] <

∞のとき F は [a, b]上有界変動 (bounded variation)であるといい、[a, b]上の有界変動関
数全体をBV [a, b]で表わす。

問 2.5 α = 1, 2のとき、F (x) = x2 sin(1/xα) (x 6= 0), = 0 (x = 0)が [−1, 1]上有界変動
となるかそれぞれ調べよ。

補題 2.5 (1) F,G ∈ BV [a, b], α, β ∈ Rに対して αf + βg ∈ BV [a, b].

(2) 単調増加関数F は有界変動で、F が単調増加のとき F (x)− F (a) = V +
F [a, x], F が単

調減少のとき F (x)− F (a) = −V −
F [a, x]である。

(3) F, Gが単調増加ならその差 F −Gは有界変動となる。

証明: 容易なので演習問題とする。 ¤

補題 2.6 F が [a, b]上有界変動なら、次が成立する:

(1) VF [a, b] = V +
F [a, b] + V −

F [a, b].

(2) F (b)− F (a) = V +
F [a, b]− V −

F [a, b].

(3) a < c < bに対して VF [a, b] = VF [a, c] + VF [c, b], V ±
F [a, b] = V ±

F [a, c] + V ±
F [c, b].
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証明: c+(c)− = (c)+, |c| = c+2(c)−より任意の分割∆に対してF (b)−F (a)+V −
F,∆ = V +

F,∆,

VF,∆ = F (b)− F (a) + 2V −
F,∆となるから、∆についての上限を取ることで

F (b)− F (a) + V −
F [a, b] = V +

F [a, b], VF [a, b] = F (b)− F (a) + 2V −
F [a, b] (2.11)

を得る。よって、(2), (1)が従う。(3)のために [a, b]の分割∆に点cを加えた出来た [a, c], [c, b]

の分割をそれぞれ∆1, ∆2とすると VF,∆0 = VF,∆1 + VF,∆2 . ここで、∆0は∆に点 cを加え
た出来た [a, b]の分割である。これと、全変動の定義から VF [a, b] = VF [a, c] + VF [c, b]はす
ぐに従う。正変動、負変動についても同様である。 ¤

補題 2.7 F は [a, b]上有界変動、a < c < bとする。
(1) F が点 cで右連続なら、limu→c+0 VF [u, b] = VF [c, b].

(2) F が点 cで左連続なら、limu→c−0 VF [a, u] = VF [a, c].

証明: (1)のみ示す。任意の ε > 0をとる。[c, b]の分割∆ : c = t0 < t1 < · · · < tn = bを

VF,∆ > VF [c, b]− ε/2 (2.12)

と選ぶ。F は cで右連続なので 0 < δ < t1 − t0が存在して

0 < h < δ =⇒ |F (c + h)− F (c)| < ε/2 (2.13)

とできる。このとき、t0 < u < t0 + δなる uを∆に付け加えて得られる [c, b]の分割を∆1,

それから t0を取り除いて出来る [u, b]の分割を∆2とすると

VF,∆ ≤ VF,∆1 = VF,∆2 + |F (u)− F (t0)|
となるから (2.12), (2.13)と合わせて

VF [c, b] < VF,∆2 + ε ≤ VF [u, b] + ε.

VF [c, b] ≥ VF [u, b]は明らかに成立するから、以上より

c < u < c + δ =⇒ |VF [u, b]− VF [c, b]| < ε. ¤

定理 2.8 [a, b]上の関数Fが有界変動であるためには単調増加関数F1, F2によってF (x) =

F1(x)−F2(x)と表わせることが必要十分である。特に、F が点 cで右連続であればF1, F2

はともに cで右連続、F が点 cで左連続であれば F1, F2は左連続にとれる。

証明: 単調増加関数 F1, F2の差が有界変動であることは補題 2.5による。逆に関数 F が
有界変動であれば補題 2.6により F (x) − F (a) = V +

F [a, x] − V −
F [a, x]であるから F1(x) =

V +
F [a, x]− 1

2
F (a), F2(x) = V −

F [a, x] + 1
2
F (a)とすればよい。右 (左)連続性は補題 2.6より

F1(x) =
1

2
(VF [a, x] + F (x)) =

1

2
(VF [a, b]− VF [x, b] + F (x))

となることを補題 2.7と合わせれば F1についてを得る。これと F2 = F1 − F より F2につ
いても従う。 ¤

問 2.6 f ∈ BV [a, b]なら任意の c ∈ (a, b)に対して F (c − 0), F (c + 0)が存在することを
示せ。また、F は高々可算個の点を除いて連続であることを示せ。
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2.4 Lebesgue-Stieltjes測度

ここでは、定理 2.1の証明の概略を述べ、注意 2.1の後で述べた (2.1)での f と定理 2.3

での F ′が a.e.で一致することを調べる。
このため、実際に測度を構成するために便利な結果を証明なしに紹介し11、その後で定
理 2.1を証明する。

定義 2.3 集合Xの部分集合からなる集合族 Cは、
(1) ∅, X ∈ C, A,B ∈ C =⇒ A ∩B ∈ C.
(2) A ∈ CならAcは互いに素な有限個の Cの要素の和集合で表わせる
を満たすとき、X上の半加法族 (semi-algebra)であるという。

命題 2.9 C ⊂ 2Xが集合Xの半加法族のとき、Cを含む最小の有限加法族 σ0(C)の元は互
いに素な有限個の Cの要素の和集合からなる。

定理 2.10 集合X上の半加法族 Cに対し、µ0 : C → [0,∞]が µ0(∅) = 0と条件
(1) C =

∑n
j=1 Cj ∈ C, Cj ∈ C (j = 1, . . . , n) =⇒ µ0(C) =

∑n
j=1 µ0(Cj).

(2) C =
∑∞

j=1 Cj ∈ C, Cj ∈ C (j ∈ N) =⇒ µ0(C) ≤ ∑∞
j=1 µ0(Cj).

を満たすとき、C 上の前測度 (pre-measure)と呼ばれる。C 上の前測度 (pre-measure)は
σ0(C)上の測度に一意的に拡張できる。

これを E.Hopfの拡張定理と組み合わせることで次が得られる。

定理 2.11 C ⊂ 2XをX上の半加法族, µ0 : C → [0,∞]を前測度とする。もし、µ0が σ-有
限、即ち、µ0(Xj) < ∞なるXj ∈ CでX =

∑∞
j=1 Xjと表わせるとき、µ0は Cを含む最小

の σ-加法族 σ(C)を含むある σ-加法族上の (完備な)測度 µに一意的に拡張される。特に、

µ(E) = inf

{ ∞∑
j=1

µ0(Cj) ; E ⊂
∞⋃

j=1

Cj, Cj ∈ C, j ∈ N
}

, E ∈ σ(C)

となる。

定理 2.1の証明: Cを半開区間 (c, d]∩ (a, b] (a ≤ c < d ≤ b)の全体とすると、CはR上の
半加法族となる。このとき、µ0((c, d]) = F (d) − F (c)によって定まる µ0 : C → [0,∞]は
明らかに σ-有限だから定理 2.10の条件 (i), (ii)を満たすことを示せばよい。(i)は明らか
だから (ii)を示す。つまり、(c, d] =

∑∞
j=1(cj, dj]のとき

F (d)− F (c) ≤
∞∑

j=1

(F (dj)− F (cj)) (2.14)

を示す。−∞ < c < d < ∞のとき。任意の ε > 0をとる。F の右連続性を用いて、δ, δj > 0

(j ∈ N)を

F (c + δ) < F (c) + ε/2, F (dj + δj) < F (dj) + ε/2j+1 (j ∈ N) (2.15)
11証明は谷島著 [Y]または R. Durrett: Probability, Theory and Examples, 2nd ed. Duxbury Pressの

Appendixを参照のこと。Durrettの本は確率論の入門書として名著でありその Appendixには測度論がコ
ンパクトにまとめられている。
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と選ぶことができる。このとき、[c + δ, d] ⊂ ∪∞j=1(cj, dj + δj). よって、Heine-Borelの被
覆定理より有限個の区間を選んで [c + δ, d] ⊂ ∪N

j=1(cj, dj + δj)とでき、

F (d)− F (c)− ε/2 ≤ F (d)− F (c + δ)

≤
N∑

j=1

(F (dj + δj)− F (cj)) ≤
∞∑

j=1

(F (dj)− F (cj)) + ε/2. (2.16)

ε > 0は任意より (2.14)を得る。−∞ = (b =)c < d < ∞のとき。任意の ε > 0に対して
F (c) = −∞, > −∞に応じて c0 ∈ Rを F (c0) > −1/ε, F (c0) < F (c) + ε/2と、δj > 0

(j ∈ N)を (2.15)ととれば、[c0, d] ⊂ ∪∞j=1(cj, dj + δj). Heine-Borelの被覆定理より有限個
の区間を選んで [c0, d] ⊂ ∪N

j=1(cj, dj + δj)とでき、F (c) = −∞の場合は (2.16)と同様に

F (d) + 1/ε ≤ F (d)− F (c0) ≤
N∑

j=1

(F (dj + δj)− F (cj)) ≤
∞∑

j=1

(F (dj)− F (cj)) + ε/2.

ε > 0は任意より (2.14)の左辺は∞となり、(2.14)が示されたことになる。他の場合は演
習問題とする。 ¤

問 2.7 (Kolmogorovの拡張定理) (Rn,B(Rn))上の確率測度 µnが整合的 (consistent)

であるとする:

µn+1

(
(a1, b1]× . . .× (an, bn]×R)

= µn

(
(a1, b1]× . . .× (an, bn]

)
(−∞ < ai < bi < ∞).

このとき、(RN,B(RN))上の確率測度 P が唯一つ存在して

P ({ω = (ωj) ; ωj ∈ (aj, bj], 1 ≤ j ≤ n}) = µn

(
(a1, b1]× . . .× (an, bn]

)

とできることを示せ。ただし、RNは直積位相を入れるものとする。

系 2.12 関数 F : [a, b] → R (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) が右連続かつ有界変動とする。このと
き、B(a,b] = {(a, b] ∩B; B ∈ B1}上の符号付測度 νF が存在して

νF ((s, t]) = F (t)− F (s) a ≤ s < t ≤ b

を満たす。

証明: 定理 2.8によりF = F1−F2と右連続かつ単調増加な関数の差として表わせる。よっ
て、定理 2.1より定まる Lebesgue-Stieltjes測度 µF1 , µF2 を用いて νF = µF1 − µF2 とおけ
ば、これが求める符号付速度であることがわかる。 ¤

多少天下り的ではあるが、関数 F : [a, b] → Rに対して次のような定義を与える。

定義 2.4 (1) 関数 F : [a, b] → Rが任意の ε > 0に対して、ある δ > 0が存在して、有限
個の互いに素な区間 [x1, y1], . . . , [xn, yn]が

∑n
j=1 |yj − xj| < δをみたす時にはつねに

∑n
j=1 |F (yj)− F (xj)| < ε (2.17)

をみたすとき [a, b]上絶対連続 (absolutely continuous)という。
(2) 関数 F : [a, b] → Rが有界変動でその微分がほとんど至るところ 0に等しい有界変動
関数を特異関数という。連続な特異関数を特異連続関数という。
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補題 2.13 関数 F : [a, b] → Rが絶対連続ならば有界変動となる。

証明: ε = 1に対して (2.17)が成り立つ δ1を一つとって固定し、分割∆0 : a = y0 < y1 <

· · · < yN = bをmaxj(yj − yj−1) < δ1となるように選ぶ。このとき、∆0の任意の細分割
∆1 : a = x0 < x1 < · · · < xM = bに対して

VF,∆1 =
N∑

j=1

∑

[xk−1,xk]⊂[yj−1,yj ]

|F (xk)− F (xk−1)|

であるが、
∑

[xk−1,xk]⊂[yj−1,yj ]
|xk−xk−1| = |yj−yj−1| < δ1よりVF,∆1 < N . 今、任意の分割

∆に対して∆と∆0を合わせた分割∆ ∪∆0は∆0の細分であるから VF,∆ ≤ VF,∆∪∆0 < N

となるので VF [a, b] ≤ N を得る。 ¤

補題 2.14 F1, F2が絶対連続ならばF = F1−F2も絶対連続である。逆に、関数F が絶対
連続連続であれば定理 2.8による右連続かつ単調増加な関数の分解 F = F1 − F2を F1, F2

がともに絶対連続にとれる。

証明: 演習問題とする。 ¤

定理 2.15 関数 F : [a, b] → Rは有界変動かつ右連続とし、対応する Lebesgue-Stieltjes測
度を νF する。また、mは 1次元 Lebesgue測度を表わすとする。このとき、
(1) F が特異であるための必要十分条件は νF とmが特異であることである。
(2) F が絶対連続であるための必要十分条件は νF がmに絶対連続であることである。

証明: (1), (2)ともに F は単調増加として一般性を失わないことに注意する。定理 2.1, 系
2.12の記号に従って µF = νF とかく。
(1) (十分性) 定理 2.3より

∫ β

α
F ′(x) dx ≤ F (β)− F (α) = µF ((α, β])より任意のA ∈ B(a,b]

に対して 0 ≤ ∫
A

F ′(x) dx ≤ µF (A). µF と mが特異とすると、E ∈ B(a,b] が存在して
m(Ec) = µF (E) = 0. これよりA ⊂ Ecならm(A) = 0より

∫
A

F ′(x) dx = 0. 一方A ⊂ E

ならば
∫

A
F ′(x) dx ≤ µF (A) = 0. 従って任意のA ∈ B(a,b]に対して

∫
A

F ′(x) dx = 0とな
り F ′ = 0 a.e.を得る。
(必要性) 定理 1.9 (Lebesgue分解)を µF に適応すると次のように分解できる:

µF (A) =

∫

A

ϕdm + µF,s(A), A ∈ B(a,b], ϕ ∈ L1(m), µF,s⊥m.

Fs(x) = µF,s((a, x])とおくと、F (x) − F (a) =
∫ x

a
ϕdm + Fs(x). 定理 2.3と定理 2.4を用

い両辺を微分すると (十分性)より F ′
s(x) = 0 a.e.であるから、F ′(x) = ϕ(x) a.e. ここで、

もし F が特異であれば ϕ(x) = F ′(x) = 0 a.e. となるから、µF = µF,s. 即ち、µF とmは
特異である。

(2) (必要性)仮定より任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在して、有限個の互いに素な
区間 [x1, y1], . . . , [xn, yn]が (2.17)を満たすようにできる。今m(A) = 0であれば可算無限個
の互いに素な区間 Ik = (xk, yk] (k ∈ N)をA ⊂ ∑∞

k=1 Ikかつ
∑∞

k=1 |Ik| < δとできる。この
とき、任意のn ∈ Nに対し∑n

k=1 |Ik| < δよりµF (
∑n

k=1 Ik) =
∑n

k=1 |F (yk)−F (xk)| < εと
できるから、µF (A) ≤ µF (

∑∞
k=1 Ik) ≤ ε. ε > 0は任意だったから、ε ↓ 0としてµF (A) = 0

を得る。
(十分性) 次の補題 2.16でA =

∑n
k=1(xk, yk]をとればよい。 ¤

19



補題 2.16 µ, νを可測空間 (X,A)上の測度とすると ν ¿ µであるための必要十分条件は、
任意の ε > 0に対してある δ > 0が存在してA ∈ A : µ(A) < δならば ν(A) < εとなるこ
とである。

証明: 十分性は明らかであろう。背理法により必要性を示す。ある ε0 > 0が存在して
各 n ∈ Nで µ(An) < 1

2n , ν(An) ≥ ε0 なる An ∈ Aが存在すると仮定する。このとき、
A = ∩∞n=1 ∪∞m=n Amとおくと

∑∞
n=1 µ(An) < ∞であるから Borel-Cantelliの補題 (cf . 例

えば [I] p.35)より µ(A) = 0. 一方、各 n ∈ Nで ν(∪∞m=nAm) ≥ ν(An) ≥ ε0であるから
ν(A) = limn→∞ ν(∪∞m=nAm) ≥ ε0. これは ν ¿ µであることに矛盾する。 ¤

定理 2.15と補題 1.5 (3), 定理 1.6 (Radon-Nikodym), 定理 1.9 (Lebesgue分解)をそれぞ
れ対応させることにより次を得る。証明は略す。12

補題 2.17 有界変動関数F : [a, b] → Rが絶対連続かつ特異ならばFは定数 (関数)である。

定理 2.18 関数F : [a, b] → Rが絶対連続であることと、[a, b]上の可積分なϕが存在して

F (x) = F (a) +

∫ x

a

ϕ(t) dt, x ∈ [a, b]

となることは必要十分条件である。このとき、特に F ′ = ϕ a.e.である。

定理 2.19 関数 F : [a, b] → Rは有界変動とする。このとき、絶対連続な関数 Faと特異
な関数 Fsが存在して F (x) = Fa(x) + Fs(x)と分解される。この分解は定数を除いて一意
的である。

注意 2.3 定理 2.19で特異部分 Fsを更に特異連続な関数 Fscと不連続な点でのみ変化す
る関数 Fdの和に分解することもできる。実際、D = {x ∈ [a, b] ; νF ({x}) 6= 0 }ととり
Fd(x) = νF ((a, x] ∩D), Fsc(x) = Fs(x)− Fd(x)すればよい。

問 2.8 (すべての点で微分不可能な関数の例13 ) x ∈ Rに対し g(x) = min{ x − [x] , 1 −
(x− [x]) }, ([x]は xの整数部分), f(x) =

∑∞
n=1 4−ng(4nx)とおく。このとき、次を示せ。

(i) f は ∀x ∈ Rで連続, (ii) f は ∀x ∈ Rで微分不可能.

Hint: (ii) gn(x) = 4−ng(4nx), また x ∈ R, k ∈ Nに対し

δk(x) =

{
4−k−1, if x ∈ ∪m∈Z

[
2m

4k+1 ,
2m+1
4k+1

)
,

−4−k−1, if x ∈ ∪m∈Z
[

2m−1
4k+1 , 2m

4k+1

)
,

とおく。このとき、|gn(x + δk(x))− gn(x)|の値は、n ≤ k, n > kに応じて各々4−k−1, 0と
なることを示し、limk→∞

f(x+δk(x))−f(x)
δk(x)

が存在しないことを調べよ。

問 2.9 (a, b)において F は連続かつ有界変動、ϕは有界変動とする。次を示せ。
∫ b

a

ϕ(x) dF (x) = F (b)ϕ(b)− F (a)ϕ(a)−
∫ b

a

F (x) dϕ(x).

12これらの定理は Lebesgue-Stieltjes測度やRadon-Nikodymの定理とは独立に証明可能である (cf . [Y])。
13吉田伸生氏による測度論の講義ノートにある例。この講義ではこの講義録を多く参考にしている。次の

URLから入手できます。 http://www.math.kyoto-u.ac.jp/˜nobuo/
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3 関数空間

3.1 Lp-空間

(X,A, µ)を測度空間とする。

定義 3.1 p ∈ [1,∞]とする。X上のA-可測な複素数値関数 f で ‖f‖p < ∞なるもの全体
を Lp(X,A, µ)あるいは単に Lp(µ)で表す；

‖f‖p =

{ (∫
X
|f |pdµ

)1/p
, 1 ≤ p < ∞

ess sup |f | ≡ inf
{

λ > 0 ; |f | ≤ λ, µ-a.e.
}
, p = ∞.

(3.1)

ここで、f = g µ-a.e.のとき f と gは同じ関数と考えることにする。
X ⊂ RdがLebesgue可測集合、µdをRd上のLebesgue測度とするとき、Lp(X,Ld

X , µ)を
Lp(X)と略記する。ただしLdは Lebesgue可測集合族、Ld

X = {A ∈ Ld ; A ⊂ X }を表す。
X を高々可算集合、µをX 上の個数測度 (cf . p.9 脚注)とするとき、Lp(X, 2X , µ)を

`p(X)と記す。`p(X)は数列空間と呼ぶことが多い。

この節では Lp(µ)がBanach空間 (cf . 定義 3.2) であることを証明する。

定義 3.2 (1) 線形空間 V があって、その元 f ∈ V に対し ‖f‖で表される実数が対応し、
(i) ‖f‖ ≥ 0, f = 0のときかつそのときに限り ‖f‖ = 0;

(ii) ‖αf‖ = |α|‖f‖ (α ∈ C);

(iii) ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖
を満たすとき、‖f‖を f ∈ V のノルム (norm) といい、ノルムの定義された線形空間
(V, ‖ · ‖)をノルム空間という。ノルム空間の元 f, gに対して d(f, g) = ‖f − g‖とおくと
d(f, g)は距離の公理を満たす。そこで (V, ‖ · ‖)をこのノルムから誘導される距離に関す
る距離空間と見なす。
(2) ノルム空間 (V, ‖ · ‖)の点列 {fn}と f ∈ V に対し limn→∞ ‖fn − f‖ = 0となるとき
{fn}は f に (強)収束するといい、limn→∞ fn = f in V もしくは fn → f in V 等と表す。
(空間 V が明らかなときは “in V ”を略すこともある。)

(3) ノルム空間 (V, ‖ · ‖)が距離空間として完備であるとき、即ち、任意の Cauchy列
{fn} ⊂ V : limm,n→∞ ‖fm− fn‖ = 0に対して f ∈ V が存在して fn → f in V となるとき、
Banach空間であるという。

例 3.1 (1) x = (x1, . . . , xn) ∈ Cnに対し ‖x‖p = (
∑n

k=1 |xk|p)1/p (1 ≤ p < ∞), ‖x‖∞ =

maxk=1,... ,n |xk|と定める。すべての 1 ≤ p ≤ ∞に対して (Cn, ‖ · ‖p)は Banach空間とな
る。この場合 ‖ · ‖pから入る位相は pによらず同値となる (cf . 問題 3.1)。
(2) V = C([a, b];C): [a, b]上の複素数値連続関数全体とする。ここではX = [a, b], µを
その上の Lebesgue測度とし (3.1)のノルムを考える。このとき (V, ‖ · ‖1), (V, ‖ · ‖∞)はと
もにノルム空間になるがBanach空間となるのは後者のみである。

問 3.1 線形空間 V 上の２つのノルム ‖ · ‖, ||| · |||について、定数 C1, C2 > 0が存在してす
べての u ∈ V に対して不等式

C1‖u‖ ≤ |||u||| ≤ C2‖u‖
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が成立するとき、ノルム ‖ · ‖, ||| · |||は同値であるという。X上のノルム ‖ · ‖, ||| · |||について
次の (a), (b)が同値である事を示せ。

(a) 定数C > 0が存在して、‖u‖ ≤ C|||u||| (∀u ∈ V ),

(b) limn→∞ |||un||| = 0となる任意の点列 {un} ⊂ V に対して、limn→∞ ‖un‖ = 0.

次の補題より (Lp(µ), ‖ · ‖p)がノルム空間になることがわかる。

命題 3.1 p, q ∈ [1,∞], 1
p

+ 1
q

= 1とし f, gは可測とする。このとき以下が成立する。

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q (Hölderの不等式) (3.2)

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (三角不等式, Minkowskiの不等式ともいう) (3.3)

証明: (3.2): (p, q) = (1,∞)の場合は λ > ‖f‖∞なら λ > |f |, µ-a.e. より

‖fg‖1 ≤ ‖λg‖1 = |λ|‖f‖1

となるから、λ ↓ ‖f‖∞とすればよい。(p, q) = (∞, 1)の場合も同様。
1 < p, q < ∞のとき、任意の s, t ≥ 0に対し

st ≤ 1

p
sp +

1

q
tq, 等号成立 ⇐⇒ sp = tq (3.4)

であることに注意する。(証明は容易なので略す。) C = ‖f‖p‖g‖qとする。C = ∞なら
(3.2)は自明。C = 0なら f = 0, µ-a.e., または g = 0, µ-a.e.であるからこの場合も (3.2)

の両辺= 0. C ∈ (0,∞)のとき、(3.4)で s = |f(x)|/‖f‖p, t = |g(x)|/‖g‖qとし両辺を µで
積分すると

C−1

∫

X

|fg| dµ ≤ 1

p‖f‖p
p

∫

X

|f |p dµ +
1

q‖g‖q
q

∫

X

|g|q dµ =
1

p
+

1

q
= 1

だから両辺にCを乗じて (3.2)を得る。
(3.3): p = 1のとき |f + g| ≤ |f |+ |g|の両辺を積分すればよい。

p = ∞のとき λ1 ≥ |f |, λ2 ≥ |g|, µ-a.e.とすると |f + g| ≤ λ1 + λ2, µ-a.e.より ‖f + g‖∞ ≤
λ1 + λ2. よって λ1 ↓ ‖f‖∞, λ2 ↓ ‖g‖∞とすればよい。
1 < p < ∞のとき ‖f‖p + ‖g‖p = ∞なら自明だから< ∞としてよい。任意の s, t ∈ Rに
対し |s + t|p ≤ 2p−1(|s|p + |t|p) であることに注意する (証明は容易)と、h = f + gに対し

‖h‖p
p =

∫

X

|h|p dµ ≤ 2p−1
(∫

X

|f |p dµ +

∫

X

|g|p dµ
)

< ∞

を得る。今、Hölderの不等式を用いると

‖h‖p
p =

∫

X

|h|p dµ ≤
∫

X

|h|p−1|f | dµ +

∫

X

|h|p−1|g| dµ

≤ ‖hp−1‖q‖f‖p + ‖hp−1‖q‖g‖p = (‖f‖p + ‖g‖p)‖h‖p
p−1

となるので両辺を ‖h‖p
p−1で割れば主張を得る。‖hp−1‖q = ‖h‖p

p−1の変形は q(p− 1) = p

よりノルムの定義 (3.1)からすぐに従う。 ¤
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定理 3.2 Lp(µ)はノルム ‖ · ‖pに関して完備である (従ってBanach空間である)。

補題 3.3 p ∈ [1,∞], {fn} ⊂ Lp(µ),
∑∞

n=1 ‖fn‖p < ∞なら∑∞
n=1 |fn| < ∞, µ-a.e.かつ

‖
∞∑

n=1

fn‖p ≤
∞∑

n=1

‖fn‖p. (3.5)

証明: p = ∞のときは容易なので略す。p < ∞のとき
∥∥∥
∞∑

n=1

|fn|
∥∥∥

p
≤ lim

l→∞

∥∥∥
l∑

n=1

|fn|
∥∥∥

p
(単調収束定理より)

≤ lim
l→∞

l∑
n=1

‖fn‖p (三角不等式より)

=
∞∑

n=1

‖fn‖p < ∞.

従って
∑∞

n=1 |fn| < ∞, µ-a.e. よって |∑∞
n=1 fn| ≤

∑∞
n=1 |fn|とあわせて (3.5)を得る。

¤
定理 3.2の証明: {fn} ⊂ Lp(µ)をCauchy列とする。このとき、部分列 {fn(k)}k≥1をとり
limk→∞ ‖fn(k) − f‖p = 0なる f ∈ Lp(µ)の存在を証明すれば

lim n→∞‖fn − f‖p ≤ lim
n,k→∞

‖fn − fn(k)‖p + lim
k→∞

‖fn(k) − f‖p = 0

となり証明は完了する。
部分列 {fn(k)}k≥1を次を満たすように選ぶ:

‖fn(k+1) − fn(k)‖p ≤ 2−k, k = 1, 2, . . . .

特に、
∑∞

l=1 ‖fn(l+1) − fn(l)‖p < ∞であるから、補題 3.3より

f = fn(1) +
∞∑

l=1

(fn(l+1) − fn(l))

とすると右辺は µ-a.e.で絶対収束し f ∈ Lp(µ)となる。このとき、

f − fn(k) =
∞∑

l=k

(fn(l+1) − fn(l))

に対して補題 3.3を用いると

‖f − fn(k)‖p ≤
∞∑

l=k

‖fn(l+1) − fn(l)‖p ≤
∞∑

l=k

2−l → 0, as k →∞. ¤

上記証明で F = |fn(1)|+
∑∞

l=1 |fn(l+1) − fn(l)|とおくことで次の系を得る。

系 3.4 fn, f ∈ Lp(µ) (n ∈ N)が fn → f in Lp(µ)を満たすとする。このとき、部分列
{fn(k)} ⊂ {fn}と F ∈ Lp(µ)で次の (a), (b)を満たすものが存在する。

(a) 各 k ∈ Nに対して |fn(k)| ≤ F , µ-a.e.

(b) k →∞のとき、µ-a.e.で fn(k) → f .
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問 3.2 1 ≤ p < q ≤ ∞とする。
(1) µ(X) < ∞ならば Lq(µ) ⊂ Lp(µ)を示せ。 (Hint: Hölderの不等式を用いよ。)

(2) f ∈ Lp([0, 1])かつ f /∈ Lq([0, 1])なる f を例示せよ。
(3) Lp(R)と Lq(R)の間に包含関係がないことを示せ
(4) 任意の r ∈ (p, q)に対して θ ∈ (0, 1)が存在し∀f ∈ Lr(µ)に対して‖f‖r ≤ ‖f‖θ

p‖f‖1−θ
q

とできることを示せ。これより、∩p≤s≤qL
s(µ) = Lp(µ) ∩ Lq(µ)となる。

問 3.3 µ(X) < ∞ならば可測関数 f に対し limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞を示せ。

3.2 Euclid空間上の関数空間

この節では特に断らない限り、測度空間として (Rd,Ld, µd)を考える。ここで、µd は
Lebesgue測度を, LdはLebesgue可測集合族、即ち、Borel集合族B(Rd)をLebesgue測度
で完備化したもの、を表す。また、Lebesgue測度に関する積分を単に

∫ · · · dxで表し、積
分範囲がRdのときはそれを省略する。

定義 3.3 Rd上の複素数値関数 fに対して、集合 { x ; f(x) 6= 0 }の閉包を fの台 (support)

といい、supp f で表す。

以下、Ω ⊂ Rdを開集合とする。次の記号を導入する:

C(Ω)：Ω上の連続関数全体.

C0(Ω)：Ω上の連続関数 f で supp f ⊂ Ωかつ compactであるもの全体.

Ck(Ω)：Ω上の k回連続微分可能な関数全体.

Ck
0 (Ω)：Ω上の k回連続微分可能な関数 f で supp f ⊂ Ωかつ compactであるもの全体.

ここで、特に断らない限り関数は複素数値であるとする。

定理 3.5 1 ≤ p < ∞のとき、C0(Ω)は Lp(Ω)で稠密である, i.e.,

∀f ∈ Lp(Ω),∀ε > 0, ∃g ∈ C0(Ω) such that ‖f − g‖p < ε.

この証明にはLebesgue測度の正則性が重要となる。そのため証明なしに主張を述べる。

定理 (正則性, cf . [I] p.37)

(1) A ∈ Ldならば、任意の ε > 0に対してG ⊃ A, µd(G\A) < εなる開集合Gが存在
する。

(2) A ∈ Ldならば、任意の ε > 0に対して F ⊂ A, µd(A\F ) < εなる閉集合 F が存在す
る。特に、µd(A) < ∞であれば F として compact集合がとれる。

定理 3.5の証明: 任意の ε > 0と f ∈ Lp(Ω)をとっておく。有界な開集合の列 {Ωn}を次
を満たすようにとる。

Ωn ⊂ Ωn+1; ∪∞n=1Ωn = Ω.

例えば Ωn = { x ∈ Ω ; |x| < n, dist(x, Ωc) < 1/n }とすればよい。ただし dist(x, Ωc) =

infy∈Ωc |x− y|とする。このとき fn(x) = f(x)1Ωn(x)とおくと、limn→∞ fn(x) = f(x)かつ
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|fn(x) − f(x)|p ≤ 2p−1(|fn(x)|p + |f(x)|p) ≤ 2p|f(x)|pより Lebesgueの優収束定理により
limn→∞ ‖fn − f‖p = 0. これより ‖fN − f‖p < ε/3なるN ∈ Nをとれる。
この fN に対して単関数 ϕ(x) =

∑k
j=1 αj1Aj

(x), αj 6= 0, Aj ∈ Ld : Aj ⊂ ΩN を ‖fN −
ϕ‖p < ε/3と選ぶ。次に Lebesgue測度の正則性より compact集合Kj, 開集合Gjを

Kj ⊂ Aj ⊂ Gj ⊂ ΩN ; µd(Gj\Kj) < (ε/(6k|αj|))p

を満たすようにとる (ΩN も開集合であることに注意)。このとき、

ρj(x) =
dist(x,Gc

j)

dist(x,Gc
j) + dist(x,Kj)

とおくと 1Kj
≤ ρj ≤ 1Gj

かつ ρj ∈ C0(Ω)で

‖1Aj
− ρj‖p ≤ ‖2(1Gj

− 1Kj
)‖p = 2µd(Gj\Kj)

1/p < ε/(3k|αj|).

よって g =
∑k

j=1 αjρjとおくと g ∈ C0(Ω)であり

‖ϕ− g‖p ≤
k∑

j=1

|αj|‖1Aj
− ρj‖p < ε/3

から ‖f − g‖p ≤ ‖f − fN‖p + ‖fN − ϕ‖p + ‖ϕ− g‖p < ε. ¤

注意 3.1 C0(Ω)は L∞(Ω)で稠密ではない。実際、f(x) ≡ 1に対し ‖f − ϕ‖ ≥ 1 (∀ϕ ∈
C0(Ω))となる。Ωがコンパクト集合であってもC(Ω)はL∞(Ω)で稠密ではない。C(Ω)は
L∞(Ω)の (真)閉部分空間となっている。

問 3.4 関数 f : Rd → Cに対し (f ∗ δy)(x) = f(x− y)とおく。このとき f ∈ Lp(Rd)に対
して次を示せ:

lim
|y|→0

‖f ∗ δy − f‖p = 0.

Hint: ∀ε > 0をとっておく。定理 3.5より ϕ ∈ C0(Rd)を ‖ϕ − f‖p < ε/3と選べる。
Lebesgue測度の平行移動不変性より ‖ϕ ∗ δy − f ∗ δy‖p = ‖ϕ − f‖p < ε/3であるから
lim|y|→0 ‖ϕ ∗ δy − ϕ‖p = 0を示せば証明は完了する。

命題 3.6 f ∈ L1(Rd), g ∈ Lp(Rd) (1 ≤ p ≤ ∞)とする。このとき、

(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− y)g(y) dy (3.6)

が a.e.xで定義され、x 7→ f ∗ g(x)は Ld-可測。f ∗ gを f と gの合成積または畳み込み
(convolution)と呼ぶ。更に以下が成立する:

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p. (Youngの不等式) (3.7)

f ∗ g = g ∗ f. (3.8)

この証明には Fubiniの定理が重要となる。そのため証明なしに主張のみ述べておく。
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定理 (Fubini, cf . [I] p.102) (X,MX , µX), (Y,MY , µY )を完備で σ-有限な測度空間とし、
その直積測度空間を完備化したものを (Z,M, µ)とする。このとき

(1) f(z) = f(x, y)がM-可測で µ-a.e.で f ≥ 0ならば
(a) µX-a.e.x ∈ Xに対して f(x, y)は yの関数としてMY -可測であり、

µY -a.e.y ∈ Y に対して f(x, y)は xの関数としてMX-可測である。

(b)

∫

Y

f(x, y) dµY (y)は xの関数としてMX-可測であり、
∫

X

f(x, y) dµX(x)は yの関数としてMY -可測である。

(c)

∫

Y

dµY (y)

∫

X

f(x, y) dµX(x) =

∫

X

dµX(x)

∫

Y

f(x, y) dµY (y) =

∫

Z

f(z) dµ(z).

(2) f(z) = f(x, y)がZ上の複素数値M-可測関数であって、µ-可積分ならば
(a) µX-a.e.x ∈ Xに対して f(x, y)は yの関数として Y 上で µY -可積分であり、

µY -a.e.y ∈ Y に対して f(x, y)は xの関数としてX上で µX-可積分である。

(b)

∫

Y

f(x, y) dµY (y)は xの関数としてX上で µX-可積分であり、
∫

X

f(x, y) dµX(x)は yの関数として Y 上で µY -可積分である。

(c)

∫

Y

dµY (y)

∫

X

f(x, y) dµX(x) =

∫

X

dµX(x)

∫

Y

f(x, y) dµY (y) =

∫

Z

f(z) dµ(z).

命題 3.6の証明を開始する前に Fubiniの定理の応用である次の補題を準備する。

補題 3.7 f がLd-可測のとき、(x, y) 7→ f(x− y)はL2d-可測となる14。

証明: f ≥ 0のときを証明すればよい。Lebesgue可測関数の性質よりBorel可測関数 g, h

が存在して
0 ≤ g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)　かつ　 g(x) = f(x) = h(x) a.e.

とできる (cf . [I] 定理 11.1)。このとき、R2d上で g(x − y) ≤ f(x − y) ≤ h(x − y)であっ
て、g(x− y), h(x− y)はBorel可測であるから

∫∫

R2d

|h(x− y)− g(x− y)| dxdy =

∫

Rd

dy

∫

Rd

|h(x− y)− g(x− y)| dx

=

∫

Rd

dy

∫

Rd

|h(x)− g(x)| dx = 0.

ここで、第 1の等号はFubiniの定理 (1c)を第 2の等号は Lebesgue測度の平行移動不変性
(cf . [I]定理 12.7)を用いた。従って、µ2d-a.e.(x, y)に対して g(x−y) = f(x−y) = h(x−y)

となるから f(x− y)はL2d-可測である。 ¤

命題 3.6の証明: (i) f ≥ 0, g ≥ 0のとき: 補題 3.7より f(x − y)g(y)は L2d-可測である
から、Fubiniの定理 (1b)により f ∗ g(x)は a.e.xに対して定義されLd-可測である。

14y = f(x), z = g(y)がともに Borel可測のとき合成関数 z = g(f(x))も Borel可測になることは容易に
示せる。また y = f(x)が Lebesgue可測のときも合成関数 z = g(f(x))は Lebesgue可測になることも容易
にわかる。しかし、y = f(x)が例え連続であっても z = g(y)が Lebsegue可測の場合 z = g(f(x))は一般
には Lebesgue可測にはならない (cf . [I] p.73)。
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p = ∞のときは λ > ‖g‖∞とすると λf(x− y) > f(x− y)g(y) ≥ 0, a.e.yより
∫

f(x− y)g(y) dy ≤ λ

∫
f(x− y) dy = λ

∫
f(y) dy.

最後の等号は Lebesue測度の合同変換不変性を用いた。これより ‖f ∗ g‖∞ ≤ λ‖f‖1を得
るので、λ ↓ ‖g‖∞として (3.7)を得る。
p < ∞のとき 1

p
+ 1

q
= 1なる qをとる。f ∗ g(x)が定義される xに対して

f ∗ g(x) =

∫
f(x− y)g(y) dy =

∫
f(x− y)1/qf(x− y)1/pg(y) dy

≤
(∫

f(x− y) dy
)1/q(∫

f(x− y)g(y)p dy
)1/p

; Hölderの不等式

= ‖f‖1/q
1

(∫
f(x− y)g(y)p dy

)1/p

.

上式の両辺を p乗して積分すると

‖f ∗ g‖p
p = ‖f‖p/q

1

∫
dx

∫
f(x− y)g(y)p dy

= ‖f‖p/q
1

∫
g(y)p dy

∫
f(x− y) dx ; Fubiniの定理 (1c)より

= ‖f‖p/q
1 ‖g‖p

p‖f‖1 = (‖f‖1‖g‖p)
p.

(3.8)は f ∗ g(x)が定義される xに対し合同変換 y 7→ x− yによる不変性から
∫

f(x− y)g(y) dy =

∫
f(y)g(x− y) dy.

(ii) f, gが一般の複素数値のとき: (i)の結果を |f |, |g|に対して用いると ‖|f | ∗ |g|‖p ≤
‖f‖1‖g‖p < ∞. 従って |f | ∗ |g|(x) < ∞, a.e.x. これからFubiniの定理 (2b)により f ∗ g(x)

は a.e.x.に対して定義され、Ld-可測である。(3.7)は |f ∗ g(x)| ≤ |f | ∗ |g|(x)より (i)に帰
着される。(3.8)については Fubiniの定理 (2a)より a.e.xに対して f(x− y)g(y)は yの関
数として可積分なので (i)と同様に示される。 ¤

L1
loc(Ω)で可測関数 f : Ω → Cで任意の有界閉集合K ⊂ Ωに対し

∫
K
|f | dx < ∞なるも

の全体を表す。L1
loc(Ω)に属する関数を局所可積分関数という。問題 3.2(1)と同様に任意

の 1 ≤ p ≤ ∞に対してLp(Ω) ⊂ L1
loc(Ω)であることが従う。またC(Ω) ⊂ L1

loc(Ω)となる。

命題 3.8 f ∈ L1
loc(Rd), ϕ ∈ C∞

0 (Rd)のとき

ϕ ∗ f ∈ C∞(Rd), ∂α
x (ϕ ∗ f) = ((∂α

x ϕ) ∗ f). (3.9)

ここでα = (α1, . . . , αd)は非負整数の組 (多重指数という)とし、∂α
x =

(
∂

∂x1

)α1 · · ·
(

∂
∂xd

)αd

とする。

証明: 積分記号のもとでの微分法に関する定理 (cf . 例えば [I] p.95)を用いればよいので
演習問題とする。 ¤

27



定理 3.9 1 ≤ p < ∞のとき、C∞
0 (Ω)は Lp(Ω)で稠密である。

証明: 任意の ε > 0と f ∈ Lp(Ω)をとる。定理 3.5より g ∈ C0(Ω)で ‖f − g‖p < ε/2とな
るものが存在する。d0 = dist(supp g, Ωc)とすると d0 > 0に注意する。

ϕ ∈ C∞
0 (R)が次を満たすとし、ϕδ(x) = δ−dϕ(x/δ), δ > 0, とする:

0 ≤ ϕ(x), |x| ≥ 1なら ϕ(x) = 0,

∫

Rd

ϕ(x) dx = 1. (3.10)

例えばϕ(x) =

{
C−1 exp

(
− 1

1−|x|2
)

, x : |x| < 1

0, x : |x| ≥ 1
, C =

∫
{x:|x|<1} exp

(
− 1

1−|x|2
)

dxととれ

ばよい。この ϕδを軟化子 (molifier)と呼ぶ。
このとき、命題 3.8より ϕδ ∗ g ∈ C∞(Rd) (g(x) ≡ 0, x /∈ Ωと拡張しておく)かつ

0 < δ < d0なら supp(ϕδ ∗ g) ⊂ Ωとなる。実際、x ∈ Ωが dist(x, supp g) ≥ δを満たせば

ϕδ ∗ g(x) =

∫

|y−x|<δ

ϕδ(y − x)g(y) dy = 0.

故に supp(ϕδ ∗ g)は (supp g)δ ≡ { x ∈ Ω ; dist(y, supp g) ≤ δ }の部分集合で、定義より
閉集合だから、ϕδ ∗ g ∈ C∞

0 (Ω). 次に、0 < δ1 < d0を固定してK1 = (supp g)δ1 とお
くと 0 < δ < δ1に対して supp(ϕδ ∗ g), supp g ⊂ K1となる。また、gは一様連続だから
0 < δ0 < δ1を x, y ∈ Rd : |y| < δ0ならば |g(x− y)− g(x)| < ε/(2µd(BR)1/p)とできる。こ
のとき (3.8)により 0 < δ < δ0ならば

|ϕδ ∗ g(x)− g(x)| =
∣∣∣
∫

Rd

ϕ(y)(g(x− δy)− g(x)) dy
∣∣∣ < ε/(2µd(K1)

1/p).

よって ‖ϕδ ∗ g − g‖p
p ≤

∫
K1
|ϕδ ∗ g(x) − g(x)|p dx < (ε/2)p となり、‖ϕδ ∗ g − f‖p ≤

‖ϕδ ∗ g − g‖p + ‖g − f‖p < εを得る。 ¤

定理 3.10 f ∈ L1
loc(Ω)であって、任意の ϕ ∈ C∞

0 (Ω)に対して
∫

Ω
f(x)ϕ(x) dx = 0ならば

f = 0 a.e.

証明: 任意の有界閉集合K ⊂ Ωに対して
∫

K
|f | dx = 0を示せばよい。

g(x) =

{
f(x)/|f(x)|, x ∈ K : f(x) 6= 0

0, otherwise

とし、ϕδを軟化子とすると命題 3.8より g∗ϕδはC∞-級で定理 3.9の証明と同様に supp(g∗
ϕδ) ⊂ Kδ = {x; dist(x,K) ≤ δ}及び limδ↓0 ‖g ∗ϕδ− g‖1 = 0を得る。特に g ∗ϕδ ∈ C∞

0 (Ω)

で系 3.4より gに a.e.で収束する部分列 {g ∗ ϕδn}が存在することがわかる。またK1は有
界閉集合で 0 < δn < 1なら |f ||g ∗ ϕδn| ≤ |f |1K1 であるから、Lebesgueの優収束定理に
より ∫

fg dx = lim
n→∞

∫
f(g ∗ ϕδn) dx

であるが定理の仮定により (右辺)= 0. ここで
∫

fg dx =
∫

K
|f | dxであるから証明は完了

した。 ¤
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問 3.5 (熱方程式) x ∈ Rd, t > 0, λ > 0に対しGauss核 kt(x)及び λ次のGreen核 gλ(x)

を次で定める:

kt(x) = (2πt)−d/2 exp

(
−|x|

2

2t

)
, (3.11)

gλ(x) =

∫ ∞

0

e−λtkt(x) dt. (3.12)

(1) kt(x)は (x, t) ∈ Rd× (0,∞)上C∞-級, gλ(x)は (x, λ) ∈ (Rd\{0})× (0,∞)上C∞-級.

更にLaplace作用素∆ =
∑d

j=1
∂2

∂x2
j
に対して次が成立することを示せ。

( ∂

∂t
− 1

2
∆

)
kt(x) = 0,

(
λ− 1

2
∆

)
gλ(x) = 0, x 6= 0.

(2) f ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞とする。このとき、(kt ∗ f)(x)は (x, t) ∈ Rd× (0,∞)上C∞-

級で熱方程式を満たすことを示せ。
( ∂

∂t
− 1

2
∆

)
(kt ∗ f)(x) =

(( ∂

∂t
− 1

2
∆

)
kt ∗ f

)
(x) = 0.

Hint: まず次を示す; 多重指数 αとm = 0, 1, . . . に対し、

∂α
x ∂m

t kt(x) = ( x, t−1/2の多項式 )e−|x|
2/2t.

これを用いて積分記号のもとでの微分法に関する定理を用いる。
(3) f ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p < ∞に対して次を示せ:

lim
t↓0
‖kt ∗ f − f‖p = 0, lim

λ→∞
‖λgλ ∗ f − f‖p = 0.

注意: 上式の前者は熱方程式の解 (kt ∗ f)(x)が「時刻 0において各 x ∈ Rdにおける
温度が f(x)」であることを意味している。

問 3.6 f ∈ L1
loc(Rd)であって、ϕ ≥ 0なる任意のϕ ∈ C∞

0 (Rd)に対して
∫

f(x)ϕ(x) dx ≥ 0

ならば f ≥ 0 a.e.であることを示せ。(注意: これを用いて定理3.10を示すこともできる。)

ここでノルム空間の完備化に簡単にふれておく。

定理 3.11 (完備化) 完備でないノルム空間 (X, ‖ · ‖X)が与えられたとき15、これに対し
て完備なノルム空間 (X̃, ‖ · ‖X̃)と一対一の線形写像 κ : X → X̃で次を満たすものが存在
する:

‖κ(u)‖X̃ = ‖u‖X , κ(X)は X̃の稠密部分集合。 (3.13)

証明: ‖ · ‖ = ‖ · ‖X と略記する。X の Cauchy列 {ul}, {vl}は liml→∞ ‖ul − vl‖ = 0のと
き同値である ({ul} ∼ {vl})と見なして同値類分解する。{ul}を含む類を {ul}′と書き、こ
の類の全体を X̃で表す。このとき、

{ul + vl}′ = {ul}′ + {vl}′, {αul}′ = α{vl}′ (α ∈ C)

として X̃は線形空間となる。次に X̃のノルムを ‖{ul}‖X̃ = liml→∞ ‖ul‖で定める。ただ
し、

∣∣‖uk‖− ‖ul‖
∣∣ ≤ ‖uk − ul‖より左辺は収束し、また同値な列 {ul}の選び方に依存しな

いことに注意する。このとき、‖ · ‖X̃がノルムの定義 3.2を満たすことは明らかであろう。
15一般の距離空間空間に対しても、同様に完備化できる。
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最後に (X̃, ‖ · ‖X̃)が完備であることを示すためにCauchy列 {ũ(k)} = {{u(k)
l }′} ⊂ X̃を

とる。任意の k ∈ Nに対してMkを

‖u(k)
l − u

(k)
Mk
‖ < 1/k (∀l > Mk) (3.14)

ととれる。ここで u
(k)
Mk
と固定した恒等列を ū(k)と書くと、(3.14)より

‖ũ(k) − ū(k)‖X̃ = lim
l→∞

‖u(k)
l − u

(k)
Mk
‖ ≤ 1/k. (3.15)

従って、

‖u(k)
Mk
− u

(j)
Mj
‖ = ‖ū(k) − ū(j)‖X̃ ≤ ‖ū(k) − ũ(k)‖X̃ + ‖ũ(k) − ũ(j)‖X̃ + ‖ũ(j) − ū(j)‖X̃

≤ ‖ũ(k) − ũ(j)‖X̃ + 1/k + 1/j

を得る。よって {u(l)
Ml
}はCauchy列である。これを含む同値類を ũと書くと、(3.15)より

‖ũ− ũ(k)‖X̃ ≤ ‖ũ− ū(k)‖X̃ + ‖ū(k) − ũ(k)‖X̃ ≤ ‖ũ− ū(k)‖X̃ + 1/k,

‖ũ− ū(k)‖X̃ ≤ lim
l→∞

‖u(l)
Ml
− u

(k)
Mk
‖ ≤ lim

l→∞
‖ũ(l) − ū(k)‖X̃ + 1/k

であるから、limk→∞ ‖ũ− ū(k)‖X̃ = 0となり、limk→∞ ‖ũ− ũ(k)‖X̃ = 0を得る。 ¤

例 3.2 (1) 定理 3.2, 3.9で見たように、1 ≤ p < ∞のとき Lp(Ω)はノルム ‖ · ‖pに関し
て完備であり、C∞

0 (Ω)は Lp(Ω)で稠密である。これより、C∞
0 (Ω)の ‖ · ‖pによる完備化

は Lp(Ω)である。
一方、C∞

0 (Rd)を ‖ · ‖∞で完備化すると Ĉ∞(Rd) = {u ∈ C(Rd) ; lim|x|→∞ u(x) = 0 }と
なる。

(2) Ω ⊂ Rdを開集合、1 ≤ p < ∞とする。k = 0, 1, . . . に対して

V k,p(Ω) = {u ∈ C∞(Ω) ; ∂αu ∈ Lp(Ω), ∀|α| ≤ k },

‖u‖k,p =

( ∑

0≤|α|≤k

∫

Ω

|∂αu|p dx

)1/p

, u ∈ V k,p(Ω)

と定義する。ここで、多重指数 α = (α1, . . . , αd)に対して |α| = α1 + . . . + αdと定める。
このとき、(V k,p(Ω), ‖ · ‖k,p)はノルム空間である。このノルム空間 (V k,p(Ω), ‖ · ‖k,p)の完
備化をW k,p(Ω)と書いてSobolev空間と呼ぶ。また、(C∞

0 (Ω), ‖ · ‖k,p)もノルム空間であ
るが、この完備化をW k,p

0 (Ω)とかく。一般にW k,p
0 (Ω)はW k,p(Ω)は一致しない。例えば

W 1,2((0, 1)) = {u ∈ C([0, 1]) ; uは絶対連続で u′ ∈ L2([0, 1]) },
W 1,2

0 ((0, 1)) = {u ∈ W 1,2(0, 1) ; u(0) = u(1) = 0 }

となる。p = 2のときHk(Ω) = W k,2(Ω), Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω)とかくことが多い。

定義 3.4 位相空間Xが稠密な可算部分集合をもつとき可分 (separable)であるという。

例 3.3 (1) Rは可分である。実際、Qが稠密な可算集合である。
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(2) Weiestrassの多項式近似定理により有理数を係数とする多項式全体は (C([a, b]d), ‖·‖∞)

で稠密であることがわかる。これより、Ĉ∞(Rd)や Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, の可分性が従う。
(3) L∞(Ω)は可分ではない。簡単のため数列空間 `∞(N)で略証を述べる。任意のA ⊂ N
に対し uA(n) = 1 (n ∈ A), = 0 (n /∈ A)で uA ∈ `∞(N)を定義すると、A 6= B なら
‖uA − uB‖∞ = 1. これとNの冪集合の濃度が非可算であることより `∞(N)が可分になり
えないことがわかる。

問 3.7 (Weiestrassの多項式近似定理) 関数 f : [0, 1]d → Cに対し、次を示せ:
∣∣∣∣∣

n∑

k1,... ,kd=1

f
(k1

n
, . . . ,

kd

n

) d∏
j=1

(
n

kj

)
xj

kj(1− xj)
n−kj − f(x1, . . . , xd)

∣∣∣∣∣ ≤
d‖f‖∞
2δ2n

+ ω(δ).

ただし、ω(δ) = sup|x−y|<δ |f(x)− f(y)|とする。特に f が連続なら左辺は n →∞のとき
0に (x1, . . . , xd) ∈ [0, 1]d上で一様収束する。

Hint: {X(j)
k }を独立な確率変数で各 jに対し P (X

(j)
k = 1) = xj, P (X

(j)
k = 0) = 1 − xj,

k = 1, 2, . . . , とする。このとき Yn = ( 1
n

∑n
k=1 X

(1)
k , . . . , 1

n

∑n
k=1 X

(d)
k ), x = (x1, . . . , xd)と

おくと

(与式の左辺) = |E[f(Yn)]− f(x)| ≤ E[|f(Yn)− f(x)|]
≤ 2‖f‖∞P (|Yn − x| ≥ δ) + ω(δ).

右辺第一項にChebyshevの不等式を用い分散を計算すれば結論を得る。

3.3 線形作用素、線形汎関数

V, W を線形空間とする。V の線形部分空間 V0からW への線形写像 T : V0 → W , i.e.,

∀u, v ∈ V0, α, β ∈ Cに対して T (αu + βv) = αTu + βTv

となるとき、T を V0で定義された線形作用素 (linear operator)といい、V0を T の定義域
(domain)と呼んでD(T )と書く。また集合 {Tu ; u ∈ D(T ) }(⊂ W )を T の値域 (range)

と呼んでR(T )と書く。特にW = Cのとき T を線形汎関数 (linear functional)という。
V, W をノルム空間でそのノルムをそれぞれ ‖ · ‖V , ‖ · ‖W とする。D(T ) ⊂ V からW へ

の線形作用素 T が連続であるとは

un, u ∈ D(T ), n ∈ N, lim
n→∞

‖un − u‖V = 0ならば lim
n→∞

‖Tun − Tu‖W = 0

となることである。このとき次が成立する。

定理 3.12 D(T ) ⊂ V からW への線形作用素 T が連続であるための必要十分条件は

ある β < ∞が存在して任意の u ∈ D(T )に対して ‖Tu‖W ≤ β‖u‖V (3.16)

が成立することである。このとき T を有界といい、(3.16)が成立する βの下限を ‖T‖と
書き T の (作用素)ノルムという:

‖T‖ = sup
u∈D(T ):‖u‖V =1

‖Tu‖W = sup
u∈D(T ):u6=0

‖Tu‖W

‖u‖V

. (3.17)
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証明: 十分性は明らか。必要性を背理法で示す。(3.16)を否定すると各 n ∈ Nに対して
‖Tun‖W > n‖un‖V となる un ∈ D(T )が存在する。T の線形性より u = 0なら Tu = 0

より un 6= 0. よって、vn = un/(n‖un‖V )とおくと ‖vn‖V = 1
n
→ 0. T の連続性より

‖Tvn‖W → 0. 一方 ‖Tvn‖W = ‖Tun‖W

n‖un‖V
> 1となるから矛盾する。 ¤

注意 3.2 (3.17)で導入されたノルム ‖ · ‖は ‖ · ‖V→W , ‖ · ‖B(V,W )などと記し、作用素ノル
ムであることを区別すべきであろう。ここでは、混乱しないと思われる限り ‖ · ‖で記す。

定理 3.13 V,W がノルム空間であってW が完備 (従ってBanach空間)であるとし、V0は
V の稠密な線形部分空間であるとする。このときD(T ) = V0, R(T ) ⊂ W なる有界線形作
用素 T はD(T̃ ) = V , R(T̃ ) ⊂ W なる有界線形作用素 T̃ に一意的に拡張され ‖T̃‖ = ‖T‖
である。以下有界線形作用素の定義域は V 全体で定義されているものとする。

証明: (i) V0は V で稠密だから任意の u ∈ V に対して ‖un− u‖V → 0なる {un} ⊂ V0が存
在する。このとき {Tun}はW のCauchy列となる:

‖Tum − Tun‖W ≤ ‖T‖‖um − un‖V ≤ ‖T‖(‖um − u‖V + ‖un − u‖V ) → 0, m, n →∞

W は完備より w = limn→∞ Tun in W が存在する。この wは uのみによって決まる。実
際 uに収束する別の列 {u′n} ⊂ V をとり Tu′n → w′ in W とすると

‖w − w′‖W ≤ ‖w − Tun‖W + ‖Tun − Tu′n‖W + ‖Tu′n − w′‖W

≤ ‖w − Tun‖W + ‖T‖(‖un − u‖V + ‖u′n − u‖V ) + ‖Tu′n − w′‖W .

右辺は n → ∞のとき 0に収束するので w = w′を得る。よってこの対応を w = T̃ uとす
る。これについてD(T̃ ) = V,R(T̃ ) ⊂ W は明らかである。

(ii) T̃ が線形作用素であること: u, v ∈ V, α, β ∈ Cとし、un → u, vn → v in V な
る {un}, {vn} ⊂ V0をとれば、αun + βvn ∈ V0, αun + βvn → αu + βv in V であるから
T (αun + βvn) = αTun + βTvnにおいて n → ∞とすれば T̃ (αu + βv) = αT̃u + βT̃ vを
得る。

(iii) T̃ ⊃ Tであること16: u ∈ V0ならun = uととればよいので T̃ u = limn→∞ Tun = Tu.

(iv) ‖T̃‖ = ‖T‖: ‖u‖V = 1なる任意の u ∈ V に対して ‖un − u‖ → 0なる {un} ⊂ V0を
とると ‖un‖ → ‖u‖ = 1. ここで ‖Tun‖W ≤ ‖T‖‖un‖V で n → ∞として ‖T̃ u‖W ≤ ‖T‖,
従って ‖T̃‖ ≤ ‖T‖. 一方、作用素ノルムの定義より

‖T̃‖ = sup
u∈V :‖u‖V =1

‖T̃ u‖W ≥ sup
u∈V0:‖u‖V =1

‖Tu‖W = ‖T‖.

よって ‖T̃‖ = ‖T‖を得る。
(v) また (i)と同様にすれば拡張 T̃ の一意的も従うから証明は完了した。 ¤

例 3.4 (1) V = L1([0, 2π])とその稠密な線形部分空間C∞([0, 2π])を考える。微分作用素
T = d

dx
はD(T ) = C∞([0, 2π]), R(T ) ⊂ V なる線形作用素であるが、有界ではない。実

際 un(x) = e
√−1nxとすると ‖un‖1 = 2π, ‖Tun‖1 = 2π|n|となるからである。この場合

D(T̃ ) = V なる拡張は存在しない。
16線形作用素 A,B に対してD(A) ⊂ D(B)かつ Au = Bu (∀u ∈ D(A))なるとき A ⊂ B と書く。
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(2) Ω ⊂ Rdを開集合とする。K = K(x, y) ∈ L2(Ω× Ω)とし u ∈ L2(Ω)に対して

Ku(x) =

∫

Ω

K(x, y)u(y) dy

と定めると K は L2(Ω)から L2(Ω)への有界線形作用素である。実際 Schwarzの不等式
(Hölderの不等式で p = q = 2の場合)により

∫
|Ku(x)|2 dx ≤

∫
dx

(∫
|K(x, y)u(y)| dy

)2

≤
∫∫

|K(x, y)|2 dydx‖u‖2
2.

(3) (X,A, µ)を測度空間とする。1 < p < ∞, 1
p

+ 1
q

= 1のとき、任意の g ∈ Lq(µ)を固定
し f ∈ Lp(µ)に対して

`gf =

∫

X

fg dµ

とおくと、Hölderの不等式により `gは連続線形汎関数となる。実は Lp(µ)の連続線形汎
関数全体 Lp(µ)′が Lq(µ)と同一視できる。
(4) Kをコンパクト集合17とし、K上の複素測度 νを固定し f ∈ C(K)に対して

`νf =

∫

K

f dν

とおくと、`νはC(K)上の連続線形汎関数となる。ただしC(K)には一様ノルム ‖ · ‖∞を
入れる (cf . (3.1), 例 3.1 (2))。実はC(K)の連続線形汎関数全体C(K)′はK上の複素測
度全体と同一視できる (Riesz-Markov-角谷の定理)。
注意: X が完備可分距離空間のときK ⊃ X なる「適当な」コンパクト集合Kを用いX

上の確率測度全体 P(X)を C(K)′の部分集合とし位相を入れる。この位相で中心極限定
理などは述べられる。ただし、その位相は定義 3.5で導入するノルムによる位相や強位相
ではなく、weak∗-位相と呼ばれる弱い位相である。(確率論では弱収束という。)

V, W がノルム空間であってW が完備 (従ってBanach空間)であるとする。B(V, W )で
有界線形作用素 T : V → W 全体を表す。

A,B ∈ B(V, W ), α, β ∈ Cに対して

(αA + βB)u = αAu + βBu, u ∈ V

と定めると αA + βBは再び V からW への線形写像で

‖(A + B)u‖W ≤ (‖A‖+ ‖B‖)‖u‖V , ‖(αA)u‖W = |α|‖Au‖W

を満たす。故にB(V,W )はC上の線形空間で

‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, ‖(αA)‖ = |α|‖A‖.

従ってB(V, W )はノルム空間となる。またV, W,Xがノルム空間のときA ∈ B(V, W ), B ∈
B(W,X)ならBA ∈ B(V, X)で ‖BA‖ ≤ ‖B‖‖A‖である。特にB(V ) ≡ B(V, V )は積に
ついて閉じている、即ち、algebraの構造をもっている。

17コンパクト集合は常に Hausdorffの分離公理を満たすと仮定する。
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定義 3.5 An, A ∈ B(V, W ) (n ∈ N)とする。‖An −A‖ → 0のときAnはAにノルム収束
する、任意の u ∈ V に対して ‖Anu− Au‖W → 0のときAnはAに強収束するという。

定理 3.14 V をノルム空間、WをBanach空間とする。このとき (B(V, W ), ‖·‖)はBanach

空間である。特に有界線形汎関数全体のなす空間V ′ ≡ B(V,C)もBanach空間となる。V ′

を V の共役空間あるいは双対空間 (dual space)という。

証明: 完備性を証明すればよい。{An} ⊂ B(V,W )を Cauchy列とする。u ∈ V に対
して ‖Amu − Anu‖W ≤ ‖Am − An‖‖u‖V より {Anu}は Banach空間W の Cauchy列で
あるからこの極限が存在しそれを Auと記す。A : V → W が線形であることは明らか
であろう。

∣∣‖Am‖ − ‖An‖
∣∣ ≤ ‖Am − An‖より実数列 {‖Am‖}は Cauchy列であるから

M ≡ limn→∞ ‖An‖ < ∞. 以上より

‖Au‖W ≤ lim
n→∞

‖Anu‖W ≤ lim
n→∞

‖An‖‖u‖V ≤ M‖u‖V .

即ち、A ∈ B(V,W )で ‖A‖ ≤ M . ‖u‖V = 1のとき、

‖(Am − A)u‖W = lim
n→∞

‖(Am − An)u‖W ≤ lim
n→∞

‖Am − An‖.

だから ‖Am − A‖ ≤ limn→∞ ‖Am − An‖. 故に limm→∞ ‖Am − A‖ = 0である。 ¤

注意 3.3 (1) 定理 3.13より A ∈ B(V )に対して etA ≡ ∑∞
n=0(tA)n/n!が (有限和による

Cauchy列のノルム収束の極限として)定義されることがわかる。これにより常微分方程
式 u′ = Auは解くことが出来る。しかし、例 3.4(1)で見たように微分作用素などは非有
界であり、その場合 etAを議論するためには、Hille-Yosidaの定理を用いる18。
(2) 同様に T ∈ B(V )が ‖T‖ < 1であれば、I − T は V の同型作用素で (I − T )−1 =

I +T +T 2 + · · · である。これをNeumann級数と言う。ただし、Iは恒等写像を、(I−T )−1

は I − T の逆写像として定義される作用素を表す。

18例えば Kosaku Yosida: Functional Analysis, Springerを参照のこと。
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4 Fourier級数, Fourier変換

4.1 Hilbert空間, 直交系

定義 4.1 線形空間H に対して、H × H 上の複素数値関数 (·, ·)で任意の u, v, w ∈ H と
α ∈ Cに対して

(i) (正値性) (u, u) ≥ 0, u = 0のときかつそのときに限り (u, u) = 0;

(ii) (線形性) (u + v, w) = (u,w) + (v, w), (αu, v) = α(u, v);

(iii) (歪対称性) (u, v) = (v, u)

を満たすものをH上の内積という。内積の定義された線形空間を内積空間あるいは pre-

Hilbert空間という。‖u‖ =
√

(u, u)と定義する。

補題 4.1 (Schwarzの不等式) u, v ∈ Hに対して |(u, v)| ≤ ‖u‖‖v‖が成立する。
証明: v = 0のときは明らか。v 6= 0のとき t ∈ Cに対して (u − tv, u − tv) = ‖u‖2 +

|t|2‖v‖2 − 2 Re(u, tv) ≥ 0であるが、ここで t = (u, v)/‖v‖2とおけばよい。 ¤

定理 4.2 ‖u‖ =
√

(u, u)はH上のノルムである。このノルムは中線定理:

‖u + v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2) (4.1)

を満たす。逆にノルム空間 (X, ‖·‖)が (4.1)を満たせば、X上の内積 (·, ·)で‖u‖ =
√

(u, u),

∀u ∈ Xを満たすものが存在する。

証明: ‖u‖ =
√

(u, u)はH上のノルムであることと (4.1)の証明は略す。‖u‖が (4.1)を満
たすとき、

(u, v) =
1

4

{
(‖u + v‖2 − ‖u− v‖2) + i(‖u + iv‖2 − ‖u− iv‖2)

}

と定義すると、(u, v)が内積の公理 (i), (iii)及び (u, u) = ‖u‖2を満たすことは明らか。(ii)

について示す。まず (0, v) = 0は明らか。次に、(4.1)より

(u,w) + (v, w) =
1

4

{
(‖u + w‖2 − ‖u− w‖2) + i(‖u + iw‖2 − ‖u− iw‖2)

+(‖v + w‖2 − ‖v − w‖2) + i(‖v + iw‖2 − ‖v − iw‖2)
}

=
1

2

{∥∥∥u + v

2
+ w

∥∥∥−
∥∥∥u + v

2
− w

∥∥∥ + i
∥∥∥u + v

2
+ iw

∥∥∥− i
∥∥∥u + v

2
− iw

∥∥∥
}

= 2
(u + v

2
, w

)
.

特に v = 0とおいて (u,w) = 2
(

u
2
, w

)
を得る。よって、uを u + vとすることで (u,w) +

(v, w) = 2
(

u+v
2

, w
)

= (u + v, w)を得る。一方、このことから α = m/2n (m ∈ Z, n ∈ N)

に対して (αu, v) = α(u, v)はわかる。よって任意の実数はm/2nなる数で近似できるこ
とと、ノルム ‖ · ‖の連続性により αが実数の場合の証明は完了した。また、定義より
(iu, v) = i(u, v)は明らかなので、以上より α, β ∈ Rに対して

((α + iβ)u, v) = (αu, v) + i(βu, v) = α(u, v) + iβ(u, v) = (α + iβ)(u, v)

となり証明は完了した。 ¤
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定義 4.2 内積空間Hは、定理 4.2で定義したノルムによって (H, ‖ · ‖)がBanach空間と
なるときHilbert空間であるという。

問 4.1 un, vn, u, v ∈ Hで ‖un − u‖ → 0, ‖vn − v‖ → 0のとき、(un, vn) → (u, v)を示せ。

例 4.1 L2(X,A, µ)は次の内積でHilbert空間である (cf . 定義 3.1)。

(u, v) =

∫

X

u(x)v(x) dµ(x). (4.2)

証明: 内積の公理を満たすことは明らか。完備性は定理 3.2で示した。 ¤

以下、特に断らない限りHはHilbert空間であるとする。

定義 4.3 (1) u, v ∈ Hは (u, v) = 0のとき、互いに直交するといい u⊥vとかく。
(2) S ⊂ Hに対して S⊥ = {u ∈ H ; u⊥v ∀v ∈ S }とかく。特に SがHの線形部分空間の
とき、S⊥を Sの直交補空間という。

定理 4.3 X ⊂ Hを閉部分空間とする。このとき、任意の u ∈ Hは一意的に

u = u1 + u2, u1 ∈ X, u2 ∈ X⊥ (4.3)

と直和分解される。これをHの直交分解といいH = X ⊕X⊥とかく。u1 ∈ Xは uに最
も近いXの唯一の元で、uのXへの正射影, 直交射影あるいは射影 (projection)と呼ばれ
る。uを u1に対応させる写像 PX : H → Xは線形写像で

P 2
X = PX , (PXu, v) = (u, PXv) ∀u, v ∈ H

を満たす。PX をXへの直交射影作用素あるいは射影作用素という。

証明: 定義 4.1(1)よりX ∩X⊥ = {0}であるから直交分解の一意性はすぐわかる。
直交分解の存在を示す。u ∈ Xのときは u1 = u, u2 = 0とすればよい。u /∈ Xとする。X

は閉だから、infv∈X ‖u− v‖ ≡ l > 0. {vn} ⊂ Xを ‖u− vn‖ → lととる。{vn}はCauchy

列となる。実際、(vn + vm)/2 ∈ Xより ‖2u− (vn + vm)‖ = 2‖u− (vn + vm)/2‖ ≥ 2l. 中
線定理 (4.1)と合わせて

0 ≤ ‖vn − vm‖2 = 2(‖u− vn‖2 + ‖u− vm‖2)− ‖2u− (vn + vm)‖2

≤ 2(‖u− vn‖2 + ‖u− vm‖2)− 4l2 → 0 (n,m →∞)

となる。{vn}の極限を vとするとX は閉だから v ∈ X で ‖u − v‖ = lである。任意の
w ∈ X, α ∈ Rに対して v + αw ∈ Xだから

l2 ≤ ‖u− (v + αw)‖2 = ‖u− v‖2 + α2‖w‖2 − 2α Re(u− v, w).

故に、0 ≤ α2‖w‖2 − 2α Re(u − v, w), ∀α ∈ R. これより Re(u − v, w) = 0. wを iwに
置き換えても同じことが成り立つから Im(u − v, w) = 0. あわせて (u − v, w) = 0. 故に
u− v ∈ X⊥となり u = v + (u− v)が求める分解 (4.3)である。
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任意の 0 6= w ∈ X に対して ‖u − (v + w)‖2 = l2 + ‖w‖2 > l2. 従って vは ‖u − v‖ = l

を満たす唯一のXの元である。分解 (4.3)が一意的でX,X⊥は部分空間であるからPXの
線形性は容易にわかる。また、u ∈ X なら PXu = uより P 2

Xu = PXu,∀u ∈ H である。
u, v ∈ Hを u = u1 + u2, v = v1 + v2, u1, v1 ∈ X, u2, v2 ∈ X⊥と直交分解すれば

(PXu, v) = (u1, v1 + v2) = (u1, v1) = (u1 + u2, v2) = (u, PXv). ¤

定義 4.4 H の部分集合 S は任意の u, v ∈ S (u 6= v)が直交するとき直交系 (orthogonal

system)とよぶ。u ∈ Hが ‖u‖ = 1であるとき、正規化されているという。直交系 Sはそ
の任意の元が正規化されているとき正規直交系 (orthonormal system)いう。

次は Schmidtの直交化法として知られている。証明は略す。

命題 4.4 S0 = {u1, u2, . . . }をHの有限または可算部分集合で一次独立とする。このとき、

w1 =
u1

‖u1‖ , w2 =
u2 − (u2, w1)w1

‖u2 − (u2, w1)w1‖ , . . . , wn =
un −

∑n−1
k=1(un, wk)wk

‖un −
∑n−1

k=1(un, wk)wk‖
, . . . ,

と定めると、S = {w1, w2, . . . }は正規直交系をなす。このとき任意の nに対して、wnは
u1, . . . , unの一次結合で、unはw1, . . . , wnの一次結合で表せる。

例 4.2 (1)
{

1√
2π

einx ; n ∈ Z
}
は L2(−π, π)において正規直交系をなす。

(2) Legendreの多項式Pn(x) = 1
2nn!

dn

dx2 (x
2−1)nに対し、{Pn(x) ; n = 0, 1, . . . }はL2(−1, 1)

における直交系である。
∫ 1

−1
|Pn(x)|2 dx = 2

2n+1
であるから、正規化するためにはPn(x)の

かわりに
√

2n+1
2

Pn(x)をとればよい。

(3) Hermiteの多項式 Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn e−x2
, Laguerreの多項式 Ln(x) = ex dn

dxn (xne−x)

に対しても

∫ ∞

−∞
Hm(x)Hn(x)e−x2

dx =

{
0 (m 6= n)

2nn!
√

π (m = n)

∫ ∞

0

Lm(x)Ln(x)e−x dx =

{
0 (m 6= n)

(n!)2 (m = n)

が成立するから {Hn(x)e−
x2

2 ; n = 0, 1, . . . }, {Ln(x)e−
x
2 ; n = 0, 1, . . . }はそれぞれL2(R),

L2(0,∞)における直交系である。

問 4.2 L2(−1, 1)における関数系 S = {1, x, x2, x3}を Schmidtの直交化法により正規
直交化せよ。また、それと Legendreの多項式 Pn(x)を比較せよ。同様に、L2(R, e−x2

dx),

L2((0,∞), e−xdx)において関数系 S = {1, x, x2, x3}を Schmidtの直交化法によりそれぞ
れ正規直交化し、それをHermiteの多項式Hn(x), Laguerreの多項式 Ln(x)と比較せよ。
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4.2 Fourier級数

この節では、特に断らない限りHはHilbert空間であるとし、(·, ·)でその内積を表す。

命題 4.5 {ϕ1, ϕ2, . . . }をHの正規直交系とし、u ∈ Hに対して{cn = (u, ϕn)}をuの{ϕn}
に対する一般化 Fourier係数という。Xn = 〈ϕ1, . . . , ϕn〉 ≡ {∑n

k=1 αkϕk ; α1, . . . , αn ∈
C } (ϕ1, . . . , ϕnの張る部分空間)、PXnをXnへの正射影とする。このとき次が成立する:

(1) PXnu =
∑n

k=1 ckϕk. (ck = (u, ϕk)とした。)

(2) ‖u−∑n
k=1 akϕk‖2 = ‖u− PXnu‖2 +

∑n
k=1 |ak − ck|2, a1, . . . , an ∈ C.

(3) min
a1,... ,an∈C

∥∥u−∑n
k=1 akϕk

∥∥2
= ‖u− PXnu‖2 = ‖u‖2 −∑n

k=1 |ck|2.
(4) (Besselの不等式)

∑∞
k=1 |ck|2 ≤ ‖u‖2.

証明: (1) un =
∑n

k=1 ckϕkとおくと un ∈ Xnで (u− un, ϕk) = ck − ck = 0 (k = 1, . . . , n).

よって、u− un⊥Xnであり、定理 4.3の直交分解の一意性より PXnu = un.

(2) u−∑n
k=1 akϕk = u− un +

∑n
k=1(ck − ak)ϕkと u− un⊥

∑n
k=1(ck − ak)ϕkより明らか。

(3) 最初の等号は (2)より明らか。第 2の等号は (2)で a1 = . . . = an = 0とせよ。
(4) (3)の右辺≥ 0より ‖u‖2 ≥ ∑n

k=1 |ck|2. ここで n →∞とすれば得られる。 ¤

命題 4.6 {ϕk}k∈NをHの正規直交系、Xを {ϕk}k∈Nの張る閉部分空間、即ち、∑n
k=1 αkϕk, α1, . . . , αn ∈ C, n ∈ N, なる元のなす集合のHにおける閉包とし、

PX をXへの正射影とする。このとき、次が成立する:

(1) 任意の {ak} ∈ `2(N)に対して、
∑∞

k=1 akϕkはHにおいて収束する。
(2) X = {∑n

k=1 αkϕk ; {αk} ∈ `2(N) }.
(3) PXu =

∑∞
k=1 ckϕk, ck = (u, ϕk)である。

証明: (1) {ak} ∈ `2(N)に対して、un =
∑n

k=1 akϕk (n ∈ N)とおく。un ∈ Xでm < nの
とき ‖un− um‖2 = ‖∑n

k=m+1 akϕk‖2 =
∑n

k=m+1 |ak|2 → 0, m,n →∞. よって、Hの完備
性より

∑∞
k=1 akϕkはHにおいて収束する。

(2) (1)でX は閉であるから
∑∞

k=1 akϕk ∈ X. よって “⊃”がわかった。逆に u ∈ X と
すると、vn ∈ 〈ϕ1, . . . , ϕn〉が存在して ‖u − vn‖ → 0. 命題 4.5(3)より un =

∑n
k=1 ckϕk,

ck = (u, ϕk)とすると ‖u− un‖ ≤ ‖u− vn‖ → 0でBesselの不等式より {ck} ∈ `2(N)であ
るから u ∈ (右辺)が従う。
(3) 与式右辺の収束は (2)の後半同様 Bessel の不等式による。u ∈ H に対して (u −∑∞

k=1 ckϕk, ϕj) = (u, ϕj)−
∑∞

k=1 ck(ϕk, ϕj) = cj − cj = 0. よって、u−∑∞
k=1 ckϕk⊥Xと

なるから定理 4.3の直交分解の一意性より結論を得る。 ¤

定理 4.7 {ϕk}k∈NをHの正規直交系、Xを {ϕk}k∈Nの張る閉部分空間とする。このとき、
次の五つの条件 (a)–(e)は同値である。

(a) H=X.

(b) u =
∑∞

n=1(u, ϕn)ϕn, ∀u ∈ H.

(c) (Parsevalの等式) ‖u‖2 =
∑∞

n=1 |(u, ϕn)|2, ∀u ∈ H.

(d) (u, v) =
∑∞

n=1(u, ϕn)(v, ϕn), ∀u, v ∈ H. ただし、右辺は絶対収束。
(e) (u, ϕn) = 0, ∀n ∈ N, ならば u = 0である。
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証明: (a)⇒ (b): 命題 4.6(3)より明らか。(b)⇒ (d), (d)⇒ (c), (c)⇒ (e): 明らか。
(e)⇒ (a): 仮定よりX⊥ = {0}であるから定理 4.3よりH = X ⊕X⊥ = X. ¤

定義 4.5 Hの直交系 {ϕk}k∈Nが定理 4.7(e)を満たすとき、直交系 {ϕk}k∈Nは完全 (com-

plete)であるという。特に、{ϕk}が正規直交系であれば、定理 4.7のいずれかを満たせば
完全である。

定理 4.8 {ϕk}k∈NをH における直交系とする。任意の u ∈ H と ε > 0に対して {ϕk}の
適当な一次結合 φ =

∑n
k=1 akϕkで ‖u− φ‖ < εとなるものが存在すれば、{ϕk}は完全で

ある。

証明: {ϕk}が完全ではないとすると、(u, ϕn) = 0 (∀n ∈ N)なる 0 6= u ∈ Hが存在する。
このとき ‖u‖ > 0より、仮定から ‖u−∑n

k=1 akϕk‖ < ‖u‖/2なる a1, . . . , an ∈ Cが存在
する。このとき、Schwarzの不等式により

∣∣∣∣
(
u, u−

n∑

k=1

akϕk

)∣∣∣∣ ≤ ‖u‖
∥∥∥u−

n∑

k=1

akϕk

∥∥∥ <
‖u‖2

2

であるが、一方 (u, ϕn) = 0 (∀n ∈ N)より
∣∣∣∣
(
u, u−

n∑

k=1

akϕk

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣‖u‖2 − ak

n∑

k=1

(u, ϕk)

∣∣∣∣ = ‖u‖2

となるから矛盾である。 ¤

系 4.9 −∞ < a < b < ∞とし、{ϕn}をL2(a, b)における直交系とする。このとき、閉区
間 [a, b]で連続で f(a) = f(b)なる任意の関数 f が {ϕn}の一次結合で一様に近似されるな
らば {ϕn}は L2(a, b)において完全である。

証明: {f ∈ C[a, b] ; f(a) = f(b) }が L2(a, b)で稠密であることは定理 3.2で x = a, bの近
傍で関数を修正することで得られる。これより結論は定理 4.8から従う。 ¤

定理 4.10 関数系 S = { einx ; n ∈ Z }は L2(−π, π)において完全である。

証明: 系 4.9より、任意の f ∈ C[−π, π] : f(−π) = f(π)が、S に属する関数の一次結
合で一様に近似されることを示せばよい。ここで、ρδ を軟化子 (cf . (3.10))として、f

を周期 2πの R上の連続関数として拡張し f ∗ ρδ を考えると、定理 3.9の証明と同様に
‖f ∗ ρδ − f‖∞ → 0 (δ ↓ 0)が従う。よって、f ∗ ρδはC∞-級であるから、次の定理 4.11を
示せば証明は完了する。 ¤

定理 4.11 1/2 < α ≤ 1とする。f ∈ C(R)が周期 2πをもち一様に α-Hölder連続:

∃M < ∞ such that |f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|α

であれば、‖sN [f ]− f‖∞ → 0 (N → 0)となる。ここで、

sN [f ](x) =
N∑

k=−N

ck(f)eikx, ck(f) =
1

2π

∫ π

−π

f(t)e−ikt dt (4.4)

とする。
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証明: Dirichlet核DN(x) =
∑N

k=−N eikxを導入する。このとき

sN [f ](x) =
N∑

k=−N

1

2π

∫ π

−π

f(t)e−ikteikx dt

=
1

2π

∫ π

−π

DN(x− t)f(t) dt =
1

2π

∫ π

−π

DN(t)f(x− t) dt (4.5)

に注意する。一方、 1
2π

∫ π

−π
DN(x− t) dt = 1

2π

∫ π

−π
DN(t) dt = 1であり、

DN(t) = e−iNx

2N∑

k=0

eikt = e−iNt · 1− ei(2N+1)t

1− eit
=

sin(N + 1
2
)t

sin t
2

となるから g(t) = f(x−t)−f(x)

sin t
2

(t 6= 0), = 0 (t = 0)とおくと、

sN [f ](x)− f(x) =
1

2π

∫ π

−π

DN(t)(f(x− t)− f(x)) dt =
1

2π

∫ π

−π

g(t) sin(N +
1

2
)t dt

=
1

2π

∫ π

−π

{
g(t) cos

1

2
t
}

sin Nt dt +
1

2π

∫ π

−π

{
g(t) sin

1

2
t
}

cos Nt dt. (4.6)

よって、g ∈ L2(−π, π)がわかれば { 1√
π

sin Nt}N∈N, { 1√
π

cos Nt}N∈N がともに L2(−π, π)

の正規直交系であることをBesselの不等式と組合わせれば (4.6)の右辺の各項は 0に収束
することがわかる。ここで、| sin t

2
| ≥ |t|

4
より |g(t)| ≤ 4M |t|α−1. 今 2(α − 1) > −1より∫ π

−π
|g(t)|2 dt < ∞となる。以上より、各 x ∈ [−π, π]で sN [f ](x) → f(x)がわかった。
次に、

∑
k∈Z |ck(f)| < ∞を示す。これよりWeierstrassのM -testから (4.4)の収束が一

様収束であることが従う。g(x) = f(x− h)− f(x− h)とおくと

ck(g) =
1

2π

∫ π

−π

f(x){e−ik(x−h) − e−ik(x+h)} dx

= ck(f)(eikh − e−ikh) = ck(f)2i sin kh.

よって、Besselの不等式と f のHölder連続性により

∞∑

k=−∞
|ck(f)2i sin kh|2 ≤ 1

2π

∫ π

−π

|g(x)|2 dx ≤ 4M2|h|2α.

n = 0, 1, . . . とする。2n ≤ |k| ≤ 2n+1に対して h = 2−n−2πとすると π
4
≤ kh ≤ π

2
より

| sin kh| ≥ 1√
2
により ∑

2n≤|k|<2n+1

|ck(f)|2 ≤ M2π2α2−2nα−2α+1

であるから Schwarzの不等式より

∑

2n≤|k|<2n+1

|ck(f)|　 ≤
( ∑

2n≤|k|<2n+1

|ck(f)|2
)1/2

· (2n)1/2 ≤ Mπα2−(α− 1
2
)n+ 1

2
−α

となり、α > 1
2
より

∑
k∈Z |ck(f)| ≤ |c0(f)|+ ∑∞

n=0 Mπα2−(α− 1
2
)n < ∞を得る。 ¤
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注意 4.1 f ∈ C[−π, π] : f(−π) = f(π)であっても sN [f ]が発散することがある。1点で
の例は du Bois-Reymond (1876)により、Kahn, Katznelson (1965)により ∀x ∈ [π, π)∩Q
に対し sN [f ](x)が発散する場合が調べられている。また、Kolmogrov (1923)により f ∈
L1(−π, π)であるがほとんど至るところ sN [f ]が発散する例も知られている。

次の系は degital samplingで用いられる基本定理 (定理 4.20)の証明の基礎となる。

系 4.12 (Poissonの和公式) f ∈ C1(R)に対して
∑∞

n=−∞ f(t + 2nπ),
∑∞

n=−∞ f ′(t + 2nπ)

が t ∈ R上一様に絶対収束するとき、次が成立する。
∞∑

n=−∞
f(2nπ) =

∞∑

k=−∞

1

2π

∫ ∞

−∞
e−iktf(t) dt. (4.7)

証明: 仮定よりϕ(t) =
∑∞

n=−∞ f(t+2nπ)は周期 2πをもつC1-級関数なので定理 4.11より

ϕ(t) =
∞∑

k=−∞
ck(ϕ)eikt (4.8)

となる。ここで、仮定よりϕの定義式の右辺の級数は絶対一様収束するので項別積分でき

ck(ϕ) =
1

2π

∫ π

−π

e−iktϕ(t) dt =
∞∑

j=−∞

1

2π

∫ π

−π

e−iktf(t + 2jπ) dt

=
∞∑

j=−∞

1

2π

∫ π+2jπ

−π+2jπ

e−ik(t−2jπ)f(t) dt =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iktf(t) dt.

最後の等号は eik2jπ = 1による。以上より、(4.8)で t = 0とおくことで (4.7)を得る。 ¤

例 4.3 定理 4.10と定理 4.7の Parsevalの等式を組み合わせて

1

2π

∫ π

−π

|f(t)|2 dt =
∞∑

n=−∞

1

2π

∣∣∣∣
∫ π

−π

f(t)e−int dt

∣∣∣∣
2

を得る。これを関数 f(t) = t, t2, |t|に用いることでそれぞれ

(1)
∞∑

n=1

1

n2
=

π2

6
, (2)

∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
, (3)

∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=

π2

8

が従う。例えば、(1)は
∫ π

−π
te−int dt = 2iπ(−1)n

n
,
∫ π

−π
t2 dt = 2

3
π3より従う。

その他、Fourier級数に詳しい和書として次をあげておく。
　　　　　高橋陽一郎: 実関数と Fourier解析 1,2, 岩波書店.

　　　　　谷島賢二: 物理数学 東京大学出版.

例 4.4 例 4.2で挙げた、Legendreの多項式, Hermiteの多項式, Laguerreの多項式もそれ
ぞれL2(−1, 1), L2(R, e−x2

dx), L2((0,∞), e−xdx)における完全直交系である。これらは定
理 4.8でWeiestrassの多項式近似定理 (問 3.7, ここでは d = 1の場合)より任意の連続関
数が多項式で近似できることを用いて証明できる。(Pn, Hn, Lnはすべて n次多項式であ
ることに注意せよ。) 詳しい証明は伊藤清三: ルベーグ積分入門 裳華房を参照せよ。
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4.3 Fourier変換

Fourier級数の理論により f ∈ L2(−L,L) (L > 0)に対して

f(x) =
∞∑

k=−∞

1

2L

∫ L

−L

f(t)e−iπ k
L

t dt · eiπ k
L

x (4.9)

が成立する。(右辺は L2(−L,L)での収束。) ここで、ξk = k
L
π, ∆ξ = π

L
とおくと、

((4.9)の右辺) =
1

2π

∞∑

k=−∞

∫ L

−L

f(t)e−iξkt dt · eiξkx∆ξ

となり、L →∞とすれば |∆ξ| → 0より

f(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiξx

(∫ ∞

−∞
f(t)e−iξt dt

)
dξ (4.10)

が期待される。ただし、f ∈ L2(R)に対しては右辺の被積分関数の存在や積分の存在は一
般には保証されない。そこで、まず f ∈ L1(Rd)に対して次のように定義する。

定義 4.6 u ∈ L1(Rd)のFourier変換 û = Fu, 共役Fourier変換 ǔ = F∗uを

û(ξ) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

e−ix·ξf(x) dx, ǔ(ξ) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

eix·ξf(x) dx, ξ ∈ Rd (4.11)

と定義する。(式 (4.10)より F∗Ff = f が成り立つことが期待されるので、ǔ = F∗uを
Fourier逆変換ともいう。)

　明らかに û(ξ) = ǔ(−ξ)であり、û ∈ L∞(Rd)で ‖û‖∞ ≤ (2π)−d/2‖u‖1が成立する。た
だし、ここで ‖ · ‖pはLp(Rd)のノルムを表すものとする。これよりF ,F∗はL1(Rd)から
L∞(Rd)への線形作用素であることがわかる。

定理 4.13 (Riemann-Lebesgue) u ∈ L1(Rd)のとき、û ∈ Ĉ∞(R). 即ち、ûは連続で
lim|x|→∞ û(x) = 0となる。

証明: ξ, η ∈ Rdとすると、|e−ix·ξ − e−ix·η| ≤ 2で limξ→η |e−ix·ξ − e−ix·η| = 0より Lebesgue

の優収束定理より

|û(ξ)− û(η)| ≤ 1

(2π)d/2

∫

Rd

|e−ix·ξ − e−ix·η||u(x)| dx → 0 (ξ → η).

従って ûは連続。次に ε > 0を任意に取っておく。定理 3.9より f ∈ C∞
0 (Rd)が存在して

‖f − u‖1 < ε/2. このとき定義より ‖f̂ − û‖∞ < ε/2に注意する。∆x =
∑d

j=1
∂2

∂x2
j
とおく

と、部分積分により
∫

Rd

e−ix·ξ(∆xf)(x) dx =

∫

Rd

(∆xe
−ix·ξ)f(x) dx = −|ξ|2(2π)d/2f̂(ξ).

よって、(2π)d/2|f̂(ξ)| ≤ ‖∆xf‖1/|ξ|2 となるから、あるM が存在して |ξ| > M ならば
|f̂(ξ)| < ε/2. 以上より、|û(ξ)| ≤ |û(ξ)− f̂(ξ)|+ |f̂(ξ)| < εを得る。 ¤
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例 4.5 (Fourier変換の例) 計算は Cauchyの積分公式や留数定理の単純な応用なので演
習問題とする。

(a) Kt(x) = (2πt)−d/2e−
|x|2
2t , x ∈ Rd, t > 0, のとき、K̂t(ξ) = (2π)−d/2e−t|ξ|2/2である。

(b) fa(x) =
1

x2 + a2
, x ∈ R, a > 0,のとき、f̂a(ξ) =

1

(2π)d/2

π

a
e−a|ξ|である。

定理 4.14 f, g ∈ L1(Rd)のとき、f̂ ∗ g(ξ) = (2π)d/2f̂(ξ)ĝ(ξ), ξ ∈ Rd.

証明: Youngの不等式 (命題 3.6)より f ∗ g ∈ L1(Rd)に注意する。これよりFubiniの定理
を用いて積分の順序交換し、変数変換 x 7→ x + yを行なえば

f̂ ∗ g(ξ) =
1

(2π)d/2

∫
e−ix·ξ

(∫
f(x− y)g(y) dy

)
dx

=
1

(2π)d/2

∫ (∫
e−i(x+y)·ξf(x)g(y) dx

)
dy

=
1

(2π)d/2

∫
e−ix·ξf(x) dx ·

∫
e−iy·ξg(y) dy = (2π)d/2f̂(ξ)ĝ(ξ). ¤

定理 4.15 f,Ff ∈ L1(Rd)のときF∗(Ff) = f a.e., 即ち (4.10)が a.e.で成立する。

証明: 例 4.5(a)のKt(x)に対してFKt(ξ) = (2π)−d/2e−t|ξ|2/2 = t−d/2K1/t(ξ)となるから、

(F∗FKt)(x) = t−d/2F∗K1/t(x) = t−d/2FK1/t(−x) = Kt(x) (4.12)

となることに注意する。これと Fubiniの定理により

(f ∗Kt)(x) = [f ∗ (F∗FKt)](x) =
1

(2π)d/2

∫
f(x− y)

(∫
eiy·ξ(FKt)(ξ) dξ

)
dy

=
1

(2π)d/2

∫
eix·ξ(FKt)(ξ)

(∫
e−i(x−y)·ξf(x− y) dy

)
dξ

=

∫
eix·ξ(FKt)(ξ)(Ff)(ξ)dξ (4.13)

を得る。ここで、定理 3.9の証明と同様にして ‖Kt ∗f −f‖1 → 0 (t ↓ 0)を得ることに注意
する (cf . 問 3.5(3))。これより、必要なら部分列をとってKtn ∗fが fへ a.e.に収束するよう
にできる。一方、FKt(ξ) = (2π)−d/2e−t|ξ|2/2 ↑ (2π)−d/2 (t ↓ 0)と |eix·ξ(FKt)(ξ)(Ff)(ξ)| ≤
(2π)−d/2|(Ff)(ξ)|でFf ∈ L1(R)であるから Lebesgueの優収束定理が適応でき、

(4.13)の右辺→ (2π)−d/2

∫
eix·ξFf(ξ)dξ = F∗Ff(x)

となる。よって、F∗(Ff) = f a.e.を得る。 ¤

定理 4.16 f,Ff, g,Fg ∈ L1(Rd)のとき次が成立する。
∫

Rd

f(x)g(x) dx =

∫

Rd

Ff(ξ)Fg(ξ) dξ (4.14)
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証明: 仮定と定理 4.15より f = F∗Ff,Ff ∈ Ĉ∞(Rd)より (4.14)の両辺の積分は定義でき
ることに注意する。よって、定理 4.15と Fubiniの定理を用いることにより

(左辺) =

∫

Rd

(
(2π)−d/2

∫
eix·ξFf(ξ) dξ

)
g(x) dx

=

∫

Rd

Ff(ξ)
(
(2π)−d/2

∫
eix·ξg(x) dx

)
dξ = (右辺). ¤

次に f,Ff ∈ L1(Rd)となる関数のクラスとして急減少関数のなす空間 S(Rd)を導入す
る19。以下、〈x〉 = (1 + |x|2)1/2と書く。〈x〉 ∼ 1 + |x| (|x| → ∞)であるが 〈x〉は 1 + |x|と
違って滑らかであることに注意する。また、特に断らない限り α, β, γは多重指数とする。

定義 4.7 u ∈ C∞(Rd)は任意の N ∈ Nと多重指数 αに対し 〈x〉 |∂αu(x)|が有界である
とき急減少 (rapidly decreasing)と呼ぶ。急減少な関数全体のなす空間を S(Rd)と書く。
u ∈ S(Rd)に対して、

pl(u) = sup
x∈Rd

〈x〉l
∑

|α|≤l

|∂αu(x)|, l = 0, 1, . . . ,

と定める。ただし、多重指数 α = (α1, . . . , αd)に対して |α| = α1 + · · · + αd と書く。
un, u ∈ S(Rd) (n ∈ N)が、各 l ∈ Nについて pl(un− u) → 0を満たすとき、S(Rd)におい
て {un}は uに収束するといい、un

S→ uと書く。

注意 4.2 (1) p = plは p(u) ≥ 0, p(u + v) ≤ p(u) + p(v), p(cu) = |c|p(u) (c ∈ C)を満た
す。これらの性質を満たす pをセミノルム (semi-norm)という。
(2) d(u, v) =

∑∞
l=1 2−l min{1, pl(u − v)}と定義する。このとき、dは S(Rd)の距離で、

un
S→ uであることと d(un, u) → 0であることは同値である。また、(S(Rd), d)は完備な

距離空間になる。

補題 4.17 S(Rd)は線形空間で次を満たす:

(a) 任意の α, mに対して S(Rd) 3 u 7→ 〈x〉m ∂αu ∈ S(Rd)は連続である。
(b) u ∈ S(Rd)なら任意のm ∈ N, αに対して 〈x〉m ∂αu ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ ∞.

(c) S(Rd)は Lp(Rd), 1 ≤ p < ∞, の稠密部分集合である。
(d) u, v ∈ S(Rd)のとき u ∗ v ∈ S(Rd).

証明: S(Rd)が線形空間であることは明らか。
(a) 多重指数 γとm ∈ Zに対して、定数 Cm,γ が存在して |∂γ 〈x〉m | ≤ Cm,γ 〈x〉m−|γ|とな
ることに注意する。これより Leipnizの公式により

pl(〈x〉m ∂αu) = sup 〈x〉l
∑

|β|≤l

|∂β(〈x〉m ∂αu)|

= sup 〈x〉l
∑

|β|≤l

∣∣∣∣
∑

γ≤β

(
β

γ

)
(∂γ 〈x〉m)(∂α+β−γu)

∣∣∣∣

≤ C sup 〈x〉l+m
∑

|γ|≤l+|α|
|∂γu| ≤ Cpl+max{|α|,m}(u).

19この講義の残りの部分では S(Rd)の位相に関する議論は使わない。しかし、Schwartz超関数 S(Rd)′の
Fourier変換を議論する際には必要となる事柄である。このことを考慮し位相に関する議論も少しであるが
行なうこととした。
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ただし、
(

β
γ

)
=

∏d
j=1

(
βj

γj

)
とする。これから、un

S→ uなら ∀l ∈ Nに対して

pl(〈x〉m ∂αun − 〈x〉m ∂αu) ≤ Cpl+max{|α|,m}(un − u) → 0

となり、〈x〉m ∂αun
S→ 〈x〉m ∂αu, 即ち、S(Rd) 3 u 7→ 〈x〉m ∂αu ∈ S(Rd)は連続である。

(b) | 〈x〉m ∂αu| ≤ 〈x〉−(d+1) pd+1+max{m,|α|}(u)と
∫ | 〈x〉−(d+1) |pdx < ∞, p ≥ 1より明らか。

(c) C∞
0 (Rd) ⊂ S(Rd)だから定理 3.9より従う。

(d) |x|2 ≤ 2(|x− y|2 + |y|2)より 〈x〉 ≤ √
2 〈x− y〉 〈y〉であるから

〈x〉l |∂α(u ∗ v)| = 〈x〉l
∣∣∣
∫

u(y)∂α
x v(x− y) dy

∣∣∣

≤ 2l/2

∫
〈y〉−d−1 〈y〉l+d+1 |u(y)| 〈x− y〉l |∂α

x v(x− y)| dy

≤ 2l/2pl+d+1(u)pmax{l,|α|}(v)

∫
〈y〉−d−1 dy.

よって、u ∗ v ∈ S(Rd)がわかった。 ¤

定理 4.18 f, g ∈ S(Rd)に対してFf,F∗f ∈ S(Rd)で、次が成立する。

(a) F∗Ff = FF∗f = f .

(b)

∫

Rd

f(x)g(x) dx =

∫

Rd

Ff(ξ)Fg(ξ) dξ.

(c) F(f ∗ g)(ξ) = (2π)d/2Ff(ξ)Fg(ξ), (Ff) ∗ (Fg)(ξ) = (2π)−d/2F(fg)(ξ).

(d) ∂α
ξ f̂(ξ) = F((−ix)αf)(ξ), (iξ)αf̂(ξ) = (F∂αf)(ξ).

ただし、α = (α1, . . . , αd), x = (x1, . . . , xd) ∈ Cdに対して xα =
∏d

j=1 x
αj

j とする。

証明: 補題 4.17 (c)より微分と積分の交換ができるので

∂α
ξ f̂(ξ) = (2π)−d/2

∫
(∂α

ξ e−ix·ξ)f(x) dx = F((−ix)αf)(ξ),

(iξ)αf̂(ξ) =
1

(2π)d/2

∫
(iξ)αe−ix·ξf(x) dx =

1

(2π)d/2

∫
(−1)α(∂α

x e−ix·ξ)f(x) dx

=
1

(2π)d/2

∫
e−ix·ξ∂α

x f(x) dx = F(∂αf)(ξ)

より (d)の第 1式は従う。但し、最後の行の第一の等号は部分積分による。従って、

(2π)d/2|ξβ∂α
ξ Ff(ξ)| =

∣∣∣
∫

e−ix·ξ∂β{(−ix)αf(x)} dx
∣∣∣ ≤ pd+1+|β|((−ix)αf)

∫
〈ξ〉−d−1 dξ

となるから Ff ∈ S(Rd)となる。また、F∗f(x) = Ff(−x) ∈ S(Rd)となる。これより、
(a), (b)と (c)の前半はそれぞれ定理 4.15, 定理 4.16, 定理 4.14から従う。(c)の後半は、(a)

と (c)の前半より次のように変形できるからである。

(Ff) ∗ (Fg) = FF∗((Ff) ∗ (Fg)) = (2π)d/2F((F∗Ff) · (F∗Fg)) = (2π)d/2F(fg). ¤

では、f ∈ L2(Rd)の場合の Fourier変換にもどる。

45



定理 4.19 (Plancherel) F ,F∗ : S(Rd) → S(Rd)はHilbert空間 L2(Rd)上の unitary作
用素で、即ち、‖Fu‖2 = ‖F∗u‖2 = ‖u‖2 (u ∈ L2(Rd))を満たす作用素に拡張され、L2(Rd)

上 F∗ = F−1が成立する。特に、f, g ∈ L2(Rd)に対して (4.14)が成立する。(この式を
Parsevalの等式という。)

証明: 補題 4.17 (c)でみたように、S(Rd)は L2(Rd)で稠密であるので、f ∈ L2(Rd)に対
して {ϕn} ⊂ S(Rd)を ‖ϕn − f‖2 → 0ととる。定理 4.18(b)より

‖Fϕm −Fϕn‖2 = ‖F(ϕm − ϕn)‖2 = ‖ϕm − ϕn‖2 → 0 (m,n →∞)

となるから、{Fϕn}はL2(Rd)のCauchy列となる。L2(Rd)は完備であるから、g ∈ L2(Rd)

が存在して ‖Fϕn − g‖2 → 0. このとき、Ff = gと定義する。Ff が近似列 {ϕn}の取り
方によらないことは容易にわかる。
残りの部分は同様にf, g ∈ L2(Rd)に対して{ϕn}, {ψn} ⊂ S(Rd)を‖ϕn−f‖2, ‖ψn−g‖ →

0ととると、F∗Fϕn = ϕnよりn →∞としてF∗Ff = f a.e.を、(4.14)が f = ϕn, g = ψn

のとき成立することより n →∞として Parsevalの等式 (4.14)を得る。 ¤

注意 4.3 f ∈ L2(Rd)に対してその Fourier変換Ff は式 (4.11)で定義されているわけで
はないことを改めて注意しておく。(4.11)が定義できるような関数からなる近似列のL2-

ノルムの極限として定義されたものである。実際、f ∈ L2(Rd)ならば f1[−L,L]d ∈ L1(Rd)

であるから

Ff(ξ) = l.i.m.
L→∞

1

(2π)d/2

∫

[−L,L]d
e−ix·ξf(x) dx

として定義することも出来る。ここで、l.i.m.は “limit in the mean(平均収束)”, 即ち、L2-

ノルムによる極限を表す (cf . [I] p.225)。

4.4 Fourier変換の応用

この節では Fourier変換の理論の応用を紹介する。標準的なものとしては微分方程式へ
の応用であろうが、ここでは computer tomographyと degital samplingの 2つの身近な利
用法について解説する20。

Computer Tomography(計算機断層撮影):

試料のX線透過率を f = f(x, y)であるとする。ここでは f が大きいところでは、X線
が多く透過するため濃い影となって写る。逆に、f が小さいところでは、X線が少なく透
過するため淡く写る。我々が試料を損傷することなく得ることが出来る情報は、試料をあ
る方向から撮影した透過率を積分した情報のみである。例えば、X線カメラを y軸上に設
置し、x軸上に試料をおいて撮影したときに得られるデータは

F (x) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dy

である。実は Fourier変換の性質 (定理 4.18(a))よりあらゆる方向から試料を撮影するこ
とでX線透過率を f = f(x, y)を復元することができる21。

20この節の内容は 杉山健一: フーリエ解析講義 理論と応用, 講談社,
　　　　　　　　　 新井仁之: フーリエ解析と関数解析学, 倍風館 を参照しました。

21この技術を実行に実現させることにより Cormackと Housfieldは、1979年にノーベル医学・生理学賞
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以下、f ∈ S(R2)としてその方法を説明する。
1. x軸とのなす角 θである直線 uへの積分射影像 (台座を θだけ傾けて撮影するか、ま

たは、カメラを−θだけ軸から傾けて撮影する)は

(Rf)(u, θ) =

∫ ∞

∞
f(u cos θ − v sin θ, u sin θ + v cos θ) dv, u ∈ R, θ ∈ [−π, π] (4.15)

となる。これは回転移動に関する変換が

(
x

y

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
u

v

)
であることによ

る。この数値は撮影によるデータとして得られる量である。(4.15)の変換を Radon変換
という。

2. では (4.15)の数値から元の関数 f(x, y)を求める方法を考えよう。天下り的ではある
がRf(u, θ)を uについて Fourier変換し変数変換すると

Fu(Rf)(r, θ) =
1

2π

∫ ∞

∞

∫ ∞

∞
f(u cos θ − v sin θ, u sin θ + v cos θ)e−iru dvdu

=
1

2π

∫ ∞

∞

∫ ∞

∞
f(x, y)e−i(xr cos θ+yr sin θ) dxdy.

ここで、ξ = r cos θ, η = r sin θとすると上式の右辺は f(x, y)のFourier変換そのものであ
る: Fu(Rf)(r, θ) = Ff(ξ, η). よって、f = F∗Ff であるから

f(x, y) =
1

2π

∫ ∞

∞

∫ ∞

∞
Ff(ξ, η)ei(xξ+yη) dξdη

=

∫ ∞

∞

∫ π/2

−π/2

Fu(Rf)(r, θ)ei(xr cos θ+yr sin θ)|r| dθdr.

最後の等号は ξ = r cos θ, η = r sin θとの変換を用いた。これより、(4.15)から f(x, y)が
復元されることがわかる。 ¤

Degital Sampling:

関数 f = f(x)の Fourier変換 Ff がある有限区間 [−l, l]の外側ですべて 0を満たすと
き、f を帯域制限関数という。Ff(ξ)は、f を構成する角周波数 ξの関数 eiξxがどのくら
い含まれているかを表す量であるから、帯域制限関数は |ξ| > lなる角周波数成分を含ま
ない関数ということになる。
このような帯域制限関数 f(x)が与えられたとき、実はある一定間隔で f の値をサンプ

ルとしてとっておけば、そのデータから f が完全に復元することができる。これは次の
Shannonのサンプリング定理の主張を見ればわかる。ここでは簡単のため f ∈ S(R)と
して証明する。

定理 4.20 (Shannon-Whittaker-染谷の定理) T > 0とする。f ∈ S についてその
Fourier変換Ff が supp(Ff) ⊂ [− π

T
, π

T
]を満たすものとする。このとき、

f(x) =
∑

n∈Z
f(nT )hT (x− nT ), x ∈ R

が成り立つ。ただし、hT (x) = sin(πx/T )
πx/T

とする。(この T をサンプリング周期という。)

を受賞した。もちろん、それには Fourier変換の計算を実行する技術の発展など他からの貢献も大きい。
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証明: Poissonの和公式 (系 4.12)の式 (4.7)を f( T
2π

x)e−iξ T
2π

xに対して用いることで

∑

n∈Z
f(nT )e−inTξ =

∑

k∈Z

1

2π

∫ ∞

−∞
e−iktf(

T

2π
t)e−iξ T

2π
t dt

=
1

T

∑

k∈Z

∫ ∞

−∞
e−i(ξ+ 2π

T
k)xf(x) dx =

√
2π

T

∑

k∈Z
Ff(ξ +

2π

T
k)

を得る。仮定より ξ ∈ [− π
T
, π

T
]であれば k 6= 0に対して、Ff(ξ + 2π

T
k) = 0. 即ち、Ff(ξ) =

(2π)−1/2T
∑

n∈Z f(nT )e−inTξ. 一方、Ff(ξ) ≡ 0 (ξ /∈ [− π
T
, π

T
])であるから、f = F∗Ff

より

f(x) =
1

2π

∫ π/T

−π/T

eixξT
∑

n∈Z
f(nT )e−inTξ dξ

=
∑

n∈Z
f(nT )

T

2π

∫ π/T

−π/T

ei(x−nT )ξ dξ =
∑

n∈Z
f(nT )hT (x− nT ). ¤

注意 4.4 supp(Ff) 6⊂ [− π
T
, π

T
]なる場合、サンプリング周期 T でとったデータから fが復

元可能か調べてみよう。この場合、上記と同様な計算すると
∑

k∈Z
e−i 2π

T
kxf(x) =

∑

n∈Z
f(nT )hT (x− nT ).

つまり、
∑

k 6=0 e−i 2π
T

kxf(x)だけ歪みが生じ、サンプリング定理は成立しない。このような
現象をエイリアシングという。
そこで、f をFg ⊂ [− π

T
, π

T
]なる関数 gによってある程度近似できないか考える。この

ような関数 gで f を最も良く L2近似しているものを見出してみよう。
Parsevalの等式 (定理 4.19)より次の等式は明らかである:

‖f − g‖2
2 =

∫

|ξ|>π/T

|Ff(ξ)|2 dξ +

∫

|ξ|≤π/T

|Ff(ξ)−Fg(ξ)|2 dξ.

従って、‖f−g‖2を最小にする関数はFg = (Ff)1[−π/T,π/T ]であるから、定理 4.18(c)より

g = F∗((Ff)1[−π/T,π/T ]) = (2π)1/2f ∗ F∗1[−π/T,π/T ] =
1

T
f ∗ hT

が求める関数であることがわかる。
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