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序
以下は, 2023年度, 琉球大学理学部数理科学科 2年次対象の科目「代数学序論演習 I」の講義ノートである.

1年次対象の線形代数学 I, II, 数学序論 I, II, 微分積分学 I,IIで講義されているであろう内容の証明で簡単
なものは, 多くを省くか問としてある. 文中の問は授業においてその解答を発表すると, 評価点に加点する. ま
た, そのための時間を, 授業において儲ける.

1年次で用いた線形代数学の教科書 [1]は, 数理科学科の教科書としては少し物足りない内容である. 末尾の
参考文献に挙げた [2], [3], [4], [5] あたりを購入して一通り読むことを期待します.

社会の中で線形代数学が使われている例として, SEGA の社内での勉強会をまとめたものがあります.

https://www.slideshare.net/SEGADevTech/ss-249343092

興味のある方は, これを読んで立派なゲームプログラマになってください.

文中の問
この講義は演習科目です. 文中の問はその解答を講義中に発表すれば, 評価に加点します.

注意
この文書は, まだ作成途中です. 間違っている内容が, 多数含まれている可能性があります. ダウンロードす
る際には, タイトル下の日付欄を見て下さい. 日付が以前のものと変わっていたら, 加筆や修正 (間違いの訂
正)が行われています. 以下の更新履歴も常に確かめてください.

更新履歴
2023年 4月: 不完全なまま最初の公開.
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記号と言葉遣い
以下で用いる記号をまとめておく.

1. N, Z, Q, R, Cはそれぞれ, 自然数, 整数, 有理数, 実数, 複素数全体のなす集合とする. 自然数には, 0

を含めないとする.

2. 多項式 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 に対して, f(θ) = 0となる θ ∈ Cを f(x)あるいは
f の根 (root) という.

3. 集合 Aに対して, |A|を Aの濃度 (有限集合の場合は, 個数)とする. 集合の濃度については, 有限が無
限かは問題にするが, 無限集合の濃度を問題にすることはない.

4. 共通部分を持たない和集合 (disjoint union) を記号 t を用いて表す. すなわち, A = B t C は,

A = B ∪ C かつ B ∩ C = ∅ の意味で用いる.

5. 集合 Aから Aへの恒等写像を idA と書く. すなわち, idA : A→ A, id(a) = a, a ∈ Aである.

6. 集合 A,B と写像 f : A → B に対して, f(A) = Im(f) = {f(x) | x ∈ A} ⊂ B を f の像という. また,

B の部分集合 C に対して, C の原像を f−1(C) = {x ∈ A |f(x) ∈ C}とする. 特に C が 1点集合 {y}
のときには, f−1({y}) = f−1(y)と略記する. 同様に, 1点集合の場合, 集合と元を区別しないで書くこ
とは多くある.

7. A, B を集合とし, f : A → B を写像とする. Im(f) = B であるとき, f を全射, あるいは上への写像
(surjection) という. f が 1対 1の写像であるとき, f は単射であるとか, 中への写像 (injection)とい
う. 特に, A ⊂ B であるとき, Aの元を B の元であると見る自然な単射がある. この写像は, 埋め込み
(embedding)あるいは包含写像 (inclusion)という. 逆に, f : A→ B が単射であるとき, f(A) ⊂ B を
Aと同一視して, B の部分集合であると見ることもある. このときにも, f を埋め込みという. f が全射
かつ単射であるとき, f は全単射 (bijection)であるという.

8. A, Bを集合, f : A→ Bを写像とする. C ⊂ Aに対して f のCへの制限で決まる写像を, f|C : C → B

と書く.

9. 整数 a, bに対して, a | bは, aは bの約数 (bは aの倍数)を意味する. そうでないときは, a 6 | bと書く.

0はすべての整数の倍数であり, 0でないどの整数の約数でもない. (a, b)は, a, bの最大公約数とする.

10. 虚数単位は iを用いる. 複素数 z = a + bi ∈ C (a, b ∈ R)に対してその共役複素数を z = a − biとす
る. 複素数 z = a+ biの大きさ (ノルム)は, |z| =

√
zz =

√
a2 + b2 で定義される.

11. 数ベクトルは, xのように太文字で書くことにする.

12. δij =

{
1 i = j

0 i 6= j
をクロネッカー (Kronecker)の記号として用いる.

13. (漢字圏以外の)外国人の姓は基本的にアルファベット表記とした.
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1 線形代数学 I, II のまとめ
この講義では, まず, 1年次の時に学んだ線形代数学の続きを講義する.

線形代数学では, スカラー全体の成す集合の性質が, 結果に影響を与えることがある. この講義の前半では,

スカラー全体の集合は実数全体 R, もしくは複素数全体 Cのいずれかとする. 後半では, R, C以外の集合がス
カラー集合となる場合も考える.

スカラー集合,ベクトルや行列の成分がどの数であることを明示する時には, 実ベクトル, 複素ベクトル, 実
行列, 複素行列, etc. と書くことにする. これらほ形容詞がついていない場合は, 成分の数集合の性質によらな
い性質を述べていると理解していただきたい.

講義前半で現れる複素数と実数の大きな差異は, 次の二つである.

1. 実数には, 有理数から拡張された大小関係が存在し, よく知られた性質を持つ. 特に, 正負の概念がある.

複素数には, この実数の大小関係の良い拡張がない.

2. 複素数では, 代数方程式 anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 (an 6= 0, n ≧ 1)は必ず根を持つ. す
なわち, ある θ ∈ Cが存在し, anθ

n + an−1θ
n−1 + · · ·+ a1θ + a0 = 0が成立する（複素数体は代数的

に閉じているという.). 実数の範囲では, x2 + 1 = 0のように実数根を持たない方程式がある.

スカラーが複素数, 実数に無関係な事柄を議論するときには, スカラー集合を Kの文字で表す.

行列
行列記号は, 基本的に線形代数学の教科書 [1] に準ずる. ただし, 行列やベクトルを表す括弧は, (, ) を用
いる.

単位行列は E, 零行列は O の記号を用いる. 行列のサイズが問題になるときは, 添字でそのサイズを表示す
る. すなわち, n次正方行列の単位行列は En, m× n行列の零行列は Om,n 書く. E のスカラー倍 aE(a ∈ K)

をスカラー行列ということがある.

線形代数学で学んだ記号と内容をまとめておく.

• 行列 Aの ij 成分が aij であるとき, A = (aij)と書く.

• ij 成分が 1 で他のすべての成分が 0の行列を Eij と書くことにする. これを, 行列単位という.

• 行列 Aに対して, 転置行列は tAと書く. A = (aij)なら tAの ij 成分は aji

• 行列 Aに対して, Aの複素共役は Aと書く. A = (aij)なら Aの ij 成分は aji

• 正方行列が対角部分が正方行列であるようなブロック分けで,

(
A O

O B

)
となるとき, この行列を A⊕B

と表記することがある. ブロックの数が 3つ以上に対しても同様の表記を用いる.

• 行列 A に対して, A の階数 (ランク) を rankA と書く. 階数は行列の基本変形 (あるいは掃き出し法,

または消去法)で計算できる.
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• n× n行列の単位行列 En と行列単位 Eij を用いて,

Pn(i, λ) = En + (λ− 1)Eii (λ 6= 0)

Qn(i, j) = En − Eii − Ejj + Eij + Eji (i 6= j)

Rn(i, j, λ) = En + λEij (i 6= j)

で与えられる行列を, 基本行列という (P , Q, Rの記号は一般的なものではないと思う). これが教科書
[1] p. 15 の行列になることは, 各自確かめること.

• 行列の基本変形について: 行基本変形は基本行列を左からかける, 列基本変形は基本行列を右からかけ
ることで, 行列の積で表現できる.

• 連立一次方程式 Ax = bは, 拡大係数行列 (A, b)に対して行基本変形 (掃き出し法, 消去法)を利用する
ことにより, 解の存在も込めて計算することができる.

• n次正方行列 Aに対して, Aの行列式は, |A|もしくは detAと書く.

• n次正方行列 Aに対して, Aのトレースは, trAと書く.

• n次正方行列に対して， AB = BA = En となる行列 B が存在するとき, Aは正則 (あるいは可逆)で
あるという. このとき, B = A−1 と書いて, Aの逆行列という. 逆行列が存在するための必要十分条件
は, detA 6= 0である.

• Aをm×n行列, P をm次正方行列, Qを n次の正方行列とする. P , Qが正則行列なら, rank(PAQ) =

rank(A).

• n次正方行列 Aに対して, Ãを Aの余因子行列とする. Ã = (ãij)とすると, ãji = (−1)i+j detDij で,

Dij は Aから i行 j 列を除いてできる n− 1次正方行列である. AÃ = ÃA = det(A)En が成立する.

• 上の逆行列の公式は数学の理論上は重要であるが, 正方行列 Aの具体的な逆行列の計算は, 行列を並べ
てできる 2n× n行列 (A E)を行基本変形 (掃き出し法)して計算することができる.

• 上の事から, 行列が正則であるための必要十分条件は, それが基本行列の積で書ける事である.

問 1.1 1. 行列の積に関して結合律 (AB)C = A(BC)が成立することを示せ.

2. Aを n次正方行列とする, 任意の n次正方行列 B に対して AB = BAなら, Aはスカラー行列である
ことを示せ.

3. m× n行列 Aと n×m行列 B に対して, tr (AB) = tr (BA)が成立することを示せ.

4. n次正方行列 A, B と自然数 k に対して, tr ((AB)k) = tr ((BA)k)が成立することを示せ.

5. rank(AB) ≦ max{rankA, rankB}を示せ.

6. detAB = detA detB を示せ.

7. n次正方行列 Aが正則 ⇐⇒ rankA = nを示せ.

8. det tA = detAを示せ.

9. n次正方行列 Aが detA = 0であるとき, O でない n次正方行列 B で, AB = O となるものが存在す
ることを示せ.

10. t(P−1) = (tP )−1 を示せ.
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数ベクトル (空間)

この講義では, n行 1列の行列


a1

a2
...

an

を数ベクトル (あるいは列ベクトル)ということにする. このとき ai

を第 i成分という.

高校までは, ベクトルの成分は横に並べて (a1, a2, . . . , an)と書いていたが, 記法上, 列ベクトルの方が便利
なので, 通常はこちらを用いる. 横に並べたベクトルは, 行ベクトルということにする.

零ベクトルは, 記号 oを用いることにする.

数ベクトル全体の集合を次のように書く.

Cn =



a1
a2
...
an

 | ai ∈ C

 , Rn =



a1
a2
...
an

 | ai ∈ R


実数全体は複素数全体の部分集合なので, 自然に (実数を虚数部分が 0 である複素数と見て) Rn ⊂ Cn と考え
る. スカラーの集合は, Cn では C, Rn では Rとする. この節では, ベクトル空間 V と書けば, Cn または Rn

のいずれか, あるいはその部分空間 (定義 4.4)とし, Kをそれに応じたスカラーの集合とする. Kn と書けば,

Kが Rか Cに応じて, Rn, Cn のいずれかとする.

ei =



0
...
1
...
0

 (i番目だけ 1で他は 0), i = 1, . . . , n

を Kn の標準基底という.

m× n行列 A = (aij)に対して, 第 j 列だけを取り出してできるベクトルを

aj =


a1j
a2j
...

amj

 , j = 1, 2, . . . n

とするとき, Aはこの列ベクトルを横に並べてできる行列と見て,

A = (a1 a2 · · · an)

と書く事もある. 行ベクトルに対しても，同様のことを行う．
この方法で, A = (a1 a2 · · · an)をm× n行列とし, B を l ×m行列とすると, 次の表記が成立する.

BA = (Ba1 Ba2 · · · Ban) (1.1)
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さらに, v1, . . . , vl をベクトルとし, wi =

l∑
k=1

akivk, i = 1, . . . ,mとすると, 次の表記も行列として成立する.

(w1, . . . wm) = (v1 . . . vl)

a11 · · · a1m
...

. . .
...

al1 · · · alm

 (1.2)

数ベクトル空間での, 一次独立 (線形独立), 一次従属 (線形従属), 生成する, 部分空間, 基底とかの言葉は, 後
で一般的な場合の定義や性質を述べるが, 線形代数学で学習した内容は既知とする.

問 1.2 Kn の n個のベクトル v1, . . . , vn が Kn の基底になることと, P = (v1 · · · vn)が正則行列であるこ
とは同値であることを証明せよ.

ベクトル空間の基底は, 無限に取り方がある. (標準基底以外に)基底を取り替えることにより, いろいろな
性質が見えるようになるという事が重要である.

{v1, . . . , vn}が Kn の基底であるとき, a ∈ Kn は基底の一次結合として一意的に表示される.

a = a1v1 + · · ·+ anvn, ai ∈ K

{u1, . . . , un}, {v1, . . . , vn}を Kn の 2つの基底であるとする. 上に述べたように, ui は v1, . . . , vn の一
次結合になる.

ui =

n∑
j=1

pjivj , i = 1, . . . , n

このとき, 行列 P = (pij)を基底の変換行列という. 上の式は行列の積を用いると,

(u1 u2 · · · un) = (v1 · · · vn)P

と書ける. 上では, {v1, . . . , vn}の一次結合で新しい基底 {u1, . . . ,un}を作っていると見る. {u1, . . . ,un}が
基底になることと, P が正則行列であることは, 同値である
{v1, . . . , vn}を Kn の基底とする. a ∈ Kn は, a = a1v1 + · · ·+ anvn, ai ∈ Kと一意的に書ける. このと

き, 数ベクトル (a1, . . . , an), あるいは,


a1
...

an

 を基底 {v1, . . . , vn}から決まる aの座標という.

上の様に基底を取り替えた時, 座標がどのように変化するかを計算しておく. {u1, . . . , un}, {v1, . . . , vn}
を Kn の 2つの基底であるとし, P = (pij)を上で述べたこれらの変換行列 (ui を vj の一次結合で表した時の
係数からできる行列)とする. a ∈ Knの {v1, . . . , vn}に対する座標を a = a1v1+ · · ·+anvn, {u1, . . . , un}
に対する座標を a = a′1u1 + · · ·+ a′nun とする. このとき,

n∑
i=1

a′iui =

n∑
i=1

a′i

 n∑
j=1

pjivj

 =

n∑
j=1

(
n∑

i=1

pjia
′
i

)
vj =

n∑
j=1

ajvj

を得る. 基底に対する係数の一意性から, 次を得る.

n∑
i=1

pjia
′
i = aj , j = 1, . . . , n
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上の式は, 行列を用いて表すと, 次になる.a1...
an

 = P

a
′
1
...
a′n

⇐⇒

a
′
1
...
a′n

 = P−1

a1...
an


つまり, 正則行列 P を用いて新たな基底 {u1, . . . ,un}を定めると, 新たな座標は元の基底を用いた座標を列
ベクトルと見て, P−1 を左からかけることで得られる.

注意 1.1 これまで, 座標というものをあまり意識してこなかったかも知れないが, 座標は a priori*1 に定まっ
ているのではなく, 人間が定めているのである. その際に, どのように座標を定めたかで, 結果がどれだけずれ
るかを調べるのは, 常に必要とされることである. この講義では, 直線を利用した座標 (線形という漢字の意味
を考えよ) だけを考えるが, 高校や微分積分学ですでに学習した「極座標」も重要な座標系である.

固有値, 固有ベクトル, 行列の対角化
定義 1.1 A を n次正方行列とする. λ ∈ Cと v 6= oに対して, Av = λv が成立するとき, λを Aの固有値,

v を固有値 λに属する固有ベクトルという.

λが Aの固有値であるとき,

V (λ) = {v ∈ Kn | Av = λv}

を固有値 λの固有空間という. 上の定義において, 一般的には K = Cであるが, λ ∈ Rなら, K = Rとするこ
とがある.

上で固有空間と書いてあるが, これは Kn の部分空間になる.

{o}, Kn も上の部分空間の定義を満足する. この 2 つは, 自明な部分空間と言われる. 部分空間に関して,

「基底」や「次元=基底の個数」が定義できることは, 線形代数学で学習していると想定する.

問 1.3 1. 上の V (λ)は部分空間になることを示せ.

2. λ, µを Aの固有値とするとき, λ 6= µなら V (λ) ∩ V (µ) = {o}となることを示せ.

λが Aの固有値, v を固有値 λに属する固有ベクトルであるとすると,

(λE −A)v = o, v 6= o

となる. det(λE − A) 6= 0 なら, 両辺に左から (λE − A)−1 をかけると, v = o となって矛盾する. 従って,

det(λE −A) = 0である.

逆に, det(λE − A) = 0なら, (λE − A)v = oは v 6= oとなる解 (非自明な解)を持つことが, 連立一次方
程式の解法からわかる.

定義 1.2 Aを n次正方行列, xを不定元とするとき,

φA(x) = det(xE −A)

を Aの特性多項式 (characteristic polynomial)という. これは, xの n次多項式になる.

*1 アプリオリと読む.「先験的」という意味のラテン語, 対義語は a posteriori
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上の議論から, 固有値は特性多項式の根 (root)であることがわかる. また, 複素数の範囲では特性多項式の
根は必ず存在することが証明できるので, 正方行列は, 少なくともひとつの固有値を持つこともわかる.

特性多項式は, 次の特別な性質を持つ.

定理 1.1（Cayley – Hamilton） n次正方行列 Aの特性多項式を φA とすると, φA(A) = 0.

証明. B(x) = xEn − A とし, B̃(x) を B(x) の余因子行列とする. B̃(x) の成分は, 余因子の定義から, x の
n− 1次以下の多項式である. これを, 行列を係数とする x多項式とみると, n次正方行列 C0, . . . , Cn−1 を用
いて次のように書ける.

B̃(x) = Cn−1x
n−1 + · · ·+ C1x+ C0

余因子行列の決め方から, (xEn − A)B̃(x) = B̃(x)(xEn − A) = φA(x)En が成立する. ひとつめの等号を具
体的に書き下すと,

(xEn −A)(Cn−1x
n−1 + · · ·+ C0)

= Cn−1x
n + (Cn−2 −ACn−1)x

n−1 + (Cn−3 −ACn−2)x
n−2 + · · ·+ (C0 −AC1)x−AC0

= Cn−1x
n + (Cn−2 − Cn−1A)x

n−1 + (Cn−3 − Cn−2A)x
n−2 + · · ·+ (C0 − C1A)x− C0A

= (Cn−1x
n−1 + · · ·+ C0)(xEn −A)

となる. 2 行目と 3 行目の等式から ACi = CiA, i = 0, 1, . . . , n − 1 が成立するので, (xEn − A)B̃(x) =

B̃(x)(xEn −A) = φA(x)En に x = Aを代入する事ができて, φA(A)En = O となる. 従って, φA(A) = O.

注意 1.2（行列を係数とする多項式の変数に行列を代入してはいけない.） xを変数とする. Cm, . . . , C0を x

に依存しない n次正方行列とする. 次の 2つの表記は, 行列係数の多項式としては同じものである.

Cmx
m + Cm−1x

m−1 + · · ·+ C1x+ C0 = xmCm + xm−1Cm−1 + · · ·+ xC1 + C0

しかし, xに行列 Aを代入すると, 左辺と右辺では値が異なる. 行列の積は, 交換法則が成立しないからである.

CmA
m + Cm−1A

m−1 + · · ·+ C1A+ C0, AmCm +Am−1Cm−1 + · · ·+AC1 + C0

これらの 2つが一致する条件は, CkA
k = AkCk, k = 0, . . . ,mが成立するときで, この時に限り xに Aを代

入するということが意味を持つ. これが成立しない場合は, 多項式の表記を明示する必要がある.

以下, 特性多項式の根を考える必要があるので, スカラーの集合は, C とする. A を n 次の正方行列と
する. A の固有ベクトルからなる基底 {v1, . . . , vn} が存在すると仮定する. vi の固有値を λi とする.

P = (v1, . . . , vn)とすると, 問 1.2よりこれは正則行列になる. さらに vi が固有ベクトルであることを利用
すると, AP = (Av1 . . . Avn) = (λ1v1 . . . λnvn) となる. これを (1.1), (1.2)の書き方で書き換えると,

A(v1 · · · vn) = (v1 · · · vn)


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

⇐⇒ AP = P


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


すなわち, 次を得る.

P−1AP =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


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これを, Aの正則行列 P による対角化という.

前節の基底の取り替えという目で見ると, 行列の対角化は, その行列が最も簡単な表示をもつ基底を選び直
していることに他ならない.

行列の固有値や対角化は, 様々な応用場面で現れる. 例えば, P−1AP =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

 と対

角化されたとすると, (P−1AP )k =


λk1 0 · · · 0

0 λk2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λkn

 を得る. (P−1AP )k = P−1AkP であるので,

Ak = P


λk1 0 · · · 0

0 λk2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λkn

P−1 となって, Aのべき乗の計算が簡単にできる. これ以外にも, 行列の固有

値 (あるいは固有値の性質)は, 応用も含めた数学の多くの場面で現れる. ただし, 固有値を厳密の求めるには
特性方程式の根の計算が必要で, これは一般的に簡単な事ではない.

問 1.4 (P−1AP )k = P−1AkP, k ∈ Zを示せ.

問 1.5（冪等行列） n次正方行列 P は, P 2 = P を満たすとき, 冪等行列という. 冪等行列の固有値は, 1と
0 で, この行列は対角化可能であることを示せ.

正方行列 Aに対して, IA = {f(x) | f(x)は xの多項式, f(A) = O}と置く. Cayley – Hamilton の定理か
ら, IA 6= {0}である. mA(x) を IA の 0でない次数最小の多項式で最高次の係数が 1となるものとする. これ
は一意的である.

実際, m′(x) を m′(A) = O となる 0 でない x の多項式で最高次の係数が 1 の別の多項式とする. これを
mA(x)で割り算すると,

m′(x) = mA(x)q(x) + r(x)

となる. ここで, r(x)は割り算で生じる余りで, 割り算の定義から r(x)の次数は, mA(x)の次数より小さい.

両辺の x に A を代入すると r(A) = 0 となるが, mA(x) の次数の最小性から, r(x) = 0 である. m′(x) と
mA(x)の次数は, やはり次数の最小性から一致するから, q(x)は定数である. 両辺の最高次の係数を比較して,

q(x) = 1を得る. 従って, m′(x) = mA(x)である.

定義 1.3（最小多項式） Aを n次正方行列とし, A 6= O とする. このとき, 上で定まる mA(x)を Aの最小
多項式という.

問 1.6 Aを n次正方行列とする.

1. P を正則行列とするとき, Aの最小多項式と P−1AP の最小多項式は一致することを示せ.

2. Aが対角化できるとし, Aの固有値を λ1, . . . , λn とするとき, Aの最小多項式を求めよ.
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Jordan 標準形

上の固有値による対角化は, 全ての行列で可能なわけではない. 例えば,

(
0 1

0 0

)
の特性多項式は, x2 であ

り, その根は 0だけである. しかし, 固有値 0に対応する固有ベクトルは, a

(
1

0

)
, a 6= 0だけであり, 固有ベク

トルで K2 の基底を作ることができない.

上で述べたように, 対角行列に近ければ行列計算はやさしくなる. 対角行列にできる限り近い形としてよく
利用されるのが, 表題に挙げた Jordan 標準形である.

Aを n次正方行列とし, λを Aの特性多項式の根とする.

W (λ) = {v ∈ Cn | 自然数 k が存在して (A− λE)kv = o}

を λに対する一般化された固有空間という.

問 1.7 一般化された固有空間は部分空間になることを示せ.

λ ∈ Cとする. 次の形のm次正方行列を Jordan 細胞という.

J(λ,m) =



λ 1 0 0 · · · 0
0 λ 1 0 · · · 0
0 0 λ 1 · · · 0
...

...
...

. . .
. . .

...
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · · · · λ



問 1.8 1. J(λ,m)n, n ∈ Nを計算せよ.

2. n次正方行列 Aが An = O, An−1 6= O を満たす時, A = J(0, n)と行列表示されるような基底を構成
せよ.

定理 1.2 n次の複素正方行列 Aに対して, 正則行列 P が存在して,

P−1AP = J(λ1,m1)⊕ · · · ⊕ J(λk,mk)

となる. ここで, 複素数, λ1, . . . , λk は Aの特性多項式 φA(x) = det(xEn − A)の根であり, m1, . . . ,mk は,

m1 +m2 + · · ·+mk = nを満たす自然数である.

上の定理の証明は, ここでは省略する. 方針としては, Cn を一般化された固有空間の直和に分解し, 各直和
成分ごとに問 1.8 2. の考察をすることでなされる. 後期の代数学序論演習 II で, 単因子論を用いた証明を与
える予定である.
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内積

数ベクトル a =


a1

a2
...

an

 , b =


b1

b2
...

bn

 ∈ Cn に対して, a, bの (標準)内積を次で定義する.

(a, b) = tab = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn

この講義では, 内積の記号は ( , )を用いることにする. 内積の定義では, 共役複素数を前の aでとるか, 後ろ
の bでとるかは, 2つの流儀が混在している. この講義では前の方にするが, 書籍によっては後にするものも多
くあり (例えば, [2],[3],[4] は全て後), 読む時には注意が必要である.

ベクトルの大きさ (あるいは長さ, ノルム)は, 自身との内積の平方根で定義される.

|v| =
√
(v,v), v ∈ V

ベクトルの大きさは, ||v||のように 2重の ||を用いて表すことも多い.

Rn と上の内積 (あるいはそれから定まる長さ)を共に考えるとき, n次元の Euclid 空間という.

問 1.9 次を示せ.

1. (v,w) =
1

2
(|v +w|2 − |v|2 − |w2|) + i

2
(|v − iw|2 − |v|2 − |w|2)

特に, v, w ∈ Rn なら, (v,w) =
1

2
(|v +w|2 − |v|2 − |w2|)

2. |(v,w)| ≦ |v||w| (Cauchy–Schwarz の不等式)

3. ||v| − |w|| ≦ |v +w| ≦ |v|+ |w| (3角不等式)

4. v, w ∈ Rn に対して, これらのなす角を θ とするとき, (v,w) = |v||w| cos θ が成立することを示せ.

Kn の基底 {u1, . . . , un}が (ui,uj) = δij を満たすとき, 正規直交基底という. 標準基底は標準内積におい
て正規直交基底である. 後の講義では, そうでない正規直交基底も考えるし, 標準でない内積も考える.

基底が与えられると, Gram–Schmidt の直交化により正規直交基底が得られることは, 既知とする. 正規
直交基底を用いた座標系では, 座標の成分の値が基底との内積で計算できることは重要である. すなわち,

{v1, . . . , vn}を正規直交基底とすると, a ∈ Kn に対して, 次が成立する.

a = a1v1 + · · ·+ anvn ⇐⇒ ai = (a,vi)

問 1.10（Gram 行列） a1, . . . , am をベクトルとするとき, これらから作られるm×m行列 G = ((ai,aj))

(ij 成分が内積 (ai,aj)である行列)を Gram 行列, detGを Gram 行列式という. 次の問に答えよ.

1. a1, . . . , am が一次独立である必要十分条件は, detG 6= 0であることであることを示せ.

2. m = n, ai ∈ Cn として, A = (a1 a2 . . . an)とするとき, detG = | detA|2 を示せ.

W を Kn の部分空間とする.

W⊥ = {v ∈ Kn | (u,v) = 0, ∀u ∈W}

とおくと, W⊥ も部分空間になり, Kn =W ⊕W⊥ となる. W⊥ をW の直交捕空間という.
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問 1.11 1. (W⊥)⊥ =W を示せ.

2. 上の V =W ⊕W⊥ を証明せよ.

2 実対称行列の直交行列による対角化
ここまでは, 内積に関係のない「対角化」を考えたが, 内積を利用した対角化を考える. 内積は, 実数と複素
数で性質が異なるので, 結果も性質に応じてずれる. まずは, 実数の場合を扱う.

定義 2.1 1. n× n行列 Aは, tA = Aが成立するとき対称行列という.

2. n× n行列 Aは, tA = −Aが成立するとき交代行列 (または反対称行列)という.

問 2.1 1. 任意の n次正方行列 Aに対して,

A = B + C, tB = B, tC = −C

の形の和に一意的に書けることを示せ.

2. 正則な対称行列の逆行列も対称行列になることを示せ.

3. 対称行列 A, B に対して, A ·B =
AB +BA

2
と定義すると*2, A ·B も対称行列になり, A ·A = A2,

A ·B = B ·A, A2 · (A ·B) = A · (A2 ·B)が成立することを示せ.

4. Aの n次の実行列とする. 任意の v, w ∈ Rn に対して, (Av,w) = (v, Aw)が成立することと Aが実
対称行列であることは同値であることを示せ.

定理 2.1 実対称行列の固有値は実数である.

証明. A を n次実対称行列, λ ∈ Cを Aの固有値, v ∈ Cn を固有値 λに対する固有ベクトルとする. 上の問
の 4. を用いると,

λ(v,v) = (v, λv) = (v, Av) = (Av,v) = (λv,v) = λ(v,v)

を得るから, (λ− λ)(v,v) = 0. (v,v) 6= 0なので, λ− λ = 0となり, λ ∈ R.

問 2.2 実交代行列の固有値は純虚数, すなわち bi, b ∈ Rの形であることを示せ.

定理 2.2 Aを n次実対称行列とするとき, 異なる固有地に属する固有ベクトルは互いに直交する.

証明. λ, µ ∈ Rを Aの固有値とし, v, w ∈ Rn をそれぞれに対する固有ベクトルとする. このとき,

λ(v,w) = (Av,w) = (v, Aw) = µ(v,w)

となる. これより, (λ− µ)(v,w) = 0となるので, λ− µ 6= 0 なら, (v,w) = 0.

定義 2.2 正方行列 Aは, tAA = E が成立するとき, 直交行列と言う. 行列成分に応じて, 実直交行列, 複素直
交行列という.

*2 A ·B を対称行列 A, B の Jordan 積という. この Jordan は Jordan 標準形の Jordan とは別人の物理学者, 物理の人はヨルダ
ンと読み数学の人はジョルダンと読んでいる
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問 2.3 1. Aを n次の実正方行列とする. 任意の v, w ∈ Rn に対して (Av, Aw) = (v,w) が成立するた
めの必要十分条件は, Aが実直交行列であることを示せ.

2. tAA = E なら A tA = E が成立する事を示せ.

3. A, B が直交行列なら, A−1, AB も直交行列であることを示せ (直交行列全体は, 積に関して群をなす).

4. 直交行列の行列式の値は, ±1を示せ.

5. 2次の直交行列は,

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
もしくは,

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)
の形をしていることを示せ.

6.

(
x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
x

y

)
とすると,

(
x′

y′

)
は
(
x

y

)
を原点を中心に反時計回りに角 θ だけ回転

した位置にあることを示せ.

7.

(
x′

y′

)
=

(
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

)(
x

y

)
とすると,

(
x′

y′

)
と
(
x

y

)
は原点を通る直線 y = (tan

θ

2
)xに関して対

称な位置にあることを示せ.

定理 2.3 実対称行列は直交行列で対角化可能である. すなわち, Aを実対称行列とすると, tPAP が対角行列
となるような直交行列 P が存在する. 逆に, 直交行列で対角化可能な行列は, 対称行列である.

証明. Aを n次の実対称行列とし, nに関する帰納法で証明する.

n = 1の場合は, 明らかである.

n − 1まで成立すると仮定する. λ1 ∈ Rを Aの固有値とし, p1 を λ1 に属する大きさ 1 の固有ベクトルと
する. p2, . . . ,pn を p1 を拡張してできる Rn の正規直交基底とする. このとき, 行列 P ′ = (p1 p2 · · · pn) は
直交行列になる. i = 2, . . . , nに対して,

Api =

n∑
k=1

a′kipk

とする. このとき, Aが実対称行列であることと, {p1, . . . ,pn}の正規直交性を利用すると, j = 2, . . . , nに対
して, 次が成立する.

a′1j = (p1, Apj) = (Ap1,pj) = (λ1p1,pj) = 0

a′j1 = (pj , Ap1) = (pj , λp1) = 0

上のことから, 次が成立する.

tP ′AP ′ =

(
λ1

to
o A′

)
A′ = (a′ij), i, j = 2, . . . , n

tPAP ′ も実対称行列なので, A′ は n− 1次の実対称行列になる. 帰納法の仮定から, n− 1次と実直交行列 P ′′

が存在して, tP ′′A′P ′′ は対角行列になる.

P =

(
1 to
o P ′′

)
P ′

とおくと, P は実直交行列になり, tPAP は対角行列になる.

直交行列 P によって tPAP = D が対角行列であるとする. このとき, tD = D で A = PDtP であり,
tA = (P tDtP ) = PDtP = A.
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問 2.4 次の実対称行列を, 直交行列により対角化せよ.

(1)

(
2 −1

−1 2

)
(2)


2 1 1

1 2 1

1 1 2

 (3)


1 0 2

0 1 2

2 2 −1

 (4)


1 1

√
2

1 1 −
√
2

√
2 −

√
2 0



(5)


3 −

√
3 −2

−
√
3 1 −2

√
3

−2 −2
√
3 0

 (6)


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


問 2.5 1. f(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 を実係数の多項式とする. θ ∈ Cが f(θ) = 0を満たすな

ら, その共役複素数 θ も f(θ) = 0を満たすことを示せ.

2. λ ∈ Cを直交行列の固有値とすると, |λ| = 1であることを示せ.

3. Aが奇数次の直交行列で detA = 1なら, Aは 1 を固有値に保つことを示せ.

4. A が 3 次の直交行列で detA = 1 とする. このとき, 行列式の値が 1 の直交行列 B をうまく選べば,

tBAB =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 とできることを示せ.

注意 2.1 上の問の 3., 4. は, 行列式 1の 3次の直交行列は, 固有値 1の固有ベクトルが定める直線の周りの
回転を表すことを意味する. この逆も成立し, 3次元空間の回転は, 行列式 1の直交行列による積で与えられ
る. この事実は, ロボットの設計や, ゲームプログラムなどに幅広く応用されている.

A を n 次実対称行列, λ1, . . . , λk を A の固有値とする. V (λi) を λi に対する Rn の固有空間とする.

v(λi)1, . . . , v(λi)ki
を V (λi)の正規直交基底とし, Pλi

: Rn → Rn を次で定義する.

Pλi
(a) = (a,v(λi)1)v(λi)1 + (a,v(λi)2)v(λi)2 + · · ·+ (a,v(λi)ki

)v(λi)ki

上の定義から, Im(Pλi) ⊆ V (λi)である. Pλi は固有空間 V (λi)への射影と呼ばれる. この射影を用いると, 行
列 Aを線形変換 A : Rn → Rn と見ると, 線形変換として次が成立する.

A = λ1Pλ1
+ λ2Pλ2

+ · · ·+ λkPλk

これを, 実対称線形変換 Aのスペクトル分解 (Spectral decomposition)といい, 固有値 λ1, . . . , λk を Aのス
ペクトルという.

問 2.6 次を示せ.

1. Pλi : Rn → V (λi)は全射である.

2. P 2
λi

= Pλi , λi 6= λj のとき, PλiPλj = PλjPλi = 0 (ここで, 積は写像の合成の意味. 0 は 0写像, 全て
の元を oに写す写像.).

3. Pλ1
+ · · ·+ Pλk

= idRn
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実 2次形式と Sylvester の慣性則
Aを n次の実対称行列とする. v ∈ Rn に対して, A[v] = (v, Av)と定義して, Aに付随する 2次形式とい
う. A = (aij)とし, 座標 v = x1e1 + · · ·+ xnen を用いると, A[v]は xi の斉次 2次式となる.

A[v] =

n∑
i=1

aiix
2
i + 2

∑
i<j

aijxixj

定義 2.3 1. 実対称行列 Aが正値であるとは, 任意の v に対して A[v] ≧ 0が成立することをいう.

2. 実対称行列 Aは, Aが正値であり, A[v] = 0となるのは v = oのときに限るとき, 正の定値 (あるいは
正定値, positive definite)であるという.

3. 実対称行列 Aは, −Aが正定値であるとき, 負の定値 (negative definite)であるという.

4. 実対称行列 Aは, 正定値でも負の定値でもなく, detA 6= 0のとき不定値 (indefinite)であるという.

問 2.7 1. a1, . . . , am ∈ Rn として, A = (a1 · · · am)とする. このとき, B = tAAは, 正値対称行列に
なり, B が正定値である必要十分条件は, a1, . . . , am が一次独立であることを示せ.

2. P を正則な n次の正方行列, Aを n次の対称行列とするとき, Aが正値 (正定値)である必要十分条件
は, tPAP が正値 (正定値)である事を示せ.

定理 2.4 A = (aij)を n次の実対称行列とする. 次の 1 から 4 は同値である.

1. Aは正定値である.

2. Aの固有値は全て正.

3. 任意の 1 ≦ ii < i2 < · · · < ik ≦ nに対して, これから定義される次の主小行列式は正. すなわち,

det


ai1i1 ai1i2 . . . ai1ik
ai1i2 ai2i2 . . . ai2ik
...

...
. . .

...
ai1ik ai2ik . . . aikik

 > 0

4. 任意の 1 ≦ k ≦ nに対して, 上で i1 = 1, i2 = 2, . . . , ik = k としたときの主小行列式は正. すなわち,

det


a11 a12 . . . a1k
a12 a22 . . . a2k
...

...
. . .

...
a1k a2k . . . akk

 > 0, k = 1, . . . , n

証明. 1 ⇒ 2. λを Aの固有値, v を Aの λに対する固有ベクトルとするとき, λ(v,v) = (v, Av) = A[v]な
ので, A[v] > 0なら (v,v) > 0より λ > 0.

2 ⇒ 1. λi, i = 1, . . . , n を A の固有値とし, vi を固有値 λi に属する固有ベクトルで, これらが正規
直交基底になるように取る. この時, v ∈ Rn は vi の一次結合で書けるので, c1, . . . , cn ∈ R が存在して,

v = c1v1 + · · ·+ cnvn となる. {v1, . . . , vn}が正規直交基底であることを利用すると,

A[v] = (v, Av) =

(
n∑

i=1

c1v1, A

n∑
i=1

c1v1

)
=

(
n∑

i=1

c1v1,

n∑
i=1

c1λivi

)
=

n∑
i=1

λic
2
i
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を得る. よって, 全ての iに対して λi > 0なら, Aは正定値である.

1 ⇒ 3.

A′ =


ai1i1 ai1i2 . . . ai1ik
ai1i2 ai2i2 . . . ai2ik
...

...
. . .

...
ai1ik ai2ik . . . aikik

 , Vi1i2...ik = {

a1...
an

 | j 6∈ {i1, . . . , ik}なら aj = 0} ⊆ Rn

とする. Vi1i2...in は Rk と同一視できるベクトル空間で, 対称行列 A′ は Vi1...ik 上の 2 次形式を定める. A′,

Vi1...ik の決め方から, 任意の v′ ∈ Vi1...ik に対して, A′[v′] = A[v′]となる. Aが正定値なので, A′ は Vi1...ik

上正定値な 2次形式になる. 上で示したことから, A′ の固有値は全て正である. よって, それらの積も正とな
り, detA′ > 0.

3 ⇒ 4. 4. は 3. の特別の場合なので, 明らか.

4 ⇒ 1. nに関する機能法を用いる. n = 1の時は明らかであり, n− 1 まで主張が成立していると仮定する.

A = (aij)を次のようにブロックに分ける.

A =

(
A′ a
ta ann

)
, a =

 a1n
...

an−1n


このとき帰納法の仮定から A′ は正定値であり, detA′ > 0である. A′−1 も対称行列になること (問 2.1 2.)を
利用すると,簡単な計算により, 次が成立する.

A =

(
En−1 o

t(A′−1a) 1

)(
A′ o
to ann − taA′−1a

)(
En−1 A′−1a
to 1

)

この式の両辺の行列式を計算すると, det

(
En−1 o

t(A′−1a) 1

)
= det

(
En−1 A′−1a
to 1

)
= 1より,

detA = detA′(ann − taA′−1a)

を得る. 仮定より detA > 0, detA′ > 0なので, ann − taA′−1a >を得る. x =

(
x′

xn

)
とすると,

A[x] =
(
tx′ xn

)( En−1 o
t(A′−1a) 1

)(
A′ o
to ann − taA′−1a

)(
En−1 A′−1a
to 1

)(
x′

xn

)
=
(
tx′ + xn

t(A′−1a) xn
)(A′ o

to ann − taA′−1a

)(
x′ + xnA

′−1

xna

)
= A′[x′ + xnA

′−1a] + (ann − taA′−1a)x2n

ここで, A′ が正定値であることと ann − taA′−1a > 0より, 任意の xに対して, A[x] ≧ 0を得る. 等号成立
は, xn = 0かつ x′ + xnA

′−1a = oとなるが, このとき, x = oとなるので, Aは正定値である.

注意 2.2 上の定理で, 1 の正定値の文言を正値に変更し (定の文字を無くす), 2, 3, 4 の正の文言をを非負に

変更すると, 1, 2, 3 は同値な条件となるが, 条件 4 だけ同値でなくなる. 実際,


1 1 1

1 1 1

1 1 0

は正値ではない
が, 変更した条件 4 を満たす.
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問 2.8 上の注意で述べた, 定理の 1–3 が正値と非負に置き換えても同地になることを証明するひとつの方法.

1. tを不定元とし,

f(t) = (t+x1)(t+x2) · · · (t+xn) = tn+e1(x1, . . . , xn)t
n−1+· · ·+en−1(x1, . . . , xn)t+en(x1, . . . , xn)

とする. ei(x1, . . . , xn)を i次の基本対称式という. f(t)の t ≧ 0での値を考えることにより,

e1(x1, . . . , xn) ≧ 0, . . . , en(x1, . . . xn) ≧ 0

が成立すれば, x1 ≧ 0, . . . , xn ≧ 0が成立することを示せ.

2. A = (aij)を n次対称行列とし, φA(x) = xn + c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn を Aの特性多項式とする.

この時次が成立することを示せ.

ck = (−1)k
∑

i1<···<ik

det

ai1i1 · · · ai1ik
...

. . .
...

ai1ik · · · aikik


3. 上の 1, 2 を利用して, 定理 2.4 の 2, 3 において,「正」を「非負」に置き換えて, 3 を仮定して 2 を証
明せよ.

問 2.9 1. Aが正定値実対称行列なら, A−1 も正定値実対称行列になることを示せ.

2. Aが正定値実対称行列なら, A2 −A+ E も正定値実対称行列になることを示せ.

Aを実対称行列とし, Aの固有値を大きい順に λ1 ≧ · · · ≧ λp > 0 > λp+1 ≧ · · · ≧ λp+q とする. すなわち,

Aは, 正の固有値を (重複を込めて)p個, 負の固有値を (重複を込めて)q 個, 0固有値の重複度が n− p− q で
あるとする. 上の対角化可能性の証明から, 対角化したときの固有値の順は自由に選べる. すなわち, 直交行列
P が存在して, 次の形にできる.

tPAP =



λ1
. . .

λp
λp+1

. . .

λp+q

0
. . .

0


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ここで,

T =



1√
λ1

. . .
1√
λp

1√
−λp+1

. . .
1√

−λp+q

1
. . .

1


とすると,

tT tPAPT =



1
. . .

1
−1

. . .

−1
0

. . .

0


となる. この式は, x = x1e1 + · · · + xnen としたとき, A[PTx] = x21 + · · · + x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q とな
ることを示している. すなわち, Rn の基底をうまく取り替えて座標変換をすることにより, 2次形式は上の簡
単な形まで変形できるのである. 上では, PTx = x1PTe1 + · · ·+ xnPTen なので, 基底 {PTe1, . . . , PTen}
に対する座標が, (x1, . . . , xn)の時, A[x] = x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q となることを示している.

定理 2.5（Sylvester の慣性法則） A[x] を Rn 上の 2 次形式とすると, Rn の適当な座標変換をすると,

A[x] = x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q の形にできる. このとき, p, q は座標変換の取り方によらず, Aか
ら一意的に定まる.

定義 2.4 上の定理から定まる (p, q)を 2次形式 A[x]の符号 (signature)という.

定理 2.5の証明. 前半部分は上に述べた通りなので, (p, q)が一意的に定まることを示せば良い. x ∈ Rn と正
則な行列 P , P ′ に対して,

A[Px] = x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q

A[P ′x] = x21 + · · ·+ x2p′ − x2p′+1 − · · · − x2p′+q′

となったとする. P , P ′ が正則行列なので,

p+ q = rank(tPAP ) = rankA = rank(tP ′AP ′) = p′ + q′

となり, p + q = p′ + q′ が成立する. p > p′ と仮定して矛盾を導く. P−1 = (bij), P
′−1 = (cij) とする.
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y =


y1
...

yn

を次の連立方程式の非自明な (oでない)解とする.



bp+1 1y1 + · · ·+ bp+1nyn = 0
...

bn1y1 + · · ·+ bnnyn = 0
c11y1 + · · ·+ c1nyn = 0

...
cp′1y1 + · · ·+ cp′nyn = 0

p > p′ を仮定しているので, 方程式の個数は n− p+ p′ < nとなり, 非自明な解は存在する. y の取り方から,

u = P−1y =



u1
...
up
0
...
0


, v = P ′−1y =



0
...
0

vp′+1

...
vn


とすると, 次が成立する.

A[y] = A[P (P−1y)] = A[Pu] = u21 + · · ·+ u2p

A[y] = A[P ′(P ′−1y)] = A[P ′v] = −v2p′+1 − · · · − v2p′+q′

上の 2つの式が一致するためには, u1 = · · · = up = vp′+1 = · · · = vp′+q′ = 0となるが, u1 = · · · = up = 0

から y = oとなり, y の取り方に矛盾する. よって, p = p′ であり, q = q′ である.

問 2.10 次の 2次形式の符号を求めよ.

1. n変数の 2次の基本対称式
∑

1≦i<j≦n

xixj

2. X = (xij)を n次正方行列とした時, n2 個の変数 xij に対して, tr(X2)で定義される 2次形式.

問 2.11 Aを実対称行列とし, A[x]が正定値 2次形式であるとする.

∫ ∞

−∞
e−

x2

2 dx =
√
2π を利用して, 次の

式を示せ.∫ ∫
· · ·
∫
Rn

e−
A[x]

2 dx1dx2 · · · dxn =
(
√
2π)n√
detA

Hint: 一般に, Rnの領域Dと, Dから別の領域φ(D)への微分可能な 1対 1写像φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))

に対して, yi = φi(x)とおくと, 次の積分の変数変換公式 (置換積分)が成立する (この式の証明は不要.).∫ ∫
· · ·
∫
D

f(φ1(x)), . . . , φn(x))

∣∣∣∣∂φi

∂xj

∣∣∣∣ dx1dx2 · · · dxn =

∫ ∫
· · ·
∫
φ(D)

f(y1, . . . , yn)dy1dy2 · · · dyn

ここで,

∣∣∣∣∂φi

∂xj

∣∣∣∣ = | det
(
∂φi(x)

∂xj

)
|は Jacobian (Jacobi 行列の行列式の絶対値). Sylvester の慣性則の証明

に用いた対角化の変数変換を利用すれば, 上の積分は計算できる.
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注意 2.3 Aを正定値対称行列とする. 問 2.9より, A−1 も正定値対称行列になる. m =


m1

...

mn

に対して,

f(x;m, A) =
1

(2π)
n
2

√
detA

e−
A−1[(x−m)]

2 , x ∈ Rn

で定義される関数は, 多変量正規分布の密度関数と呼ばれる. 上の問から,

∫
Rn

f(x;m, A)dx1 · · · dxn = 1で

ある (多重積分は, 積分変数が多すぎると, 数式が煩雑になるので
∫
記号は 1つで書く). 確率変数 Xi(x) = xi

に対して, mi はXi の平均 (期待値)になり, A = (σij)とすると, σii はXi の分散, σij (i 6= j)は Xi とXj の
共分散になることが計算でわかる (おそらく, 3年次の確率統計学で講義されると思うが, 興味のある人は計算
してみてください. 平均, 分散の計算は易しいが, 共分散の計算はうまくやらないと大変.).

2.1 応用 1: n変数関数の極値問題
f(x1, . . . , xn)が Rn の点 a = (a1, . . . , an)の近傍で 2階微分可能で, 全ての 2次の偏導関数が連続である
とする. この時, 次の Taylor の定理が成立する.

定理 2.6（Taylor の定理） h1, h2, . . . , hn ∈ Rに対して, 0 < θ < 1となる θ が存在して次が成立する.

f(a1 + h1, a2 + h2, . . . , an + hn) = f(a1, a2, . . . , an) +

n∑
i=1

∂f

∂xi
(a1, a2, . . . , an)hi

+
1

2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a1 + θh1, a2 + θh2, . . . , an + θhn)hihj

問 2.12 上の定理を証明せよ.

f はベクトル空間 Rn 上の実数値関数なので, 変数はベクトル a =


a1
...

an

, x =


x1
...

xn

, h =


h1
...

hn

 だと考
える. 行ベクトル ∂f

∂x
(x) =

(
∂f

∂x1
(x) . . .

∂f

∂xn
(x)

)
と Hesse 行列 H(f)(x) =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
を用いる

と, 上の Taylor の定理は次のように行列の積を用いて書ける.

f(a+ h) = f(a) +
∂f

∂x
(a)h+

1

2
th(H(f)(a+ θh))h

ここで, 2次の導関数が連続である事を仮定しているので,
∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xj
が成立し, H(f)(x)は対称行列

である. f の極値問題を考える. 1変数の場合と同様に次の定理が成立する.

定理 2.7 f が x = aで極大もしくは極小なら,
∂f

∂xi
(a) = 0, i = 1, 2, . . . , n

問 2.13 上の定理を証明せよ.

∂f

∂x
(a) = oが成立する点を停留点という.
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定義 2.5 f を 2階連続微分可能な関数とする. x = aが f の停留点であるとする. Hesse 行列が正則である
とき, aを非退化な停留点といい, Hesse 行列が正則でないとき, aを退化する停留点という.

停留点では, 上の Taylor の定理は次の形になる.

f(a+ h) = f(a) +
1

2
th(H(f)(a+ θh))h = f(a) +H(f)(a+ θh)[h]

従って, hが oに近いとき, 常に th(H(f)(a+ θh))h > 0なら, f は aで極小, 常に th(H(f)(a+ θh))h < 0

なら極大となる.

ここで, 連続関数に対する次の性質を利用する.

補題 2.1 g(x)が x = aで連続で f(a) > 0 (resp. f(a) < 0)なら, δ >が存在して, |y − a| < δ を満たす任
意の y (aの近傍の任意の y)に対して, f(y) > 0 (resp. f(y) < 0).

問 2.14 上の補題を証明せよ.

命題 2.1 h11(x), h12(x), . . . , h22(x), h23(x), . . . , hnn(x) を Rn で定義された n(n+ 1)

2
個の連続関数と

し, これらから対称行列

H(x) =


h11(x) h12(x) . . . h1n(x)
h12(x) h22(x) . . . h2n(x)

...
...

. . .
...

h1n(x) h2n(x) . . . hnn(x)


を考える. H(x)が x = aで正定値なら, aの近傍で正定値である.

証明. n個の小行列式,

det


h11(x) h12(x) . . . h1k(x)
h12(x) h22(x) . . . h2k(x)

...
...

. . .
...

h1k(x) hkn(x) . . . hkk(x)

 , k = 1, . . . , n

は xの連続関数になることに注意する. H(x)が x = aで正定置なら, これら n個の行列式は x = a で正で
あり, 上の補題から, x = aの近傍で正である. よって, H(x) は x = aの近傍で正定置になる.

上の 2次形式の議論から次が成立する.

定理 2.8 n変数関数 f(x)が x = aで非退化な停留点であるとする. このとき,

1. H(f)(a)が正定値の 2次形式を定めれば f(a)は極小値.

2. H(f)(a)が負の定値の 2次形式を定めれば f(a)は極大値.

3. H(f)(a)が不定値の 2次形式を定めれば f(a)は極大でも極小でもない (ある方向で見ると極大だけど,

別の方向では極小になる. 鞍点 (saddle point)と呼ばれる).

証明. f の 2次の導関数が, x = aで連続なら, H(f)(a+ θh)[h]は h = oで連続関数になることに注意する.

H(f)(a)が正定値であるとする. このとき, aの近傍 (|θh| の値が 0に近い場所)で, H(f)(a+ θh) も正定
値である. よってこの近傍で, h 6= oに対して, H(f)(a+ θh)[h] > 0 となるので,

f(a+ h) = f(a) +
1

2
H(f)(a+ θh)[h] > f(a)
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となり, f(a)は極小値である.

H(f)(a)が負の定値の時も上と同じ議論で, f(a)は極大値になる.

H(f)(a)が不定値の時を考える. この時, H(f)(a)は, 正負両方の固有値を持つ. hを負の固有値に対する固
有ベクトルとすると, H(f)(a)[h] < 0である. よって連続性より, |θh|が小さければ, H(f)(a+θh)[h] < 0と
なり, f(a+h) < f(a)となる. 同じ議論で, h′を正の固有値に対する固有ベクトルとすると, f(a+h′) > f(a)

となるので, f(a)は極小値でも極大値でもない.

問 2.15 f(x, y, z) = 2x+ 4y + 6z + 2x2 + 2y2 + 3z2 + 2xy + 2xz − 2yz の極値を求めよ.

退化する停留点では, 極大, 極小, どちらでもないの全ての場合が起こりうる. 特異点理論では, 退化する停
留点は面白い実例を与えることが知られている.

2.2 応用 2: 2次曲線
xy–平面 (ユークリッド平面 R2)において, 次の方程式が定める曲線を 2次曲線という. この節では, R2 の
原点を Oと書くことにする.

C : ax2 + 2bxy + cy2 + 2px+ 2qy + d = 0, ただし, a, b, c ∈ R, abc 6= 0 (2.1)

例えば, a, c > 0, b = p = q = 0, d < 0の場合は楕円の方程式になり, a = b = q = d = 0, cp 6= 0のときに
は放物線, ac < 0, b = p = q = 0, d 6= 0 の時には双曲線になることは, 高校で学んだと想定する. これら以外
にも, 空集合 (x2 + y2 + 1 = 0)の場合や 1点 (x2 + y2 = 0), 2点 (x2 − 1 = 0), 2直線 (x2 − y2 = 0), 1直線
(x2 + 2xy + y2 = 0)などが現れる. ここでは, 2次曲線の分類を与える.

このような分類問題を考える際には, 同じという言葉をきちんと定義する必要がある. ここでは, 合同変換で
移り合う図形は同じであるという事を考える.

ところで, 合同変換であるが, それは次のように定義される.

定義 2.6 ユークリッド空間の変換 T : Rn → Rn が合同変換であるとは, T が 2点を結ぶ線分の長さを変え
ない写像であることを言う. すなわち, 任意の P, Q ∈ Rn に対して, |

−−−−−−−→
T (P)T (Q)| = |

−→
PQ| が成立する変換で

ある.

a ∈ Rn とする. x ∈ Rn に対して, ta : Rn → Rn を ta(x) = x + aで定めると, これは, 合同変換になる.

これを平行移動という. 平行移動は, a 6= oのとき, 原点を動かす.

原点を動かさない合同変換については, 次が成立する.

定理 2.9 T : Rn → Rn を長さを保つ変換で, T (O) = O を満たすなら, n 次の直交行列 R が存在して,

T (x) = Rx (行列の積)で与えられる線形写像である.

証明. A, B を座標平面内の 2 点とし, O, A, B は一直線上には無いとする.
−→
OA = x,

−→
OB = y とする.

T (x) =
−−−−→
OT (A), T (y) =

−−−−→
OT (B) である. T は長さを変えないので, 3 角形 OAB と OT (A)T (B) は合同な

3 角形になる. よって, |x| = |T (x)|, |y| = |T (y)| で, x と y のなす角と T (x), T (y) のなす角は一致し,

(x,y) = (T (x), T (y))である. O, A, Bが一直線上にある場合も, 同様の考察ができるので,

(T (x), T (y)) = (x,y), ∀x, y ∈ Rn

が成り立つ.
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このとき, T は線形写像になることを示す. a, b ∈ Rとして上の内積の不変性を利用すると,

|T (ax+ by)− aT (x)− bT (y)|2

= (T (ax+ by)− aT (x)− bT (y), T (ax+ by)− aT (x)− bT (y))

= |T (ax+ by)|2 + a2|T (x)|2 + b2|T (y)|2 − 2a(T (ax+ by), T (x))

− 2b(T (ax+ by), T (y)) + 2ab(T (x), T (y))

= |ax+ by|2 + a2|x|2 + b2|y|2 − 2a(ax+ by,x)− 2b(ax+ by,y) + 2ab(x,y) = 0

となる. 従って, T (ax+by) = aT (x)+bT (y)となり, 特に T は線形写像である. Rnの線形写像は行列の積で
与えらえるので, ある行列 Rが存在して, T (x) = Rxとなる. このとき, (T (x), T (u)) = (Rx, Ry) = (x,y)

が全ての x, y ∈ Rn で成立するので, Rは直交行列である.

T : Rn → Rn を合同変換とし, T (O) = Aとする.
−→
OA = aとすると, t−a ◦ T (O) = Oとなる. よって, 直

交行列 Rが存在して, t−a ◦ T (x) = Rxとなり, T (x) = Rx+ aを得る. すなわち, Euclid 空間の合同変換
は, 平行移動と直交行列による積の合成写像で与えられる.

上の T は次のような行列表示ができる. x ∈ Rn に対して, x̃ =

(
x

1

)
とし, R̃ =

(
R a
to 1

)
とすると,

R̃x̃ =

(
R a
to 1

)(
x
1

)
=

(
Rx+ a

1

)
となる.

この行列表示は, 写像の合成に対応する. すなわち, R, R′ を n 次の直交行列, a, a′ ∈ Rn に対して,

T (x) = Rx+ a T ′(x) = R′x+ a′ とすると,

T ′(T (x)) = R′(T (x)) + a′ = R′(Rx+ a) + a′ = R′Rx+R′a+ a′

であり,(
R′ a′

to 1

)(
R a
to 1

)
=

(
R′R R′a+ a′

to 1

)
となるからである. そこで,

M(n) =

{(
R a
to 1

)
| Rは n次直交行列, a ∈ Rn

}
とおいて, これを n次元の合同変換群という.

問 2.16 M(n)は, 行列の積に関して群になることを示せ.

さて, n = 2として 2次曲線の合同変換による分類を考える. 上の合同変換と同様のことが, 2次曲線を定め
る方程式でもできる.

A =

(
a b
b c

)
, h =

(
p
q

)
として, Ã =

(
A h
th d

)
, x̃ =

xy
1

 (2.2)

とおく. このとき, 方程式 (2.1)は, 対称行列 Ãが定める 2次形式を用いて, Ã[x̃] = 0と書き換えられる. ここ
では, (2.1)で定まる 2次曲線 C を Ãに対応する 2次曲線と言うことにする.
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さて, P =

(
R a

o 1

)
∈M(2)に対応する合同変換で, (2.1)で定まる 2次曲線 C を写した図形を C ′ とする.

C ′ が満たす方程式を考える.

P によって, 写される座標を x̃′ =


x′

y′

1

 = P x̃ とすると, x̃ = P−1x̃′ である. x̃は A[x̃] = 0を満たすの

で, これを代入すると,

A[P−1x̃′] = tx̃′ tP−1AP−1x̃′ = (tP−1AP−1)[x̃′] = 0

を得る. すなわち, C ′ は, 行列 tP−1AP−1 に対応する方程式で定まる 2次曲線である.

上の議論で, P を P−1 に変えると, x̃′ の満たす方程式から, x̃ の満たす方程式への変換になる. このことか
ら, 2次曲線の分類は, 集合

OA = { tPÃP | P ∈M(2) }

の中で, 最も C の形状をわかりやすく与える対称行列を見出せという問題になる.

注意 2.4 Sym3(R) を 3次の実対称行列の集合とする. 代数学序論で学習すると思うが, 写像

M(2)× Sym3(R) → Sym3(R), (P,A) 7→ tPAP, P ∈M(2), A ∈ Sym3(R)

は, 群M(2)の Sym3(R)への作用を定める. 上の集合 OA は, この作用の Aの軌道と呼ばれるものである.

定義 2.7 2次の対称行列 Aと h ∈ R2 および Ã =

(
A h
th d

)
に対して, I1, I2, I3 を次で定義する.

I1(Ã) = trA, I2(Ã) = detA, I3(Ã) = det Ã

定理 2.10 上の記号の元で, I1, I2, I3 は, OA 上一定の値である.

証明. P =

(
R a
to 1

)
∈ M(2) とする. R は直交行列なので, tR = R−1 で, 特に detR = 1 である. この

ことから, detP = 1 となり, I3(
tPÃP ) = det tPÃP = det tP det Ã detP = I3(Ã). 同様に, I2(

tPÃP ) =

det(tRAR) = det(A) = I2(Ã). I1(
tPÃP ) = tr(tRAR) = tr(A) = I1(Ã).

上の定理から, C, C ′ が合同ならそれぞれから定まる I1, I2, I3 の値は同じになる. しかし, 逆は成立しない.

実際, 方程式の定数倍は同じ曲線を定義する. 実際 k 6= 0のとき

kax2 + 2kbxy + cky2 + 2kpx+ 2kqy + kd = 0

は (2.1)と同じ曲線を定める. これに (2.2)で対応する行列は, (2.1)の行列を Ãとすると, kÃである.

ここでは, det Ã 6= 0 の場合に (2.1) で定義される C を分類する. det Ã = 0 の場合は, 問題 2.17 とする.

det Ã 6= 0なら, 方程式を定数倍することにより I3(Ã) = det Ã = 1として良い. 以下, Ã =

(
A h
th d

)
とし,

det Ã = 1 とする.
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Aを対角化する直交行列を Rとし, Aの固有値を α, β ∈ Rとする. R̃ =

(
R o
to 1

)
とすると,

tR̃ÃR̃ =

α 0 p′

0 β q′

p′ q′ d

 ,

(
p′

q′

)
= tRh

を得る.

まず, αβ = detA 6= 0とする. このとき,

T =

1 0 −p′

α

0 1 − q′

β

0 0 1


とおくと,

tT

α 0 p′

0 β q′

p′ q′ d

T =

α 0 0
0 β 0

0 0 d− p′2

α − q′2

β



と対角化できる. ここで, det Ã = 1より, d− p′2

α
− q′2

β
=

1

αβ
である. また, 直交行列


0 1 0

1 0 0

0 0 1

を用いる
と, α, β の場所を交換することができる. よって α ≧ β と仮定して良い. この変換を終えた座標では, (2.1)は
次の方程式になる.

αx2 + βy2 +
1

αβ
= 0

よって, 次を得る.

• α ≧ β > 0 ⇔「 detA > 0かつ trA > 0」のとき, 空集合.

• α > 0 > β ⇔ detA < 0のとき, 双曲線.

• 0 > α ≧ β ⇔「 detA > 0かつ trA < 0」のとき楕円 (特別な場合として円).

次に, detA = 0の場合を考える. この場合, Aの固有値は, α( 6= 0)と 0である. 上と同じ議論をすると, 直
交行列を利用して,

tR̃ÃR̃ =

α 0 p′

0 0 q′

p′ q′ d


とできる. このとき,

det

α 0 p′

0 0 q′

p′ q′ d

 = −αq′2 = 1

なので, q′ 6= 0である. さらに

T =

1 0 −p′

α

0 1 p′2

2αq′ −
d
2q′

0 0 1


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とおくと, 次を得る.

tT

α 0 p′

0 0 q′

p′ q′ d

T =

α 0 0
0 0 q′

0 q′ 0


これらの変換を終えた座標系では, (2.1)は次の方程式になる.

αx2 + 2q′y = 0, αq′2 = −1

よって, この場合 C は放物線になる.

これまでの議論から, det Ã = 1の場合, trAと detAの値により, 合同か否かの判定もできることがわかる.

以上をまとめると, 次を得る.

定理 2.11 (2.1)で与えられる 2次曲線 C は det Ã 6= 0のとき, Ã′ =
1

(det Ã)
1
3

Ã =

(
A′ h′

th′ d′

)
とすると,

1. 2つの 2次曲線が合同であるための必要十分条件は, detA′, trA′ が一致することである.

2. 曲線の図形は,次のように分類される.

（a） detA′ > 0, trA′ > 0なら空集合.

（b） detA′ > 0, trA′ < 0なら楕円 (特別な場合として円を含む.

（c） detA′ < 0なら双曲線.

（d） detA′ = 0なら放物線.

問 2.17 上の det Ã 6= 0の場合と同じようにして, det Ã = 0のとき (2.1)で定義される図形を分類せよ. こ
の場合, 曲線は現れず, 2直線, 1直線, 2点, 1点, 空集合のどれかになる.

注意 2.5 上の議論は, 次元を上げても一部の修正をすれば, 同様の考察は可能である.

例えば, 3次元空間内の 2次曲面の分類を考えると, 4次の対称行列を 3次元運動群の作用で分類する話に
なり, やはり, 固有値の対称式を用いて分類される. ただし, 次の点が面倒になる.

• 3次元では, 2次元で考えた Ãが 4次の行列になる. この場合, 方程式全体の定数倍は, det Ãの符号を
変えないので, det Ã = ±1の場合を考える必要がある.

• 上の例でもあるように, 曲面の図形は, 正固有値, 0固有値, 負固有値の数で決まる. これを係数行列か
ら定めるのは, 固有値の基本対称式を主小行列式の和で書くことで実行される.

さらに一般化して, n次元 Euclid 空間の n − 1次元 2次超曲面についても, 固有値の符号を利用すれば分類
原理は同様であるが, その固有値の正負の個数を行列成分から直接書き下すのは, 難しい.

3 正規行列のユニタリ行列による対角化
前節の内容は, 実数行列と実ベクトル空間の内積に対する結果である. この節では, 複素ベクトル空間とその
内積に対して, 類似の事を考える.

定義 3.1 Aを n次正方行列とする.

1. A∗ = tAを Aの随伴 (adjoint)行列という.
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2. A∗ = Aが成立するとき, Aを Hermite(エルミート)行列という.

3. A∗ = −Aが成立するとき, Aを歪 Hermite行列 (skew Hermite)という.

4. A∗A = E のとき, Aをユニタリ (unitary)行列という.

5. A∗A = AA∗ が成立するとき, Aを正規行列という.

実行列では, A∗ = tAなので, 上の定義の 1., 2., 3., 4.はそれぞれ転置行列, 対称行列, 交代行列, 直交行列
の定義になる. 実ベクトル空間での直交行列の役割は, 複素ベクトル空間ではユニタリ行列が担う.

u, v ∈ Cn に対して,

(u, Av) = tuAv = t(tAu)v = t(A∗u)v = (A∗u,v)

が成立する. これが随伴行列の定義の由来である.

問 3.1 次を示せ.

1. Hermite 行列の固有値は全て実数である.

2. 歪 Hermite 行列の固有値は全て純虚数である.

3. Hermite 行列において, 異なる固有値に属する固有ベクトルは直交する.

4. U がユニタリ行列 ⇐⇒ 任意の u, v ∈ Cn に対して, (Uu, Uv) = (u,v)

5. U がユニタリ行列なら, | detU | = 1

6. λ ∈ Cがユニタリ行列の固有値なら, |λ| = 1

7. u1, . . . ,un ∈ Cn とするとき, U = (u1 · · · un)がユニタリ行列⇐⇒ u1, . . . ,un は正規直交基底.

8. ユニタリ行列全体は, 行列の積を演算として群になる (ユニタリ群という).

補題 3.1 Aを正規行列, λを Aの固有値, V (λ) ⊆ Cn を λに対する固有空間とする. このとき,

1. A∗(V (λ)) = {A∗v | v ∈ V (λ)} ⊆ V (λ)

2. A∗(V (λ)⊥) = {A∗v | v ∈ V (λ)⊥} ⊆ V (λ)⊥

3. A(V (λ))⊥ = {Av | v ∈ V (λ)} ⊆ V (λ)⊥

証明. 1. v ∈ V (λ)とすると,

A(A∗v) = (AA∗)v = (A∗A)v = A∗(Av) = λA∗v

となるので, A∗v ∈ V (λ)

2. u ∈ V (λ)⊥ とする. 任意の v ∈ V (λ)に対して,

(A∗u,v) = (u, Av) = (u, λv) = λ(u,v) = 0

となるので, A∗u ∈ V (λ)⊥.

3. u ∈ V (λ)⊥ とする. 任意の v ∈ V (λ)に対して, 1. より, A∗v ∈ V (λ)に注意すると,

(Au,v) = (u, A∗v) = 0

となるので, Au ∈ V (λ)⊥.

定理 3.1 複素行列 Aがユニタリ行列で対角化可能である必要十分条件は, Aが正規行列であることである.
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証明. D を対角行列とすると, 明らかに正規行列である. Aがユニタリ行列 U を用いて U∗AU = D と対角化
されるとすると, A = UDU∗ となり,

A∗A = (UDU∗)∗(UAU∗) = UD∗U∗UDU∗ = UD∗DU∗ = UDD∗U∗

= UDU∗UD∗U∗ = (UDU∗)(UD∗U∗)∗ = AA∗

となって, Aは正規行列である.

正規行列のユニタリ行列による対角化の手順は, 本質的に実対称行列の直交行列による対角化と同じで, n

に関する帰納法で証明される.

λ1 を Aの固有値, V (λ1)を λ1 の固有空間とする. Cn = V (λ1)⊕ V (λ1)
⊥ なので, u1, . . . ,ui を V (λ1)の

正規直交基底, ui+1, . . .un を V (λ1)
⊥ の正規直交基底とすると, U ′ = (u1 · · · un)はユニタリ行列になる.

Auk = λ1uk, k = 1, . . . , i (3.1)

であり, 補題 3.1 3. より, k = i+ 1, . . . nに対して, Auk ∈ V (λ)⊥ である. すなわち,

Auk =

n∑
j=i+1

a′kjuj , k = i+ 1, . . . , n (3.2)

が成立する. A′ = (a′ij)を上の係数から定まる n − i次正方行列とする. 上の (3.1), (3.2)を行列を用いて書
くと.

AU ′ = A(u1 · · ·un) = (u1, · · · ,un)

(
λ1Ei O
O A′

)
= U ′

(
λ1Ei O
O A′

)

となる. 両辺に U ′−1 = U ′∗ を賭けると, U ′∗AU ′ =

(
λ1Ei O

O A′

)
を得る. A′ が正規行列になることは容易に

確かめられるので, 帰納法の仮定より, n − i次のユニタリ行列 U ′′ が存在して, U ′′∗A′U ′′ は対角行列になる.

U =

(
Ei O

O U ′′

)
U ′ とおけば, U はユニタリ行列になり, U∗AU は対角行列になる.

H を Hermite 行列とすると, 異なる固有値に対する固有空間は, 互いに直交する. λ1, . . . , λk を H の固有
値とする. V (λi) を λi に対する Cn の固有空間とする. v(λi)1, . . . , v(λi)ki

を V (λi) の正規直交基底とし,

Pλi
: Cn → Cn を次で定義する.

Pλi
(a) = (v(λi)1,a)v(λi)1 + (v(λi)2,a)v(λi)2 + · · ·+ (v(λi)ki

,a)v(λi)ki

上の定義から, Im(Pλi
) ⊆ V (λi)である. Pλi

は固有空間 V (λi)への射影と呼ばれる. この射影を用いると, 行
列 H を線形変換 H : Cn → Cn と見ると, 線形変換として次が成立する.

H = λ1Pλ1
+ λ2Pλ2

+ · · ·+ λkPλk

これを, Hermite変換 H のスペクトル分解 (Spectral decomposition) といい, 固有値 λ1, . . . , λk を H のス
ペクトルという.
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3.1 複素数体上の Hermite 形式
実数の場合の 2次形式に対応する概念を複素数で考える際には, 2通りの拡張の仕方が考えられる. ひとつ
は, 実数の場合と同様に 2次の斉次多項式のなす関数を座標変換した場合, どれだけやさしくできるかという
問題で, この場合も, 2次の斉次多項式は 2次形式と呼ばれる. 複素数体の 2次形式に関しては, 本質的にそれ
を定める対称行列のランクで分類できる (このことの証明は, 時間があれば述べる).

もうひとつの考え方は, 複素ベクトル空間の内積を一般化する方法である. ここでは, まず, この方法につい
て述べる.

H = (aij)を n次の Hermite 行列とする. x = x1e1 + · · ·+ xnen ∈ Cn に対して,

H{x} = txHx =

n∑
i=1

aii|xi|2 +
∑
i ̸=j

aijxixj

を n変数のHermite 形式という.

問 3.2 H を Hermite 行列とすると, 任意の x ∈ Cn に対して H{x} ∈ R となることを示せ.

正則行列 P に対して, 座標変換 Px で H{Px} = txtPHPx をできる限り簡単な式にすることを考える.

Hermite 行列の固有値は全て実数なので, 実ベクトル空間上の 2次形式と同様の結果 (Sylvester の慣性法則
など)が同様の議論から導かれる. 証明は省略する.

定理 3.2 正則行列による座標変換により, Hermite 形式は次の形にできる.

H{x} = |x1|2 + · · ·+ |xp|2 − |xp+1|2 − · · · − |xp+q|2

ここで, p, q は座標変換の取り方によらずに一意的に定まる.

問 3.3 次の Hermite 行列をユニタリ行列で対角化せよ.

(1)


0 i i

−i 0 i

−i −i 0

 (2)


3 i −1

−i 5 i

−1 −i 3

 (3)


a i 1 −i
−i a i 1

1 −i a i

i 1 −i a



4 ベクトル空間 (線形空間)

4.1 ベクトル空間の定義
ここまで, 数ベクトルしか基本的に扱ってきていないが, 内積, 基底, 1次独立, 線形写像などの概念は, 数ベ
クトル以外の集合に適用することができる. それにより, いままで現れたいろいろなものの応用範囲が拡大さ
る. その際の鍵になるのは,「加法」と「スカラー倍」が定義されているということと, スカラー全体の集合が
数体系として整っていることである.

以下の内容は, [2],[3],[4]の寄せ集めである.
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定義 4.1（体） Kを集合とし, a, b ∈ Kとする. 和 a+ b ∈ Kと積 ab ∈ Kが定義され, 次を満たす時, Kを
体 (英: field, 独: Körper, 仏: corps)という.

1. a+ b = b+ a (和の交換法則)

2. (a+ b) + c = a+ (b+ c) (和の結合法則)

3. 0 ∈ Kが存在して, 全ての a ∈ Kに対して a+ 0 = 0 + a = a

4. 任意の a ∈ Kに対して, b ∈ Kが存在して, a+ b = 0 (このとき, bを −aと書く.)

5. (ab)c = a(bc) (積の結合法則)

6. 1 ∈ Kが存在して, 1a = a1 = a (積の単位元)

7. a 6= 0とすると, b ∈ Kが存在して, ab = ba = 1 (このとき, bを a−1,
1

a
と書く.)

8. a, b, c ∈ Kに対して, (a+ b)c = ab+ ac, a(b+ c) = ab+ ac (分配法則)

問 4.1 体の公理から, a0 = 0a = 0, (−1)a = −a, (−1)(−1) = 1を証明せよ.

要するに, よく知られた 4則演算が可能な集合の事を, 体と呼ぶのである. これまで学んだ数学では, 有理数
体 Q, 実数体 R, 複素数体 Cが例としてすぐに思い浮かぶと思うが, 例えば次の「分数式全体」も体である.

C(X) =

{
f(X)

g(X)
| f(X), g(X)は X の多項式で, g(X) 6= 0

}
3年次向けの講義, 代数学 I, II では, Galois 理論が講義されると思うが, そこでは Q上のベクトル空間が多く
現れる. また, ここに挙げた例は全て無限集合であるが, 有限個の元からなる体 (有限体)が存在し, 符号理論
や暗号理論では, 重要である.

有限体では, 素数 pが存在して, p = 0となる. 一般の体でも, 素数 pに対して p = 0となることが起こりう
る (代数学 I で学習する). この素数のことを体 Kの標数といい, char(K)と書く. このような体を, 正標数の
体ともいう. このような素数が存在しない時 (Q, R, Cなど) 標数 0 の体といい, char(K) = 0とする. 正標数
の体は, 別扱いを要する場合もあるので, 以下では別扱いが必要な場合は, 体の標数に対する断りを書くことに
する.

上の定義 4.1では, 積の交換法則は仮定していない. 積の交換法則が成立する体を可換体という. 最近では,

積の交換法則が成立するとき, 単に体と言い, 交換法則が成立しない体は, 斜体ということが普通であるが, こ
の講義では, 可換体ということにする.

交換法則が成立しない場合, ベクトル空間の定義において, スカラーを右からかけるか左からかけるかで結
果が異なるので, 扱いが少し面倒になる. 以下, この講義では, 可換体だけを扱うことにする.

問 4.2（非可換な体の例: Hamilton の 4元数体）

H = {a+ bi+ cj + dk | a, b, c, d ∈ R}

とする. 1 を積の単位元, i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j で積を定義して
結合法則, 分配法則が成立するように拡張する. この時 Hは非可換体になることを示せ.

ネットの SEGA の資料には Hの興味深い応用が書かれている. それに関する問題を出しておく. SEGA の
資料 (第 8講)では真面目に計算してあるが, 次の問では, 幾何学序論で学ぶ連続写像や連結性などの性質を利
用すると, あまり計算せずとも答は出せる (使える道具を増やすことの意義を理解していただきたい). もちろ
ん, SEGA の資料のように具体的にきちんと計算することも, 重要である. 以下の問は, プレートトリック (動
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画へのリンク) の解説に繋がるものである. 近年では, これは, ロボット工学で問題になった. 3次元で, 手持ち
のカメラをある軸の周りに 360◦ 回して元に戻せないのに, 720◦ 回すと戻せるのは何故か?という問題である.

その理由は, 下の問で H1 の幾何学的な性質 (単連結性)と, A(q) = E3 ⇐⇒ q = ±1(2重被覆)にある.

問 4.3 H 3 q = a+ bi+ cj + dk 7→


a

b

c

d

 ∈ R4 の対応で, Hと R4 を同一視する. q = a− bi− cj − dkと

置く. 次を示せ.

1. q, q′ ∈ Hに対して, qq′ = q′ q が成立する.

2. 上の R4 の同一視で, Hの標準内積を入れたとき, その内積は,
1

2
(qq′ + qq′)で与えられることを示せ.

3. |q| =
√
(q, q)とすると, |qq′| = |q||q′|が成立することを示せ.

4. H1 = {q ∈ H | |q| = 1}とする. q ∈ H1, a, b ∈ Hに対して, q · a = qaq とおくと, これは, Hを R4 と
同一視したときに線形写像になり, さらに, (q · a, q · b) = (a, b) が成立することを示せ.

5. W = {bi+ cj + dk} ⊂ Hとおくと, q ∈ H, w ∈W に対して, q · w ∈W となることを示せ.

6. 4., 5. より, q ∈ H1 と w ∈ W に対して, w 7→ q · w は, W の内積を変えない一次変換になる. 従って,

W の正規直交基底 i, j, k でこの写像を行列表示したとき, 3次の直交行列になるが, その行列を A(q)

と書く. ((a), (b), (c) は独立に解答できる ((a)を解かなくても, (b), (c)は示せる.).

（a） (割と大変)A(q)を求めよ.

（b） detA(q) = 1を示せ (きちんと計算しても良いし, 手抜きで,連続性とか連結性を用いて良い).

（c） A(q) = E3 ⇐⇒ q = ±1を示せ.

定義 4.2（ベクトル空間） Kを可換体とする. V を集合とし, v, w ∈ V と a ∈ Kに対して, 加法 v+w ∈ V

とスカラー倍 av ∈ V が定義されて, 次を満たすとき V を K上のベクトル空間 (vector space), あるいは線形
空間という. この時, Kの元をスカラー (scaler)といい, Kを基礎体という.

1. v +w = w + v (和の交換法則)

2. (u+ v) +w = u+ (v +w) (u, v, w ∈ V , 和の結合法則)

3. o ∈ V が存在して, 任意の v ∈ V に対して, v + o = o+ v = v (零ベクトル)

4. v ∈ V に対して, w ∈ V が存在して，v +w = w + v = o (逆ベクトル, w を −v と書く.)

5. a(bv) = (ab)v, a, b ∈ K
6. 1v = v

7. (a+ b)v = av + bv, a(v +w) = av + aw, a, b ∈ K, v, w ∈ V

問 4.4 ベクトル空間の公理から, (−1)v = −v を証明せよ.

零ベクトルだけからなる集合 {o}はベクトル空間になる. これを自明なベクトル空間という.

数ベクトルの集合 Kn =




v1

v2
...

vn

 | vi ∈ K


は通常の和とスカラー倍で K 上のベクトル空間である.
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K = R, Cの時が, 1年次の線形代数学で現れたものである.

ベクトル空間の元のことをベクトルという. 数ベクトル空間以外にも, 下に述べるように, 多様なベクトル空
間がある. これらのベクトル空間の元に対しては, 高校のときに学習した「向きと大きさ」という概念は定義
を別にする必要がある.

問 4.5（ベクトル空間の例） 次の集合は, 自然な加法とスカラー倍で, 与えられた可換体上のベクトル空間に
なることを示せ.

1. Mm,n(K) = {A = (aij) | m× n行列, aij ∈ K}
2. X を集合として, C(X,K) = {f : X → K} (X からK への写像全体)

3. K[X] = {anXn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0 | ai ∈ K}. X は不定元で, K[X]は, Kの元を係数と

する多項式全体の集合.

4. {{an}n=1,2,..., | an ∈ C} (数列の集合)

5. ℓ∞ =

{
{an}n=1,2,..., | an ∈ C，sup

n
|an| <∞

}
(有界な数列の集合)

6. ℓ1 =

{
{an}n=1,2,..., | an ∈ C，

∞∑
k=1

|ak| <∞

}

7. ℓ2 =

{
{an}n=1,2,..., | an ∈ C，

∞∑
k=1

|ak|2 <∞

}
8. a, b ∈ R, a < bとするとき, C0([a, b]) = {f : [a, b] → C |f は連続関数 }

9. a, b ∈ R, a < bとするとき, L∞([a, b]) =

{
f : [a, b] → C | sup

x∈[a,b]

|f(x)| <∞

}
問 4.6 C上のベクトル空間は R上のベクトル空間であることを示せ.

定義 4.3 v1, v2, . . . , vk をベクトルとする.

1. a1, a2, . . . , ak をスカラーとする.

a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk (4.1)

の形の元を v1, v2, . . . , vk の 1次結合 (あるいは線形結合)と言う.

2. a1, a2, . . . , ak をスカラーとする.

a1v1 + a2v2 + · · ·+ akvk = o (4.2)

を, v1, v2, . . . , vk の線形関係という. a1 = a2 = · · · = ak = 0のとき (4.2)が成立するのは明らかで
あるが, これを自明な線形関係という. 自明でない線形関係を非自明な線形関係という.

3. v1, v2, . . . , vk が一次独立 (あるいは線形独立) であるとは, これらが自明な線形関係しか持たない事
を言う. 一次独立でない場合, 一次従属 (あるいは線形従属)と言う.

定義 4.4 V の部分集合W が部分空間 (部分ベクトル空間)とは, つぎの 2つの条件を満たす集合をいう.

1. v, w ∈W なら v +w ∈W

2. 任意の v ∈W , a ∈ Kに対して av ∈W

問 4.7 部分空間はベクトル空間になること (ベクトル空間の公理系を満たすこと)を示せ.

30



V 全体および {o}は, 上の部分空間の定義を満たす. これらを自明な部分空間と言う. 自明でない部分空間
を真の部分空間とも言う.

部分集合 S ⊂ V に対して, S の元の一次結合 (有限和)全体のなす集合は, V の部分空間になる. これを次
の記号で表す.

< S >=

{∑
k

akvk | ak ∈ K,vk ∈ V

}
S = {v1,v2, . . . , vr}(有限集合)のときには, < v1,v2, . . . , vr >と略記する.

定義 4.5 V をベクトル空間とする. {ui}i∈I が V の基底であるとは, つぎの 2つの条件をみたすことをいう.

1. < {ui}i∈I >= V

2. {ui}i∈I の任意の有限部分集合のベクトルは一次独立.

{ui}i∈I を V の基底とすると, 任意の v ∈ V は, 次の形で一意的に書ける.

v = a1u1 + a2u2 + · · ·+ arur, uj ∈ {ui}i∈I aj ∈ K, aj 6= 0, j = 1, . . . , r

問 4.8 上の一意性を証明せよ.

定理 4.1 ベクトル空間には基底が存在し, その濃度は, 基底の取り方に依らず一定である.

証明. 有限個の元から生成されるベクトル空間にのみ, この定理を証明する.

まず, 基底が存在することを示す. V をベクトル空間とし, S = {u1, . . . ,uN} として, < S >= V とす
る. ui 6= o, i = 1, . . . , N と仮定して良い. < u1 >= V なら, u1 は V の基底である. そうでないなら,

uk2
∈ S で, uk2

6∈< v1 >となるものが存在する. この時, u1, uk2
は一次独立である. V =< u1, uk2

>な
ら, {u1,uk2

}が V の基底である. V ⫌< u1, uk2
>なら, uk3

∈ S で, uk3
6∈< u1, uk2

> となるものが存在
する. この時, {u1,uk2

,uk3
} は一次独立である. < u1, uk2

, uk3
>= V なら, これらが基底になる. 以下, こ

の操作を続けて行けば, |S| <∞より, V の基底に到達する.

個数が基底の取り方に依らないことを示す. {u1, . . . ,um}, {v1, . . . , vn}を V の基底とする. m > nとし
て矛盾を導く. それぞれが基底なので, ui を vj の一次結合で, vi を uj の一次結合で書く事ができる.

ui =

n∑
j=1

ajivj , (i = 1, . . . ,m), vj =

m∑
k=1

bkjuk, (j = 1, . . . , n)

後ろの式を前に代入すると,

ui =

m∑
k=1

 n∑
j=1

bkjaji

uk

となる. {u1, . . . ,um}は基底なので, 一次結合での書き方の一意性から,

n∑
j=1

bkjaji = δki

を得る. n×m行列を A = (aji)と定め, m× nを B = (bkj)とすると, 上の式は, BA = Em と表される. こ
の時,

n ≧ rank(AB) = rankEm = m
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となり, 仮定 m > nに矛盾する.

注意 4.1 生成元が無限個ある場合は, 基底の存在証明には Zorn(ツォルン)の補題が必要になる.

問 4.9 問 4.5 の記号を用いる.

1. Mmn(K)の次元を求めよ.

2. |X| <∞ のとき, dimC(X,K) = |X|を示せ.

3. K[X]において, {1, X, . . . ,X i, . . .}は基底になることを示せ.

問 4.10 1. Rは Q上のベクトル空間であることを示せ.

2. 「ベクトル空間には基底が存在する」という定理を認めたとき, 次の命題は正しいと言えるかを判定せよ.

f : R → Rが任意の x, y ∈ Rについて f(x+ y) = f(x) + f(y)を満たすと仮定すると, ある c ∈ Rが
存在して f(x) = cx.

注意. Rを Q上のベクトル空間と見たときの基底の集合は, Lebesgue(ルベーグ)非可測集合の例となる. 3

年次対象の関数解析学の講義で現れる (かも知れない).

V の基底の濃度を V の次元といい dimV と書く. 基礎体Kを明示する場合は, dimK V と書く. dimV <∞
のとき有限次元ベクトル空間, そうでないとき無限次元ベクトル空間という.

問 4.11 C上の n次元ベクトル空間 V を R上のベクトル空間と見た時, dimR V = 2nを示せ.

1年次の線形代数学では, 基底の個数は有限個に限っていたが, 多項式全体がなすベクトル空間のように, 無
限個の基底を持つ場合も多くある. ただし, ベクトル空間を代数的に議論する場合では, 無限和は基本的に取り
扱わない. 無限和を考える際には,「収束の問題」を考える必要がある. この講義では収束の問題が現れない場
合だけを考える.

e1 =


1
0
...
0

 , e2 =


0
1
...
0

 , . . . , en =


0
0
...
1


は, Kn の基底になる. これらを Kn の標準基底という.

定義 4.6（部分空間の和, 直和） 1. W1, W2 をベクトル空間 V の部分空間とするとき, W1 +W2 を,

W1 ∪W2 が生成する部分空間とする. 具体的には, 次の集合になる.

W1 +W2 = { w1 +w2 | w1 ∈W1, w2 ∈W2 }

これをW1 とW2 の和空間という. 有限個の部分空間 W1, . . . ,Wr に対してもこれらの和空間は定義で
き,

r∑
i=1

Wi という記号を用いる. すなわち,

r∑
i=1

Wi = { w1 +w2 + · · ·+wr | wi ∈Wi }

2. 和空間W1 +W2 において, W1 ∩W2 = {o}のとき, W1 ⊕W2 と書いて, W1 とW2 の直和という. 有
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限個の直和も帰納的に定義される. すなわち,

m∑
i=1

Wi が直和であるとは.

(W1 + · · ·+Wi−1 +Wi+1 + · · ·Wm) ∩Wi = {o}, i = 1, . . . ,m

が成立することである. このとき, 次の記号を用いる. W1 ⊕ · · · ⊕Wm =

m⊕
i=1

Wi

3. V の部分空間W に対して, V = W ⊕W ′ となる部分空間W ′(resp. W )をW (resp. W ′)の捕空間と
いう.

注意 4.2 補空間の取り方は, 無限にありうる. 例えば, 数ベクトル空間 K2 に対して, e1 が生成する部分空間
W = Ke1 = {λe1 | λ ∈ K }の捕空間は, b ∈ Kに対して, W ′

b = K(be1 + e2) = {λ(be1 + e2) | λ ∈ K } で
与えることができる. ここで, bの値が異なれば, 異なる集合になることに注意する.

問 4.12 上の注意で, 任意の b ∈ Kに対して, K2 =W ⊕W ′
b となることを示せ.

命題 4.1 ベクトル空間の直和, V = W ⊕W ′ が与えられると, 任意の v ∈ V は, v = w + w′, w ∈ W ,

w′ ∈W ′ と一意的に表される.

証明. 直和の定義から, v に対して, w ∈ W , w′ ∈ W ′ が存在して, v = w +w′ となることは明らかである.

一意性を示す. v = w+w′ = u+u′, w, u ∈W , w′, u′ ∈W ′ となったとする. このとき, w−u = u′ −w′

を得る. この式の左辺は W の元で, 右辺はW ′ の元となるが, W ∩W ′ = {o}なので, w − u = u′ −w′ = o

となり, w = u, w′ = u′ を得る.

問 4.13 V をベクトル空間W , W ′ を V のベクトル空間とし, V =W +W ′ とする. このとき,

o = w +w′, w ∈W, w′ ∈W ′ =⇒ w = w′ = o

が成立することと, V =W ⊕W ′ となることが同値であることを示せ.

定義 4.7（ベクトル空間の直積, 直和） 1. {Vi}i∈I を K 上のベクトル空間の族とする. これらの直積集
合に成分毎の和とスカラー倍を考えるとベクトル空間になる. これを

∏
i∈I

Vi と書く. すなわち, 集合と

して, ∏
i∈I

Vi = {(ai)i∈I | ai ∈ Vi}

であり, (ai)i∈I , (bi)i∈I ∈
∏
i∈I

Vi, λ ∈ Kに対して, 和とスカラー倍は次で与えられる.

(ai)i∈I + (bi)i∈I = (ai + bi)i∈I , λ(ai)i∈I = (λai)i∈I

2. 上において, i ∈ I を固定した時, {(ak)k∈I ∈
∏
k∈I

Vk | k 6= iのとき ak = o}は, Vi と同型な部分空間に

なる. これら Vi の直和は次で定義する.⊕
i∈I

Vi = {(ai)i∈I | ai 6= oとなる iは有限個 }

I が有限集合なら, 直和と直積は同じものになるが, 無限集合なら一般に
∏
i∈I

Vi ⫌
⊕
i∈I

Vi である.
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注意 4.3 一般的に無限個の空でない集合の族 {Vi}i∈I に対して,
∏
i∈I

Vi 6= ∅となることは,「選択公理 (Axiom

of choice)」と呼ばれるものである. 選択公理は Zorn の補題と同値な命題である. Vi がベクトル空間の場合,

o = {oi}i∈I ∈
∏
i∈I

Vi (oi ∈ Vi は Vi の零ベクトル)がわかるので, 選択公理は不要である.

問 4.14 上で定義した直和が
∏
i∈I

Vi の和とスカラー倍で部分空間になることを示せ.

4.2 線形写像, 線形変換
定義 4.8 V , W を K上のベクトル空間とする. 写像 f : V → W が線形写像であるとは, 次を満たすものを
いう.

1. f(v +w) = f(v) + f(w), v, w ∈ V

2. f(av) = af(v), v ∈ V , a ∈ K

V =W のとき, f は特に線形変換, あるいは 1次変換という.

f が全単射であるとき, f は線形同型写像という. このとき, V とW は線形同型であるといい, V ∼= W と
いう記号を用いる.

問 4.15 問 4.5 の記号を用いる. 次の写像は線形写像になることを示せ.

1. T :Mm,n(K) →Mnm(K), T (A) = tA, (A ∈Mm,n(K).

2. a ∈ X として, δa : C(X,K) → K, δa(f) = f(a), (f ∈ C(X,K)).

3. I : C0([a, b]) → C, I(f) =
∫ b

a

f(x)dx, (f ∈ C0([a, b])).

4. f, g ∈ C0([a, b]), mg : C0([a, b]) → C0([a, b]), mg(f) = gf , (f ∈ C0([a, b])).

問 4.16 U , V , W をベクトル空間とし, f : V →W を線形写像とする. 次を示せ.

1. (a) V ∼= V , (b) V ∼=W ⇒W ∼= V , (c) U ∼= V , V ∼=W ⇒ U ∼=W

2. Ker(f) = {v ∈ V | f(v) = o } ⊂ V , Im(f) = f(V ) = {f(v) | v ∈ V } ⊂ W は, それぞれ部分空間
になることを示せ.

3. f が単射であることと Ker(f) = {o}が同値である事を示せ.

4. 有限次元ベクトル空間 V , W が V ∼=W である必要十分条件は, dimV = dimW であることを示せ.

5. V , W が有限次元で dimV = dimW のとき, 線形写像 f : V → W に対して, 次の 3条件は同値にな
ることを示せ.

(a) f は線形同型. (b) f は全射. (c) f は単射.

6. C[X] = { anXn + · · ·+ a1X + a0 | ai ∈ C}を複素数を係数とする多項式全体がなす C上のベクトル
空間とする. 次を示せ (無限次元では, 上の同値性が成立しない).

（a） mX : C[X] → C[X], f 7→ Xf , f ∈ C[X]は単射線形写像であるが全射ではない.

（b） DX : C[X] → C[X], f 7→ f ′, f ∈ C[X]は全射線形写像であるが単射ではない.

（c） DX ◦mX −mX ◦DX = idC[X]

7. 有限次元ベクトル空間 V の線形変換 f , g で, f ◦ g − g ◦ f = idV となるものは, 存在しない事を示せ.
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f : U → V を有限次元ベクトル空間の間の線形写像とし, U の基底を u1, . . . ,ul, V の基底を v1, . . . , vm

とする. ui の f による像は, V の基底の 1次結合で書けるので, その係数を aki とする.

f(ui) =

m∑
k=1

akivk

この係数を使って, m× l行列 A = (aij)を作る. f が線形写像であるので, x = x1u1 + · · ·+ xlul に対して,

f(x) = f

(
l∑

i=1

xiui

)
=

l∑
i=1

xif(ui) =

l∑
i=1

xi

 m∑
j=1

akivk

 =

m∑
k=1

(
l∑

i=1

akixi

)
vk

となる. 線形結合の係数の一意性から, f(x) の V の基底を v1, . . . , vm に対する座標は,

l∑
i=1

akixi, k =

1, . . . ,mとなる. これは, 行列の積を用いると f(x)の座標が次で計算されることを示している.

f(x) = A

x1...
xl


つまり, 線形写像は, 基底を定めると, 座標に対して行列を左からかけるという計算になる. この Aを, U の基
底を u1, . . . ,ul と V の基底を v1, . . . , vm に対する線形写像 f の表現行列という.

さらに, W を別のベクトル空間, w1 . . . ,wn を W の基底とし, g : V → W を線形写像で, 上と同様に,

n×m行列 B = (bij)を g(vi) =

n∑
k=1

bkiwk で定める. このとき,

g ◦ f(ui) = g(f(ui)) = g(

m∑
k=1

akivk) =

m∑
k=1

akig(vk) =

m∑
k=1

aki(

n∑
p=1

bpkvp) =

n∑
p=1

(

m∑
k=1

bpkaki)vp

を得る. これは, g ◦ f(ui) =

n∑
k=1

ckiwi で行列 C = (cij)を定めると, C = BAが成立することを示している.

つまり, 写像の合成は座標で表すと行列の積に対応する. 実際には, 話は逆で, 行列の積は線形写像の合成と対
応するように定義されているのである
基底を取り替えた時, 表現行列がどの様に変化するかを計算しておく. {u′

1, . . . ,u
′
l}, {v′

1, . . . , v
′
m} をそれ

ぞれ U , V の別の基底とする. それぞれの基底の変換行列を P = (pij), Q = (qij)とする. すなわち,

u′
i =

l∑
j=1

pjiuj , v′
i =

m∑
j=1

qjivj

とする. 一方, {u′
1, . . . ,u

′
l}, {v′

1, . . . , v
′
m}の f の表現行列を, A′ = (a′ij)とする.

f(u′
i) =

m∑
j=1

a′jiv
′
i

この時,

f(u′
i) = f(

l∑
j=1

pjiuj) =

l∑
j=1

pji

m∑
k=1

akjvk =

m∑
k=1

(

l∑
j=1

akjpji)vk

=

m∑
j=1

a′jiv
′
j =

m∑
k=1

a′ji

m∑
j=1

qkjvk =

m∑
k=1

(

m∑
j=1

qkja
′
ji)vk
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となる. 従って,

l∑
j=1

akjpji =

m∑
k=1

qkja
′
ji k = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , lとなる. これは,行列で書くと, AP = QA′

となる. すなわち,

A′ = Q−1AP

を得る. これが, 基底の取り替えに関する表現行列の変換規則である.

特に, T : V → V を線形変換とし, A を V の適当な基底に対する T の行列表示とする. この時, V の基
底を取り替えると, P を基底の取り替えを与える行列とするとき, T の行列表示は P−1AP となる. 特に,

det(P−1AP ) = detA, tr(P−1AP ) = trAが成立するので, 次の定義が意味を持つ.

定義 4.9 V を有限次元ベクトル空間, T : V → V を V の線形変換, A = (aij)を T の行列表示とする. この
とき,

detT = detA, trT = trA

で線形変換 T の行列式とトレースを定義する. これらは, 行列表示 Aの取り方によらずに定まる値である.

問 4.17 Pn(K) = {anxn+ · · ·+a1x+a0 | ai ∈ K} すなわち, n次以下の多項式の空間とする. T : Pn(K) →
Pn(K)を (Tf)(x) = f(x + 1) で定めるとこれは線形変換になる. Pn(K)の基底, {1, x, . . . , xn}に対する T

の表現行列 Aとその逆行列を求めよ.

定義 4.10 V をベクトル空間, T : V → V を V の線形変換とする.

Tv = λv, λ ∈ K, v ∈ V, v 6= o

となるとき, λを T の固有値, v を T の固有値 λに属する固有ベクトルという.

V が有限次元である場合, 固有値, 固有ベクトルの計算は, これまでに学んだ方法と同じである. すなわち,

T の V の適当な基底に対する行列表示を A = (aij)とするとき, 固有値は, 次の特性多項式の根である.

φA(x) = det(xE −A)

従って, 全ての固有値を考える場合には, Kに代数方程式の根が必ず存在する必要がある (そのような例の一つ
が複素数体である).

無限次元のベクトル空間でも, 固有値, 固有ベクトルは上のように定義される. ただし, 無限次元の場合, K
が代数的に閉じていても固有値, 固有ベクトルが存在しないようなことが起こる.

例 4.1 例えば, 問 4.17 を多項式全体のなすベクトル空間, P (C) = { 複素係数の x の多項式 } で考えて,

T (f)(x) = f(x+ 1), f ∈ P (C)の固有値を考える. T (f)(x) = λf(x)とし, f(0) = aとすると
f(1) = (Tf)(0) = λf(0) = aλ

f(2) = (Tf)(1) = λf(1) = aλ2

· · ·
f(n) = (Tf)(n− 1) = λf(n− 1) = aλn

· · ·

を得るので, 全ての自然数 nに対して, f(n) = aλn が成立しないといけない. しかし, このような 0でない多
項式は存在しない. 関数, f(x) = aλx はこの条件を満たすが, これは多項式ではない. 無限次元で固有値問題
を考える際には, ほとんどの場合, 何らかの形で収束の概念を導入して, 極限を考えられるようにする.
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定義 4.11 V,W をベクトル区間, f : V → W を線形写像とする. f(V )はW の部分空間になるので, f の階
数を,

rank(f) = dim f(V ) = dim Im(f),

で定義する.

定理 4.2 V,W をベクトル区間, f : V →W を線形写像とする. V , W の基底を取り, これらの基底に対する
f の行列表示を A = (aij)とすると, rank(f) = rankAである.

証明. {v1, . . . , vm} を V の基底, {w1, . . . ,wn} を W の基底とする. v = a1v1 + · · · + amvm とすると,

f(v) = a1f(v1) + · · ·+ amf(vm)となる. 従って, f(V )は, 基底の像 f(v1), . . . , f(vm)から生成される部分
空間になる. Aを上の基底に対する f の行列表示とする.

rankA = rとする. 行列の基本変形を利用すると, 正則なm次正方行列 P と正則な n次正方行列 Qが存在
して, 次の形に変形できる.

QAP =

(
Er O
O O

)
上の基底の取り替えに対する行列表示の変換則から, これは, V の基底, {Pv1, . . . , Pvm} と W の基底
{Q−1w1, . . . , Q

−1wn}に対して,

f(Pvi) = Q−1wi, i = 1, . . . , r, f(Pvj) = o, i = r + 1 . . . ,m

が成立することを意味する. このとき, f(V ) =< Q−1w1, . . . , Q
−1wr >で, ここに現れるベクトルは, W の

基底の一部なので, dim f(V ) = r = rankA.

4.3 商ベクトル空間
4.3.1 同値関係
まず, 同値関係について述べる. これは, 他の講義でも現れることから分かるように, 数学において重要な概
念である. 集合 M に対して, M の元の対の集合 (直積集合)をM ×M = {(a, b) | a, b ∈M}と書く.

定義 4.12 M ×M の部分集合 RをM の関係 (relation)という. (a, b) ∈ Rを aRbと書くことにする.

上で, Rは部分集合であるが,「関係を表す記号」と捉えて欲しい.

関係の定義は, つまらないものであるが, このように大上段に物事を捉えることも時には必要である. これま
でになじみのある関係は, 大小関係を公理化した順序関係である.

定義 4.13 集合 M の関係 � は次を満たすとき, (半)順序という.

1. 任意の a ∈M に関して, a � a

2. a � bかつ b � aならば a = b

3. a � b, b � cならば a � c

さらに次が成立する時, 全順序という.

• 任意の a, b ∈M に対して, a � bまたは b � aのいずれかが成立する.
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例 4.2 1. N, Q, Rの大小関係は, 全順序になる.

2. a, b ∈ Nに対して, a � bを aは bの約数であると定義すると, これは Nの半順序を定める. この順序
では, 2 と 3は比較できないので, 全順序ではない.

3. 集合の包含関係も半順序であり全順序ではない.

さて, 表題の同値関係であるが, これは「同じ」という概念を公理化した関係である.

定義 4.14 集合M の関係 ∼が同値関係であるとは, 次が成立することを言う.

1. 任意の a ∈M に対して a ∼ a (反射律)

2. a ∼ bならば b ∼ a (対称律)

3. a ∼ bかつ b ∼ cならば a ∼ c (推移律)

例 4.3 1. これまでの数学で現れた =(数の一致, 集合の一致など)は, 同値関係である.

2. M を平面内の 3角形全体の集合とする. この時,「合同」,「相似」は同値関係になる.

3. 問 4.16 1. は, 線形同型が同値関係であることを示している (ベクトル空間全体のなす集合を考えても
良いかという問題は, ここでは触れない.).

問 4.18 集合M の関係で, 定義 4.14 の 2., 3., を満たすが, 1. は満たさない例を作れ.

2.2節で 2次曲線の分類をしたとき, 合同なものを同じとして分類した, これは, 同値関係による分類と呼ば
れるものの一例である. 2.2節の分類結果は, 数値的な表現ができると言う意味では良いが, 見た目の図形的に
は, 主要な 2次曲線は, 楕円, 放物線, 双曲線の 3種である. このような大雑把な分類を得るには, 同じの概念
(同値関係)を合同から「座標変換で写り合えるもの」に変更する必要がある. さらに,「射影変換で写り合える
ものを同じ」とすると, 全ての 2次曲線は空間内の円錐と平面の交点で与えられることが示される. (ここに書
いた内容は, 雑すぎるので, きちんと知りたい方は射影幾何の本を読んでください.)

また, 問題 4.16の 4. は, ベクトル空間を同型で分類する時には, 次元を調べれば良いことを示している.

集合M に同値関係 ∼が定義されているとする. このとき, M の部分集合 [a] = aを次で定義する.

[a] = a = {b ∈M | b ∼ a}

[a] = aを同値関係 ∼に対する aの同値類の集合という. aを同値類 aの代表元という. b ∈ aなら, bも aの
代表元になることに注意する.

命題 4.2 M を集合, ∼をM の同値関係とする. a, b ∈M に対して, a ∩ b 6= ∅ なら, a = b

証明. c ∈ a ∩ b とする. このとき, c ∼ a かつ c ∼ b なので, a ∼ b である. x ∈ a とすると, x ∼ a であり,

a ∼ bより x ∼ bである. よって, x ∈ bとなり, a ⊂ b. 逆の包含関係も同様に示されるので, a = b.

M に同値関係 ∼が定義されているとき, 各同値類から代表元を一つずつ選び, それを {ai}i∈I とする (各同
値類から代表元が選べることは仮定する (選択公理を仮定する)). このとき上の命題から,

M =
⋃
i

ai, i 6= j ⇒ ai ∩ aj = ∅

が成立する. すなわち, M は, 互いに共通部分を持たない ai たちの和集合となる. 互いに共通部分を持たない
部分集合の和集合を disjoint union(日本語訳として定着した言葉はないと思う)といい, 上の場合M =

⊔
i

ai
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の記号を用いる. また, 各同値類から代表元を選んだとき, 代表元の成す集合を完全代表系という.

逆に, M =
⊔
i

Xi と disjoint union になっているとすると, a, b ∈M に対して,

a ∼ b⇐⇒ a, bは同じ部分集合の元である.

と定義すると, ∼は同値関係になる. すなわち, 集合 M で同値関係を与えることと, M を disjoint union に
分けることは同じである. *3

M に同値関係 ∼が定義されており, 完全代表系が {ai}i∈I であるとき，

M/∼= {ai}

と置いて, これをM の同値関係による商集合という. M/∼の元は, M の部分集合であり, M/∼は, M の部
分集合を要素とする集合である. この時, 次で決まる写像

p :M →M/∼, p(a) = a

を (自然な)射影 (natural projection)という.

well–defined について
M を集合 ∼をM の同値関係とする. M で定義されたものを商集合M/∼に持ち込むことが, 今後多く現
れる. その際現れる言葉が, 表題に挙げた well–defined (日本語として定着した訳は無い)である.

M で定義されたものをM/∼に持ち込むには, a ∈M に対して, 代表元 aを用いる. 代表元は aの元という
わけで, 特別な意味はない. そこで, 代表元の取り方によらない, 言い換えると, 代表元を取り替えても同じ結
果になる, ということを保証する. このことを well–defined という.

例えば, M ′ を別の集合とし, 写像 f : M → M ′ が定義されているとする. この写像を利用して f : M/∼→
M ′ が定義できるかを問題にする. 自然な定義は, a ∈ M に対して, f(a) = f(a)とすることである. しかしこ
れは, aという集合全体を f(a)という点に写像していることになる. となると, aの全ての点が, f(a)に写さ
れる必要がある. すなわち, b ∼ aなら f(b) = f(a)が成立することを示さないと, f は定義できない. これは,

f(a)が aの代表元の取り方に依存しないことを証明することになる.

4.3.2 商ベクトル空間
V をベクトル空間, W をその部分空間とする. u,v に対して, u ∼ v を u− v ∈ W と定義すると, これは,

同値関係になる.

問 4.19 上が同値関係になることを示せ.

Kを体, V を K上のベクトル空間W を部分空間とし, V/∼を上で定義された商集合とする. u, v ∈ V/∼,

a ∈ Kとして, V/∼の和とスカラー倍を次で (左辺を右辺で)定義する.

u+ v = u+ v

au = au

*3 n個の元からなる有限集合に対して同値関係が何通り作れるかという場合の数は, Bell 数と呼ばれ, Bn と書かれる. B5 = 52は,

源氏香と呼ばれる遊びを通じて, 江戸時代の日本でリストアップされた.
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これらの和とスカラー倍は, well–defined である. 実際 u′ ∼ u, v′ ∼ v とすると, u − u′ ∈ W , v − v′ ∈ W

で, W が部分空間なので
(u+ v)− (u′ + v′) = (u− u′) + (v − v′) ∈W

au− au′ = a(u− u′) ∈W

となるので, u+ v = u′ + v′, au = au′ となる.

定義 4.15 上の同値関係による商集合 V/∼を V/W と書き, 上で定義された加法とスカラー倍でベクトル空
間とみる. これを, V のW による商ベクトル空間という.

定理 4.3 dimV/W = dimV − dimW

証明. dimV = n, dimW = k とする. w1, . . . ,wk を W の基底とし, これを拡張して作った V の基底を,

w1, . . . ,wk,wk+1, . . . ,wn とする. この時, wk+1, . . . ,wn が V/W の基底になる事を示す.

w ∈ V/W とし, w ∈ V を w の代表元とする. w =

n∑
j=1

ajwj と基底の一次結合で書く.

w −
n∑

j=k+1

ajwj =

k∑
j=1

ajwj ∈W

なので, V/W において, w =

n∑
j=k+1

ajwj となり, {wk+1, . . . ,wn}は, V/W を生成する.

n∑
j=k+1

ajwj = o とすると, V/W の一次結合の定義から,

n∑
j=k+1

ajwj =

 n∑
j=k+1

ajwj

 = o となり,

n∑
j=k+1

ajwj ∈ W となる. V の基底の取り方から,

n∑
j=k+1

ajwj = o となり, ak+1 = · · · = an = 0 となる.

よって, {wk+1, . . . ,wn}は V/W で一次独立になる. 従って, dimV/W = n− k = dimV − dimW .

定理 4.4（ベクトル空間の準同型定理） V , W をベクトル空間, f : V → W を線形写像とすると, 次の自然
な同型写像が存在する.

f : V/Ker(f) → Im(f)

証明. v ∈ V/Ker(f)に対して, f(v) = f(v)と定める. これは, well–defined である. 実際, v = v′ とすると,

v− v′ ∈ Ker(f)なので, f(v)− f(v′) = o となり, f(v) = f(v′)であり, 代表元の選び方によらず値が定まっ
ている.

商空間の和とスカラー倍の定義から, f が線形写像であることは, 明らかである.

w ∈ Im(f)とすると, v ∈ V が存在して, f(v) = w となる. この時, f(v) = f(v) = w なので, f は全射で
ある.

f の単射性は, 問 4.16 3. より, Ker(f) = {o}を示せば良い. v ∈ Ker(f)とすると f(v) = oである. この
とき, f(v) = oとなり, v ∈ Ker(f)なので, v = oとなる. すなわち, Ker(f) = {o}となり, f は単射である.

以上により, 定理は示された.

系 4.1 f : V →W を線形写像とすると, dimV = dim f(V ) + dimKer(f)

証明. dim f(V ) = dim(V/Ker(f)), dimV/Ker(f) = dimV − dimKer(f)から従う.
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4.4 内積とノルム
この節では, Kは Rもしくは Cとする. ベクトルの大きさを考えるのであるが, (大きさという概念が備わっ
ている)Qを考えることは, この講義ではほとんどない.

内積
ベクトルの大きさを考えるのに最も理解しやすい方法は, 内積の性質を公理として定義して, それを導入す
ることである.

定義 4.16 K = Cまたは K = Rとし, V を K上のベクトル空間とする. u, v ∈ V に対して, (u,v) ∈ Kが
次を満たすとき, V 上の (Hermite)内積という.

1. 任意の v ∈ V に対して, (v, v)は非負の実数値で, (v, v) = 0が成立するのは, v = oの場合に限る.

2. (v,u) = (u,v)

3. (u, av) = a(u,v), a ∈ C
4. (u,v +w) = (u,v) + (u,w)

Hermite 内積が定義されているとき, ||v|| =
√
(v,v)を v のノルム (長さ)という.

ふたつのベクトル u, v は, (u,v) = 0のとき, 互いに直交するという.

命題 4.3 a ∈ Cに対して, (au,v) = a(u,v)

証明.

(au,v) = (v, au) = a(v,u) = a(v,u) = a(u,v)

注意 4.4 1. 数ベクトル空間の場合と同様, ベクトルのスカラー倍の値が, 一方がそのままで, もう一方が
複素共役で現れる. この, 複素共役を前の変数にするか, 後の変数にするかは, 両方の流儀が混在してい
る. この講義では, 線形代数の教科書に従ったが, そうでないことも多い.

2. V が実ベクトル空間の場合, 内積の値も実数値になっている. この場合, 複素共役は現れない.

例 4.4 問 4.5の記号を用いる. 次は内積を定める.

1. 数ベクトル空間の内積.

2. Mm,n(C)(m× n複素行列全体)を考えた時, A, B ∈Mm,n(C)に対して, (A,B) = tr(tAB)

3. V = ℓ2 とする. u = (ai), v = (bi) ∈ ℓ2 に対して, (u, v) =

∞∑
i=1

aibi

4. V = C[X], V = C0([a, b])の時, (f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

問 4.20 1. 上の例 2. が内積になることを示せ.

2. 上の例 3. が内積を定めること, すなわち, (ai), (bi) ∈ ℓ2 なら,

∞∑
i=1

aibi <∞を示せ.

3. 上の例 4. が内積になることを示せ.

問 1.9の性質は, 抽象的なベクトル空間の内積でも成立する. 実際, 問 1.9の証明には, 内積の具体的な表示
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は不要で, 内積の定義に現れた式だけで可能だからである. 改めて, 問 1.9 の内容を定理として述べておく.

定理 4.5 次が成立する.

1. (v,w) =
1

2
(|v +w|2 − |v|2 − |w2|) + i

2
(|v − iw|2 − |v|2 − |w|2)

特に, K = Rなら, (v,w) =
1

2
(|v +w|2 − |v|2 − |w2|)

2. |(v,w)| ≦ |v||w| (Cauchy–Schwarz の不等式)

3. ||v| − |w|| ≦ |v +w| ≦ |v|+ |w| (3角不等式)

定義 4.17 {vi}が内積を持つベクトル空間の正規直交基底 (orthonormal basis)であるとは, 次が成立するこ
とを言う.

1. {vi}は V の基底である.

2. (vi, vj) = δij

Kn(K = R,C)の標準基底は, 標準内積に対して正規直交基底である.

注意 4.5 正規直交基底という概念は, 次元によらず上のように定義できるが, 無限次元でこれが現れることは
ほぼ無い. 実際, ℓ2 = {(ai)i=1,2,..., |

∞∑
i=1

|ai|2 <∞ } において, ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . .)(i番目だけ 1)とする

と, 例 4.4 の内積で, (ei, ej) = δij である. しかし, {ei}は基底にならない. 実際 (1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .) ∈ ℓ2 で

あるが, これを ei の (有限個の)線形結合で書くことはできない.

Gram–Schmidtの直交化
上の注意にもあるように, 無限次元で基底を考えるのは難しいので, 有限次元に話を限る.

V の基底 {v1, . . . , vn}が与えられた時, これから正規直交基底を作り出す組織的な方法が Gram–Schmidt

の直交化と呼ばれるものである. アルゴリズムとしては, 次の帰納的な方法である.

1. u1 =
v1

|v1|
=

v1√
(v1,v1)

とする.

2. {v1, . . . , vk}から正規直交基底 {u1, . . . ,uk}を作ったとき,

v′
k+1 = vk+1 − (vk+1,u1)u1 − · · · − (vk+1,uk)uk

と置くと, v′
k+1 6= o, (v′

k+1,ui) = 0, (i = 1, . . . , k) が成立するので,

uk+1 =
v′
k+1

|v′
k+1|

=
v′
k+1√

(v′
k+1,v

′
k+1)

とする.

問 4.21 P2(C) = {ax2 + bx+ c | a, b, c ∈ C}を複素数係数の 3次以下の多項式がなす C上のベクトル空間
とする. P2(C)の基底 {1, x, x2}を次の内積に対して Gram–Schmidt の直交化を施せ.
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1. (f, g) =

∫ 1

−1

f(x)g(x)dx (結果は, Legendre(ルジャンドル)の多項式の定数倍)

2. (f, g) =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)e−x2

dx (Hermite の多項式の定数倍)

注意 4.6 上の問 4.21の様に, 多項式の空間に様々な内積を定義することができる (多くは積分を利用して).

その際に直交する多項式の列を得るが, これらは直交多項式系と呼ばれ, 様々な応用がある.

定義 4.18 V , W を内積を持つベクトル空間とし, f : V → W を線形写像とする. 任意の u, v ∈ V に対し
て, (f(u), f(v)) = (u,v) が成立するとき, 等長線形写像という. さらに, f が全単射なら, 等長同型という.

内積を持つ n次元ベクトル空間 V に正規直交基底 {v1, . . . , vn} を定めると, v ∈ V の基底に対する座標を
v = x1v1 + · · ·+ xnvn とすると, 対応

V 3 v 7→

x1...
xn

 ∈ Kn

は, V から標準内積を入れた Kn への等長写像を定める.

f : V → W が等長線形写像なら, v ∈ V に対して |f(u)| = |u|が成立する. これが等長という言葉の由来
である. ただし, 任意の uに対して |f(u)| = |u| (等長という文字からするとこちらを定義にしたい)が成立す
るとき, 写像 f が等長線形写像になるかということに関しては, 実ベクトル空間では成立するが,複素ベクトル
空間では反例がある.

問 4.22 1. 等長線型写像は単射であることを示せ.

2. Cn に自然な内積を入れて, f : Cn → Cn を写像とする. |f(u)| = |u| が任意の u ∈ Cn について成立
するが, 線形写像ではないものの例を与えよ.

定義 4.19（直交補空間） V を内積 ( , )を持つベクトル空間とし, W を部分空間とする. このとき,

W⊥ = {v ∈ V | (w,v) = 0, ∀w ∈W}

をW の直交補空間という.

次の命題の証明は, 数ベクトル空間と全く同じである.

命題 4.4 V が有限次元ベクトル空間で, W ⊂ V を部分空間とすると, V =W ⊕W⊥.

注意 4.7 上で, 有限次元という仮定は重要である. 無限次元では, 上は成り立たない. 実際, V = ℓ2 として,

ei ∈ ℓ2, i = 1, 2, . . .を注意 4.5の元とし, W =< {ei}i=1, 2,... >とする. このときW⊥ = {o}となる. しか
し, 注意 4.5のように, W 6= ℓ2 である.

問 4.23 命題 4.4 の証明を書け.

上のように無限次元では, 代数的な議論 (有限和だけで収束を考えない議論) では, うまくいかない事が多く,

収束の概念を定義して無限和も考える事が多い.
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対称変換, Hermite 変換, ユニタリ変換, 直交変換

定義 4.20 V を内積 ( , )を持つベクトル空間とし, T : V → V を V の線形変換とする.

1. 任意の u, v ∈ V に対して, (T ∗u,v) = (u, Tv) が成立するとき, 写像 T ∗ : V → V を T の随伴
(adjoint)という.

2. V が実ベクトル空間で, (Tu,v) = (u, Tv)が任意の u, v ∈ V について成立するとき, T を対称変換と
いう.

3. V が実ベクトル空間で, (Tu, Tv) = (u,v)が任意の u, v ∈ V について成立するとき, T を直交変換と
いう.

4. V が複素ベクトル空間で, (Tu,v) = (u, Tv) が任意の u, v ∈ V について成立するとき, T を　
Hermite変換 (あるいは, 自己共役, self-adjoint)という.

5. V が複素ベクトル空間で, (Tu, Tv) = (u,v)が任意の u, v ∈ V について成立するとき, T をユニタリ
変換という.

問 4.24 T の随伴 T ∗ は線形写像になる事を示せ.

問 4.25 複素係数の多項式全体のなすベクトル空間 C[x] = {anxn + · · · + a1x + a0 | ai ∈ C} に内積を
(f, g) =

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)e−x2

dx, f, g ∈ C[x]で定義するとき, T (f) = f ′′ − 2xf ′ は Hermite 変換になること
を示せ.

上の定義の言葉遣いは, 有限次元ベクトル空間のときに用いられる言葉であるが, 無限次元の場合, 変換では
なく「作用素 (operator)」という言葉が用いられる.

ノルム
上で述べたように, 内積を持てば長さを決めることができるが, 内積が自然に定義できないベクトル空間で
も長さを考えたいことがある. 「ベクトルの長さ」を公理化したものが, これから定義するノルム (norm)で
ある.

定義 4.21 Kを Rまたは Cとする. V を K上のベクトル空間とし, V から Rへの写像 v 7→ ||v||が次の性質
を満たすとき, ノルム (norm)という.

1. ||v|| ≧ 0で, ||v|| = 0となるのは, v = oのときに限る.

2. a ∈ K, v ∈ V に対して, ||av|| = |a| ||v||.
3. v, w ∈ V に対して, ||v +w|| ≦ ||v||+ ||w|| (3角不等式).

注意 4.8 ||v|| ≧ 0は他の公理から導出できる. 実際, 次を見れば良い.

0 = ||o|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣12v − 1

2
v

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≦ ∣∣∣∣∣∣∣∣12v
∣∣∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣∣∣−1

2
v

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

2
||v||+ 1

2
||v|| = ||v||

しかし, ノルムの正値性を強調する意味で, 通常は公理に書かれる.

内積が定義された空間では, 内積から定まるベクトルの大きさ (長さ)はノルムの公理を満たす. K = Rの
とき, 内積から決まるノルムの事を, ユークリッドノルムと言う. しかし, そのような空間でも別のノルムを考
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えることもある. さらに, 内積が定義されていなくとも, ノルムが定義できる空間もある.

問 4.26（ノルムの例） 問 4.5の記号を用いる. 次は, 与えられた空間のノルムである事を示せ.

1. V = Kn 3 x = (xi)に対して, ||x||1 = |x1|+ · · ·+ |xn|
2. V = Kn 3 x = (xi)に対して, ||x||∞ = max

i
{|xi|}

3. (行列の作用素ノルム) V = Mm,n(K) 3 Aに対して, ||A|| = sup
x∈Rn, |x|=1

|Ax|. ここで, |x|, |Ax|はそ
れぞれ, Kn, Km 内積から定まるノルム (K = Rまたは C).

4. ℓ∞ 3 v = (ai)に対して, ||v||∞ = sup
i

|ai|

5. ℓ1 3 v = (ai)に対して, ||v||1 =
∑
i

|ai|

6. L∞([a, b]) 3 f に対して, ||f ||∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

V にノルム || ||が定義されると, v, w ∈ V に対して, d(v,w) = ||v −w||とおくと, dは V に距離を定め,

V は距離空間になる (幾何序論で距離空間は講義されると思う). これにより,「ベクトル列の収束」などが定
義され, 解析学に応用される. これについては, この講義の範疇を超えるので, これ以上は述べない.

注意 4.9 符号理論で現れる有限体上のベクトル空間においても, 内積や距離の概念が定義され, 誤り訂正符号
等に応用される. 但し, それらは, これまでの定義とは微妙にずれた定義になる.

5 多重線形写像
Kを可換体とし, V1, . . . , Vn, W をK 上のベクトル空間とする.

定義 5.1 f : V1×· · ·×Vn →W が n重線形であるとは, 各変数について線形写像になる事を言う. すなわち,

f(v1, . . . , avi, . . . , vn) = af(v1, . . . , vi, . . . , vn)

f(v1, . . . , vi + v′
i, . . . , vn) = f(v1, . . . , vi, . . . , vn) + f(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn)

が任意の a ∈ K, i = 1, . . . , n, vi, v
′
i ∈ Vi について成立する写像である.

n重線形写像全体の集合は, 自然な和とスカラー倍で K上のベクトル空間になる. これは, テンソル積と呼
ばれる空間で, 上の写像全体の集合は, V ∗

1 ⊗ · · · ⊗ V ∗
n ⊗W と書かれる空間と同一視できる. テンソル積につ

いては, (時間があれば)後期の講義で述べる. ここでは, これまでの線形代数学とこの講義で現れた多重線形
写像について述べる.

以下では, V1 = · · · = Vn = V で, W = Kの場合のみを考える. このような写像は「形式」と呼ばれる.

定義 5.2 m重線形写像 V × · · · × V → Kを V の m形式と言う事にする. Tm(V ∗)を V 上の m形式全体
のなすベクトル空間とする. Tm(V ∗)の零ベクトル (零写像)は, 数字の 0を用いる事にする. f を m形式と
し, σ を {1, . . . ,m}の置換とする.

1. 任意の置換に対して, f(vσ(1),vσ(2), . . . , vσ(m)) = f(v1,v2, . . . , vm) が成立するとき, f を対称形式と
言う. Sm(V ∗)を V 上の対称m形式全体の成すベクトル空間とする.
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2. 任意の置換に対して, f(vσ(1),vσ(2), . . . , vσ(m)) = sgn(σ)f(v1,v2, . . . , vm) が成立するとき, f を交代
形式と言う. Am(V ∗)を V 上の交代m形式全体の成すベクトル空間とする.

注意 5.1 1. ここまでの定義で, V ∗ という記号が出てくるが, 下に述べる双対空間の意味である. 対称形
式, 交代形式は, それぞれ双対空間 V ∗ の対称テンソル, 交代テンソルというものの定義であると考えて
も良い.

2. 対称形式全体, 交代形式全体は, それぞれに積を定義することができ, それぞれ, 対称代数, 外積代数と
呼ばれるものになる. 対称代数は, V 上の多項式函数全体と同じものになる.

問 5.1 交代形式では, 異なる場所に同じベクトルを代入すると値は 0 となる. すなわち, f を交代形式とす
ると,

f(v1, . . .w, . . .w, . . . , vm) = 0

が成立する事を示せ.

5.1 双対空間
もっとも易しい形式は, m = 1の場合である.

定義 5.3 V ∗ = {f : V → K | f は線形写像 } = T 1(V ∗) を V の双対 (そうつい)*4 空間 (dual space)と言う.

定理 5.1 V を n次元ベクトル空間とし, {e1, . . . , en}を V の基底とする. fi ∈ V ∗ を

fi

(
n∑

k=1

xkek

)
= xi

で定めると, {f1, . . . , fn}は V ∗ の基底になる. 特に dimV ∗ = nである.

証明. まず, f1, . . . , fn が一次独立である事を示す.

a1f1 + · · ·+ anfn = o, ai ∈ K

とする. ここで, V ∗ の零ベクトルは零写像, すなわち, o(v) = 0, ∀v ∈ V となる元であることに注意する.

j = 1, . . . , nに対して, 両辺に ej を代入すると, aj = 0を得るので, f1, . . . , fn は一次独立である.

f ∈ V ∗ とし, f(ei) = ai とする. v =

n∑
i=1

xiei とすると, f の線形性から,

f(v) = f

(
n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xif(ei) =

n∑
i=1

xiai =

n∑
i=1

aifi

 n∑
j=1

xjej

 =

n∑
i=1

aifi(v)

を得る. 上の式は, f =

n∑
i=1

aifi を表しているので, {f1, . . . , fn}は V ∗ を生成する.

定理 5.2（有限次元ベクトル空間の双対性） V を有限次元ベクトル空間とするとき, ベクトル空間の自然な
同型 V ∗∗ ∼= V が存在する.

*4 そうたいという読みも間違いではないと思うが, 数学の世界では, そうついと読むのが通常.
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証明. φ : V → V ∗∗ を

φ(v)(f) = f(v), v ∈ V, f ∈ V ∗

で定義する. v ∈ Ker(φ)とすると, f(v) = 0が任意の f ∈ V ∗ について成立する. とくに, V ∗ の基底につい
てこの式が成立するので, v = oとなり φは単射である. 上の定理 5.1より, dimV = dimV ∗ なので, φは同
型写像になる.

上の 2つの定理において, V が有限次元であるということは本質的である (次の問). また, 双対性の証明に
おいて, ベクトル空間の同型写像が, 双対空間の定義だけから定まっていることにも注意する. このように, 定
義だけから定まる性質のことを「自然な」という形容詞をつけることがある. 双対性の証明に現れる同型写像
φは,「自然な同型写像」と言われる.

問 5.2 {Vi}i∈I をベクトル空間の族とするとき,

(⊕
i∈I

Vi

)∗

∼=
∏
i∈I

V ∗
i が成立することを示せ.

問 5.3 V を n 次元ベクトル空間, V ∗ をその双対空間とする. e1, . . . , en を V の基底, f1, . . . , fn をその
双対基底とする. e′1, . . . , e

′
n を別の V の基底, f ′

1, . . . , f
′
n それに対応する双対基底とし, e′k =

n∑
i=1

pkiei,

P = (pki)を基底の変換行列とする. このとき, f ′
k =

n∑
i=1

qkifi, Q = (qki)を V ∗ での基底の変換行列とする

とき, Q = tP−1 が成立する事を示せ. (この Qの事を P の反傾 (contragradient)という.)

V の部分空間W ⊂ V に対して,

WT = {f ∈ V ∗ | f(w) = 0, ∀w ∈W }

と定義する. これは, V ∗ の部分空間になる. WT をW の零化空間という.

問 5.4 WT が部分空間になる事を示せ.

定理 5.3 V を有限次元とする. 次が成立する.

1. dimWT = dimV − dimW

2. 定理 5.2 を用いて V ∗∗ = V と見たとき, (WT )T =W

3. 自然な同型, W ∗ ∼= V ∗/WT , (V/W )∗ ∼=WT が存在する.

証明. 1. dimV = n, dimW = r とする. e1, . . . , er をW の基底とし, これを拡張してできる V の基底を
e1, . . . , er, er+1, . . . , en とし, これに対応する V ∗ の双対基底を f1, . . . , fn とする. f =

n∑
i=1

cifi ∈ V ∗ に対

して， f ∈WT であることと, f(ei) = ci = 0, i = 1, . . . , r が成立することは同値になる. よって,

WT =

{
n∑

i=r+1

cifi | ci ∈ K

}

となり, fr+1, . . . , fn がWT の基底になる.　特に, dimWT = n− r = dimV − dimW となる.

2. 　定義から, (WT )T = {x ∈ V | f(x) = 0, ∀f ∈WT }である. WT の定義と上の式から, W ⊂ (WT )T

が直ちにわかる. 一方, 1. を利用すると, dim(WT )T = dimV − dimWT = dimV − (dimV − dimW ) =

dimW となるので, (WT )T =W である.
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3. φ : V ∗ → W ∗ を f ∈ V ∗ に対して φ(f) = f|W (f をW に制限した写像)とする. 1. の証明で用いた双
対基底を利用すると, W ∗ =< f1, . . . , fr >なので, φは全射である. Ker(φ) = WT であることも定義から直
ちに従うので, 準同型定理 (定理 4.4)より, V ∗/WT ∼=W ∗.

ψ : WT → (V/W )∗ を ψ(f)(v) = f(v), f ∈ WT , v ∈ V/W で定める. V/W で v = v′ が成立すると,

v − v′ ∈W となるが, f ∈WT なので, f(v − v′) = 0となり, f(v) = f(v′)だから, ψ(f)は V/W 上の関数
として well-defined である. ψ(f)が V/W 上の線形写像になること, および ψ が線形写像になることは明ら
か. ψ(f) = 0とすると, f(v) = 0が全ての v ∈ V について成立するので, f = 0となり, Ker(ψ) = {0}とな
るので, ψ は単射である. dim(V/W )∗ = dimV/W = dimV − dimW = dimWT が成立するので, ψ は線形
同型写像である.

5.2 行列式
n× n行列を列ベクトルの並びで表す. A = (a1 · · · an). このとき, detAを Kn の n個のベクトルの写像

det(a1, . . . ,an) と思うと, これは, 交代形式 V × · · · × V → Kである. すなわち, det ∈ An((Kn)∗)と考える
ことができる.

定理 5.4 f ∈ An((Kn)∗)とすると, 定数 C ∈ Kが存在して, f = C det (i.e. 行列式の定数倍)である.

証明. {e1, . . . , en} を Kn の標準基底とし, ai =

n∑
j=1

ajiei, i = 1, . . . , n とする. f ∈ An(Kn) とし,

C = f(e1, . . . , en)とする. このとき,

f(a1, . . . ,an) = f

(
n∑

i1=1

ai1 1ei1 , . . . ,

n∑
in=1

ain nein

)
=

n∑
i1,...,in=1

ai1 1ai2 2 · · · ain nf(ei1 , . . . , ein)

ここで, ei1 , . . . , ein に同じ元があれば, f(ei1 , . . . , ein) = 0 (問 5.1) なので, 上の和は, i1, . . . , in が 1, . . . n

の置換の場合だけが現れる. σ =

(
1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

)
を置換とすると, f の交代性から f(ei1 , . . . , ein) =

sgn(σ)C となり,

f(a1, . . . ,an) = C
∑
σ

sgn(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n = C det(a1 · · · an)

を得る.

上の定理は, dimV = nとすると, dimAn(V ∗) = 1である事を示している.

問 5.5 dimV = nとする. V の基礎体 Kの標数が 0のとき (4.1節を参照), 次を示せ.

1. dimTm(V ∗) = nm

2. dimAm(V ∗) =

(
n

m

)
=
n(n− 1) · · · (n−m+ 1)

m!

3. dimSm(V ∗) =

(
n+m− 1

n− 1

)
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5.3 双線形形式
m = 2 のとき, 2 形式は双線形形式と呼ばれる. 多重線形形式を扱う場合, 基礎体 K の性質が問題になる

(m ≧ 2の場合).

双線形形式では　 charK = 2の体 (例えば Z/2Z)は, 少し特別扱いしなければならない. この場合, −1 = 1

が成立し対称形式と交代形式の区別ができなくなる. ここでは, この事に注意しながら, 双線形形式と 2次形
式について解説する. 以下, ベクトル空間 V は有限次元とし, その次元を nとする.

T 2(V ∗)を V 上の双線形形式 (2形式)全体のなす集合とする. B ∈ T 2(V ∗)とする.

{e1, . . . , en}を V の基底とする. bij = B(ei, ej)とし, n× n行列MB をMB = (bij)で定義する. MB を

双線形形式 B の基底 {e1, . . . , en}に対する行列表示という. この基底を用いて, x =

n∑
i=1

xiei, y =

n∑
i=1

yiei

と座標を導入すると, 双線形形式は, 次のように行列の積で書ける.

B(x,y) =

n∑
i,j=1

bijxiyj =
txMBy, x =

x1...
xn

 , y =

y1...
yn


V の別の基底 {e′1, . . . , e′n}に対して, B(e′i, e

′
j) = βij とする. 基底変換が e′i =

n∑
i=1

pjiej であるとすると,

βij = B(

n∑
i=1

pkiek,

n∑
l=1

pljel) =

n∑
k,l=1

pkibklplj

を得る. P = (pij)とすれば, 上を行列表示すると (βij) =
tPMBP となる. これが座標変換に対する行列表示

の変換規則である. 特に, detP 6= 0なので, detMB が 0 であるか否かは基底の選び方によらない.

双線形形式 B に対して, 次の 2つの線形写像が定義される.

lB : V → V ∗, lB(x)(y) = B(x,y),

rB : V → V ∗, rB(x)(y) = B(y,x), x, y ∈ V

定理 5.5 上の記号のもとで, 次は同値である.

1. detMB 6= 0

2. lB は線形同型である.

3. rB は線形同型である.

4. 任意の x ∈ V に対して, y ∈ V が存在して B(x,y) 6= 0

5. 任意の x ∈ V に対して, y ∈ V が存在して B(y,x) 6= 0

証明. MB の定義に用いた V の基底を e1, . . . , en とし, この基底を用いて, V とKn を同一視する. detMB =

0 である事と, x ∈ Kn で x 6= o かつ MBx = o となるものが存在する事は, 同値になる. 座標を用いた
表示で, B(y,x) = tyMBx だから, これは Ker(rB) 6= {o} と同値であり, 5. の否定命題とも同値である.

dimV = dimV ∗ を利用すると, これは, rB が同型でないことと同値である. 対偶を考えると, 1., 3., 5の同値
性が成立する. 1., 2., 4., の同値性も同様に示される.
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定義 5.4 定理 5.5のどれかが成立する時, B ∈ T 2(V ∗)は非退化 (nondegenerate) であるという. そうでな
いとき退化 (degenerate)しているという.

次の定理は, 行列表示 MB を考えると, 問 2.1 1. の別表現でもある.

定理 5.6 2 6= 0とすると, B ∈ T 2(V ∗)に対して, 対称形式 S と交代形式 Aが一意的に存在して, B = S +A

となる. 特に 2 6= 0のとき, ベクトル空間として, T 2(V ∗) = S2(V ∗)⊕A2(V ∗).

証明. 2 6= 0を仮定しているので, x, y ∈ V に対して次が成立する.

B(x,y) =
B(x,y) +B(y,x)

2
+
B(x,y)−B(y,x)

2
.

ここで, S(x,y) =
B(x,y) +B(y,x)

2
, A(x,y) =

B(x,y)−B(y,x)

2
とおくと, S は対称形式, Aは交代形

式である.

S, S′ を対称形式, A, A′ を交代形式として,

B = S +A = S′ +A′

と 2 通りに書けたとすると, S − S′ = A′ − A が成立する. このとき, 左辺は対称形式, 右辺は交代形式で,

2 6= 0なので両辺は 0となり, S = S′, A = A′ が成立する.

2 = 0のときは, 素朴な定義では, S2(V ∗) = A2(V ∗)となるので, 上のような直和分解はできない. 実際に
は, 2 = 0のときは交代形式の定義が少し変更される. ただし, この特別な変更を行なっても, 上のような直和
分解は無い.

定義 5.5 B をベクトル空間 V 上の双線形形式とする.

1. 任意の x, y ∈ V に対して,

B(x,y) = 0 ⇐⇒ B(y,x) = 0

が成立するとき, 反射的であるという.

2. B を反射的な双線形形式とするとき, B(x,y) = 0 が成立する x, y ∈ V は互いに直交するという.

問 5.6 V =Mn(K)を Kを成分とする n次正方行列全体のなすベクトル空間とする.

1. B(A,B) = tr(AB), A, B ∈ V は双線形形式になることを示せ.

2. 上の B は非退化であることを示せ.

3. n ≧ 2のとき B は反射的であるか否かを判定せよ.

対称双線形形式, 交代双線形形式はともに反射的である. 「直交する」という言葉遣いは, R上の内積で現れ
る言葉遣いの流用であるが, 角度が定義されているわけではない. 反射的でない場合も,「直交する」と言う言
葉遣いをしても良いのだが, 「互いに」と言う言葉が無効になるので, そのような事を考える事は少ない.

以下, 反射的な双線形形式に話を限る. B をベクトル空間 V 上の反射的な双線形形式とし, W を V の部分
空間とする.

W o = {x ∈ V | B(x,y) = 0, ∀y ∈W }
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と置く. すなわち全てのW の元と直交するベクトル全体のなす集合である. W は V の部分空間となること
が直ちにわかる. W o をW の直交部分空間という. とくに, V の直交部分空間

V o = {x ∈ V | B(x,y) = 0, ∀y ∈ V }

を B の根基という.

問 5.7 W o が部分空間になることを示せ.

命題 5.1 B をベクトル空間 V の反射的な双線形形式とし, V o を B の根基とする. B が非退化であるための
必要十分条件は V o = {o}である.

証明. V o の定義と B の反射性から,

V o = Ker(lB) = Ker(rB)

が成立する. 従って非退化の定義より, 命題が成立する.

命題 5.2 B をベクトル空間 V の反射的な双線形形式とし, V o を B の根基とする. このとき, x,y ∈ V/V o,

x, y ∈ V に対して B̃(x,y) = B(x,y)とすると, B̃ は V/V o 上の非退化な反射的双線形形式を定義する.

証明. B̃ が well-defined であることは, 問とする. x ∈ V として, B̃(x,y) = 0が任意の y ∈ V/V o に対して
成立するとする. このとき, B̃ の定義から B(x,y) = 0が任意の y ∈ V について成立するから, x ∈ V o とな
り, x = oとなって B̃ は V/V o 上非退化になる.

問 5.8 上の B̃ が well-defined であることを示せ.

定理 5.7 B ∈ T 2(V ∗)が反射的なら, B は交代形式もしくは対称形式になる.

上の定理の証明の前に, 次の補題を示す.

補題 5.1 V を有限次元ベクトル空間, f, g ∈ V ∗ を 0でない二つの元とする. Ker(f) = Ker(g)となる必要
十分条件は, a ∈ K, a 6= 0が存在して, g = af である.

証明. a 6= 0 に対して, g = af なら, Ker(f) = Ker(g) は明らかである. Ker(f) = Ker(g) とする. f , g は
共に 0 ではないので, dimKer(f) = n − 1である (c.f. 定理 5.3, 1.). eを Ker(f)の補空間の基底とすると,

f(e) = α, g(e) = β とすると, α 6= 0 かつ β 6= 0 である. a =
β

α
とおく. 任意の x ∈ V は x = ke + w,

k ∈ K, w ∈ Ker(f)と書け, g(x) = kβ = k
β

α
α = af(x) となるので, 証明を得る.

定理 5.7 の証明. まず, B が非退化であると仮定する. このとき, 定理 5.5 より, rB , lB は線形同型
写像になることに注意する. x, y ∈ V に対して, B(x,y) = 0 ⇔ B(y,x) = 0 が成立することから,

Ker(rB(x)) = Ker(lB(x)) が x ∈ V について成立する. 上の補題から, ある a(x) ∈ K が存在して,

rB(x) = a(x)lB(x)となる. この時, 任意の λ ∈ Kに対して,

rB(λx) = a(λx)lB(λx) = λa(λx)lB(x)

= λrB(x) = λa(x)lB(x)

が成立する. rB , lB の単射性より, x 6= oなら, rB(x) 6= 0, lB(x) 6= 0 なので, a(λx) = a(x)が成立する.
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同様に, x, y ∈ V を一次独立なベクトルとすると,

rB(x+ y) = a(x+ y)lB(x+ y) = a(x+ y) (lB(x) + lB(y))

= rB(x) + rB(y) = a(x)lB(x) + a(y)lB(y)

となるので,

(a(x+ y)− a(x))lB(x) + (a(x+ y)− a(y))lB(y) = 0

を得る. lB が同型であることと, x, y の一次独立性から, lB(x), lB(y) は一次独立になるので,

a(x) = a(x+ y) = a(y)

を得る. これらのことから, a(x) は V の元 x によらない定数であることがわかる. すなわち, rB = klB ,

k ∈ K. このとき,

B(x,y) = rB(y)(x) = klB(y)(x) = kB(y,x)

が成立するから, B の値は変数の入れ替えで, k 倍される. もう一度入れ替えると, B(x,y) = k2B(x,y)とな
る. B(x,y) 6= 0となる x, y を選ぶと k2 = 1を得るので, k = ±1となり, B は対称形式か交代形式になる.

B が退化する場合, V o の補空間 V ′ をひとつ取る. V ′ ∩ V o = {o}なので, B の V ′ への制限は非退化な反
射的双線形形式になる. よって上の議論から, 任意の x′, y′ ∈ V ′ に対して, B(x′,y′) = εB(y′,x′) (ε = ±1)

が成立する. x, y ∈ V は, x = x′ + u, y = y′ + v, u, v ∈ V o となるので,

B(x,y) = B(x′ + u,y′ + v) = B(x′,y′) = εB(y′,x′) = εB(y,x)

となり, B は対称形式または交代形式である.

反射的でない双線形形式で, 数学的に重要であるものは, あまり知られてないと思われる*5. 以下では, 反射
的な双線形形式とそれに関連する 2次形式の定義を紹介して, この講義を締め括ることにする.

交代双線形形式
2 = 0, すなわち −1 = 1となる体では, 定理 5.6が成立しない. このような体に対しても統一的に交代双線
形形式を定義するのだが, そのためには, 次の事を反映させる.

命題 5.3 Kを 2 6= 0となる体とし, V を K上のベクトル空間, B を V の双線形形式とする. このとき, B が
交代形式であるための必要十分条件は, 任意の x ∈ V に対して, B(x,x) = 0 となることである.

証明. B が交代双線形形式なら, 変数の入れ替えを利用すると, B(x,x) = −B(x,x)なので, 2B(x,x) = 0と
なり, 2 6= 0なので, B(x,x) = 0である.

逆に, 任意の x ∈ V に対して, B(x,x) = 0とすると, x, y ∈ V に対して,

0 = B(x+ y,x+ y) = B(x,x) +B(x,y) +B(y,x) +B(y,y) = B(x,y) +B(y,x)

となり, B(y,x) = −B(x,y).

*5 少なくとも, 私は知らない. ただし, 今後反射的でない双線形形式で重要な対象が現れるかもしれない.
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定義 5.6 V をベクトル空間とする. 双線形形式 B が任意の x ∈ V に対して B(x,x) = 0とき, V 上の交代
双線形形式であるという.

2 6= 0なら上の命題で見たように, この定義は, 素朴な交代形式の定義と一致する. 2 = 0の場合, −1 = 1な
ので上の命題の証明から, 交代形式は対称形式になる. しかしこの場合, 対称形式が交代形式になるとは限らな
い. 例えば, dimV = 1のとき, 交代形式は 0のみとなるが, 対称形式は 0でないものが存在する. すなわち,

2 = 0の場合, 交代形式は対称形式の部分集合となる.

問 5.9 dimV = 1なら, 交代形式は 0だけであることを示せ.

非退化な交代形式に対しては, 次が成立するが, 証明は省略する (それほど難しいわけではない).

定理 5.8 1. V 6= {o}とするとき, 非退化な交代形式が存在するための必要十分条件は, dimV が偶数で
あることである.

2. dimV = 2n, n > 0 として, A を V 上の非退化な交代形式とする. このとき, V 上の基底
{p1, . . . ,pn, q1, . . . , qn}で,

A(pi, qj) = 0, A(pi, qj) = δij

を満たすものが存在する.

上の定理は, 偶数次元のベクトル空間には, 非退化な交代形式が本質的に一通りだけ存在することを述べて
いる. 定理 5.8, 2. の基底は, シンプレクティック (symplectic)基底, あるいは斜交基底と言う*6. この基底に

対する Aの行列表示は,

(
On En

−En On

)
で与えられる.

対称双線形形式と 2次形式
2 = 0の場合も込めて統一的な議論をするには, 対称双線形形式より 2次形式の方が, 現状では自然な対象
である事が分かっている (例えば, 有限単純群の分類に現れる Chevalley(シュバレー)群の理論.). 対称双線形
形式はすでに定義されているので, 2次形式の定義を与える. 下の定義では, 2 = 0の場合も含まれる.

定義 5.7 V をベクトル空間とするとき, Q : V → Kが V 上の 2次形式であるとは, 次を満たす事を言う.

1. Q(ax) = a2Q(x), a ∈ K, x ∈ V

2. BQ(x,y) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)は, V 上の対称双線形形式になる.

2 6= 0とする. このとき, 2次形式 Qに対して, Q(x) =
1

2
BQ(x,x)が成立する. 逆に, 対称双線形形式 B に

対して, QB(x) =
1

2
B(x,x) とおくと, これは 2次形式になり, BQB

= B が成立する. すなわち, 2 6= 0なら,

対称双線形形式と 2次形式は, 1対 1に対応する. また, この対応を通じて, 対称双線形形式と 2次形式を同一
視する. この場合, 対称双線形形式の方が扱いやすく, それを調べることで 2次形式の性質を理解することが
できる.

2 = 0 が成立するとき, 上のような 2次形式と双線形形式の対応はうまくいかない. BQ(x,x) = 0 が常に
成立するので, 対応する双線形形式は交代形式になる. また, 最も簡単な dimV = 1 のときの Q(x) = ax2,

*6 物理系の書物では, 正準基底 (canonical base)と書いてあるかも知れない
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(a 6= 0)を与える双線形形式は, B(x, y) = axy と考えるのが自然であるが, それを Qだけからうまく取り出
す方法が無い. 2 = 0の場合も, 対称双線形形式の扱いやすいのであるが, 2次形式の方が良い性質を持つこと
が知られている.

2次形式, あるいは対称双線形形式の分類は, 交代形式の分類 (定理 5.8)のように簡単な結果にはならない.

Sylvester の慣性則 (定理 2.5)は K = Rのときの分類結果である. Sylvester の慣性則には, 2次形式 (あるい
は双線形形式)の分類には, ベクトル空間の次元だけでなく, Kの性質が必要であることが現れている. その性
質とは,「Kの中でどの程度平方根が取れるか?」というものである. 群論的には, 体の乗法群に対する剰余群
K×/(K×)2 (K× = K \ {0})の性質である. 2次形式 (対称双線形形式)の分類を詳しく述べるのは大変なので,

気になる人は, 例えば [7]を参照してください.
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