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パラメタ q ∈ C を持つ，生成元 g1, . . . , gn−1 と基本関係式

gigi+1gi = gi+1gigi+1 , 1 ≤ i ≤ n − 2,

gigj = gjgi , |i − j| ≥ 2,

(gi − 1)(gi + q) = 0 , 1 ≤ i ≤ n − 1

(1)

によって定義される結合代数 Hq(Sn) を岩堀・ヘッケ環という．Hq(Sn) は条件 q(1+ q) · · · (1+ q + · · ·+ qn−1) 6= 0

の下で対称群の群環 CSn と同型であり，従ってこのとき Hq(Sn) の表現論は本質的に対称群の表現論と同等となる

（以下では，この仮定をおく）．特に，その既約表現は箱が n 個のヤング図形によってパラメトライズされる．

ここで扱うのは，セルバーグ型積分に付随して決まるねじれホモロジー群の上での岩堀・ヘッケ環 Hq(Sn) の

既約表現の実現である．記号を用意しよう．z = (z1, . . . , zn) を C の異なる n 点の組とする．zj ∈ R であって
z1 < z2 < · · · < zn と並んでいるとしておく．Cm から超平面 ti − tj = 0（1 ≤ i < j ≤ m）および ti − zj = 0

（1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n）を取り除いたものを Tz とし，その上で定義される多価正則関数

u(t) =
∏

1≤i<j≤m

(ti − tj)g
∏

1≤i≤m

∏

1≤j≤n

(ti − zj)λj

を考え，u(z) が定める局所系を Lz とする．ここで指数 g, λ1, . . . , λn は条件
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を満たすとしておく．各 1 ≤ j1, j2, . . . , jm ≤ n に対して，u(t) を背負った回路 γj1 j2 ...jm(t; z) ∈ H lf
m (Tz,Lz) を

γj1 j2 ...jm(t; z) =



 zj1 zj2 zjm ∞

t1 t2
tm





⊗ u(t) ∈ H lf
m (Tz,Lz)

（ここで分岐を tσ(i) > tσ(j) のとき arg(tσ(i) − tσ(j)) = 0 かつ tσ(i) > zn のとき arg(tσ(i) − zσ(j)) = 0 で指定）に

よって定義し，それを添え字に関して対称化したものを

γ̃j1 j2 ...jm(z) =
∑

σ∈Sm

(γj1 j2 ...jm)(tσ(1), . . . , tσ(m); z) (2)

とする．添え字 j1, . . . , jm が全て相異なる場合には，γ̃j1 j2 ...jm(z) は {1, . . . , n} の部分集合 {j1 j2 . . . jm} を添え字
とする，と思うことも出来るので，その意味で γ̃{j1 j2 ...jm}(z) とも書くことにする．

これらの設定の下で，
Vm =

∑

1≤j1<···<jm≤n

C · γ̃{j1 j2 ...jm}(z) (3)

を考える．また q = e−π
√
−1g であるとする．Half Dehn twist と呼ばれる路 τi（1 ≤ i ≤ n − 1）



zi+1zizi−1 zi+2

によって路 γ̃{j1 j2 ...jm}(z) たちに変形を施すという作用を考えると，これに Hq(Sn) の生成元 gi を対応させること

で V の上に Hq(Sn) の表現が定義される．この表現 Vm が，ヤング図形 (n − m,m) に対応するHq(Sn) の既約表

現を与えている，というのが [1] の主結果であった．

その仕組みが次のようにして理解できる，というのが本講演の主題である．まず抽象的に Hq(Sn) の表現

Ψm =
⊕

1≤j1<···<jm≤n

C · ψ{j1,...,jn} (4)

を作っておき，E : Ψm−1 → Ψm を

E(ψ{j1 ··· jm−1}) =
∑

s∈{1,...,n}\{j1, ··· , jm−1}

qs−1−ℓ(s;{j1, ··· , jm−1})ψ{j1, ··· , jm−1}∪{s} (5)

で定めると，これは intertwiner を与える（ℓ(s; {j1, · · · , jm−1}) は加える s によって定まる “転倒数”）．また

θ : Ψm 3 ψ{j1,...,jm} 7→ γ̃{j1 j2 ...jm}(z) ∈ Vm もやはり intertwiner になっている．γ̃{j1 j2 ...jm}(z) たちの間にはいく

つかの一次関係式があるが，その情報はこれらの記号を用いると im E ⊂ ker θ と表現できる．

ここで Ψ =
⊕n

m=0 Ψm という 2n 次元の空間を考えると，Ψ には E を raising operator とするような Uq(sl2)

の表現を定義することが出来，各 Ψm はウェイト空間になる．この表現は岩堀・ヘッケ環 Hq(Sn) の作用と可換で

あって，ちょうどシューア・ワイルの相互律

Ψ ∼=
⊕

λ⊢n
ℓ(λ)≤2

Eλ
q £ Mλ

q (6)

を考えていることになる（Eλ
q ,Mλ

q はそれぞれ λ に対応する Uq(sl2) および Hq(Sn) の既約表現）．従って

M (n−m,m)
q

∼= Ψm/Ψm−1
∼= Ψm/E(Ψm−1) ∼= θ(Ψm)/θ(E(Ψm−1)) ∼= Vm (7)

となる．より一般に，深さが 3 以上のヤング図形に対応する既約表現の実現も，Uq(slk) と Hq(Sn) との間のシュー

ア・ワイルの相互律を実現する抽象的な表現をうまく経由することで構成することが出来る．
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