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L2(R) ⊗ C2 上の微分作用素
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を考える（α, β ∈ R はパラメタ，∂x := d
dx）．Q の定める常微分方程式系 Qu(x) = λu(x) のスペクトル問題を非

可換調和振動子と呼ぶ．パラメタが α > 0, β > 0, αβ > 1 を満たすとき，Q は離散固有値

(0 <)λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn ≤ · · · → ∞

のみを持つ自己共役作用素となる．以下，この仮定の下で考える．このとき，ディリクレ型の級数
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によって定義される関数 ζQ(s) を Q のスペクトルゼータ関数と呼ぶ．これは s = 1 で極を持つ以外有理型な関

数として全平面に解析接続される（[2]）．

ここで扱うのは，スペクトルゼータ関数の特殊値である．一ノ瀬・若山 [3] において，ζQ(2) および ζQ(3) の積

分表示が計算された．これらのうち，ζQ(2) については落合 [5]によって超幾何関数（あるいは完全楕円積分）を

用いた表示
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が得られていたが，ζQ(3) についても超幾何関数を用いた同様の結果が得られた．

Theorem 1 ([4, Theorem 1.1]).
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証明は，一ノ瀬・若山の積分表示を変形することで，漸化式

4n2J̃2(n) − (8n2 − 8n + 3)J̃2(n − 1) + 4(n − 1)2J̃2(n − 2) = 0 (n ≥ 2), (5)

4n2J̃3(n) − (8n2 − 8n + 3)J̃3(n − 1) + 4(n − 1)2J̃3(n − 2) =
2n(n − 1)!
(2n − 1)!!

(n ≥ 2), (6)
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で定義される有理数列 J̃k(n) (k = 2, 3) の一般項の具体的表示を求める問題に帰着する．J̃k(n) の母関数

w̃k(z) =
∑∞

n=0 J̃k(n)xn を考えると，これは合流型 Heun微分方程式
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（ここで DH := z(1 − z)2∂2
z + (1 − 3z)(1 − z)∂z + z − 3

4）を満たす．適当な変数変換で超幾何微分方程式に書き

替えられることから，原点でのベキ級数解を決定することで一般項が以下のように得られる：
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ここで現れた数列 J̃k(n) およびその漸化式は，Roger Apéry が ζ(3) =
∑∞

n=1 n−3 の無理数性を証明する際に

導入した（今日では Apéry数と呼ばれる）数列 An =
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およびその満たす漸化式

A0 = 1, A1 = 5, (n + 1)3An+1 − (34n3 + 51n2 + 27n + 5)An + n3An−1 = 0 (n ≥ 1), (11)

と非常に似ている．Apéry数は様々な合同関係式を満たすことが知られているが，J̃k(n) たちも Apéry数の場合

と同様の合同関係式を満たすことが示される．たとえば，Apéry数は

Ampn−1 ≡ Ampn−1−1 (mod pn) (12)

（p は素数，m,n は自然数）という合同関係式を満たすが（[1]），これの類似として次が得られた．

Theorem 2 ([4, Theorem 6.2]). 任意の奇素数 p および自然数 m,n に対して，

J̃2(mpn) ≡ J̃2(mpn−1) (mod pn) (13)

J̃3(pn)p3n ≡ J̃3(pn−1)p3(n−1) (mod pn) (14)

が成り立つ．
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