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1 はじめに

圏に対する特別なクラスの一つとして，ここでは順序圏と呼ばれるものを取り上げる．圏 K が順

序圏であるとは，大雑把に言えば，対象 Ob(K) が順序づけられていて，かつ Ob(K) が帰納的系，

射影的系の双方をなすような特別な射を備えたものである．この要請によって，表現について比較的

強いことが一般的に言える：順序圏においては，二つの対象 X, Y が Ob(K) の半順序で比較可能で

あるときに EndK(X), EndK(Y ) の表現の間に関連が付けられる（たとえば制限や埋め込みといった

“上げ下げ”の操作が出来るようになる）．このことが効いて，K の表現が EndK(X) の表現たちに

よって統制され，圏の表現論が半群の表現論に帰着される，という仕組みである．

この順序圏の概念は，無限次元群を圏によって捉えようという試みの中で定式化された [Ne]．無

限次元群は，それ自身を直接扱うよりもむしろ，それを部分群として含むようなより大きな半群を

考えて，それらのペアリングとして扱うのが自然であり，その群と半群のペアリングは，適当な圏

における自己同型群と自己準同型半群として与えられるだろう，という哲学がある（圏論的拡大の

原理 [Ne]）．この枠組みが機能するもっとも典型的なストーリーは，以下のようなものである（た

とえば全対称群Sω := {σ : Z>0 → Z>0 | σ は全単射 } は以下の話の流れに乗っている）．無限次元
群 G に対して，ある半群 Γ が存在して，それらの既約ユニタリ表現は（拡張と制限によって）一

対一に対応する．このペアリング (G,Γ) は，適当な圏 K およびある対象 Ω ∈ Ob(K) によって

G = AutK(Ω) ⊂ Γ = EndK(Ω) と実現される．このとき，半群 Γ の表現と圏 K の表現は一対一に

対応する．このようなシチュエーションに現れる圏の典型的なものとして抽象化されたのが順序圏で

ある．

本講演では，まず順序圏の表現についての基本的な事項を簡単に説明し，もっとも簡単な場合であ

る有限の場合について自己準同型半群の ‘正則表現’の分解について述べる．ひとつの応用として，特

に全順序圏の場合に，圏のラプラシアンと呼ばれる行列の正値性が得られることを紹介する．

2 順序圏

半順序集合 Σ の元 x, y に対して，x ≤ z かつ y ≤ z を満たす z ∈ Σ を x と y の上界，z ≤ x か

つ z ≤ y を満たす z ∈ Σ を x と y の下界という．半順序集合 Σ の勝手な二元が最小上界と最大下
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界を持つとき，Σ は束 (lattice)であるという．また，Σ の勝手な二元が比較可能なとき，Σ を全順

序集合 (totally ordered set)という．全順序集合は束である．

K を圏とする．K の対象の全体を Ob(K)，射の全体を MorK とする．二つの対象 X, Y ∈ Ob(K)

に対して，X から Y への射の全体を MorK(X, Y ) と書く．考えている圏が明らかなときには，下添

え字 K を省いてMor(X,Y ) とも書く．F ∈ MorK(X, Y ) であることを F : X → Y とも表す．

定義 2.1 (順序圏). K を圏とする．任意の二元が上界を持つような半順序集合 Σ が存在して，K の

対象が Σ によって添え字付けられているとせよ．これをOb(K) = {Xσ | σ ∈ Σ } と書くことにする．
各 α < β(α, β ∈ Σ) に対して，射 λβα : Xα → Xβ および µαβ : Xβ → Xα であって，条件

λγβλβα = λγα (α ≤ β ≤ γ) ,(2.1)

µαβµβγ = µαγ (α ≤ β ≤ γ) ,(2.2)

µαβλβα = 1α (α ≤ β) ,(2.3)

を満たすものが存在するとき，K は順序圏であるという．ただし 1α は Xα の恒等射とする．

注意. 添え字集合 Σ が束や全順序圏の場合には，それぞれに応じて「束順序圏」とか「全順序圏」と

呼んだりする．

定義 2.2. K を順序圏とし，MorK 上に対合 P 7→ P ∗ が定義されているとする（つまり P ∗∗ =

P, (PQ)∗ = Q∗P ∗）．これが λ∗
βα = µαβ（α ≤ β）を満たすとき，K を対合的順序圏と呼ぶ．

いくつか順序圏の具体例を示す．

例 2.1. ヒルベルト空間（の同型類）を対象，線型作用素を射とする圏A は対合的 (全)順序圏であ

る．じっさい，Σ = {0, 1, 2, . . . }⊔{∞} としてOb(A) = {Vn = Cn | n = 0, 1, 2, . . . }⊔
{
V∞ = l2

}
で

あり，内積 〈 · , · 〉Vn に関する随伴作用 ∗ が対合を与える．

例 2.2. ヒルベルト空間（の同型類）を対象，定数倍を同一視した線型作用素を射（つまりMorP(V, W ) =

MorA(V, W )/C×）とする圏P は対合的 (全)順序圏である．

例 2.3. 有限アーベル群を対象，それらの間の準同型写像を射とする圏 Abfin は対合的束順序圏であ

る（対合は有限アーベル群の双対性を用いて構成される）．

3 圏の表現

定義 3.1 (圏の表現). K を与えられた圏とする．K から A への共変関手 ρ のことを，K の線型表

現という．K から P への共変関手 π のことを，K の射影表現という．射影表現 π に対して，K の

対象，射をA の対象，射に対応させる ϖ であって，ある写像 m : MorK ×MorK → C× が存在して

ϖ(X) = π(X) (X ∈ Ob(K)) ,

ϖ(PQ) = m(P,Q)ϖ(P )ϖ(Q) (P, Q ∈ MorK) (m(P, Q) ̸= 0)
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が成り立つものを π の断面関手という．線型表現は射影表現（の断面関手）ともみなすことができ

る．以下，単に表現と言ったら，線型表現もしくは射影表現のいずれかを表すことにし，どちらかに

固有な性質について議論する場合のみ線型や射影といった接頭辞をつける．

例 3.1. 圏 K に対して，

o(X) = 0 (X ∈ Ob(K)) , o(P ) = 0 (P ∈ MorK)

で定義される o は K の表現である．これを零表現という．

以下，表現に関する基本的な言葉を復習しておく．

定義 3.2 (∗-表現). 対合的圏 K の表現 ρ が，条件

ρ(P ∗) = ρ(P )∗ (P ∈ MorK)

を満たすとき，ρ は K の ∗-表現であるという．

定義 3.3 (部分表現と既約表現). ρ を圏 K の表現とする．K の表現 τ であって，条件

τ(X) ⊂ ρ(X) (X ∈ Ob(K)) ,

τ(P ) = ρ(P )|τ(X) (P : X → Y )

を満たすものを ρ の部分表現と呼ぶ．ρ の部分表現が，自分自身と零表現（これらを自明な部分表現

という）のちょうど二つだけの時，ρ を既約表現という．

定義 3.4 (cyclic span). ρ を圏 K の表現とし，W をある ρ(V ) の部分集合とする．このとき，

A(X) := SpanC {Pw | P ∈ Mor(V, X), w ∈ W } ⊂ ρ(X)

によって A(X)を定義すると，Aは ρの部分表現を与える．これを，集合 W の cyclic spanという．

定義 3.5 (従属表現). ρ を圏 K の表現とする．このとき，各 X ∈ Ob(K) に対して，ρX := ρ|End(X)

は半群 End(X) や群 Aut(X) の ρ(X) 上の表現を与える．これらの表現たちを，ρ に従属する表現，

あるいは ρ の従属表現という．

補題 3.1. 圏 K の表現 ρ が既約ならば，ρ の従属表現たちは既約表現か零表現のどちらかである．

Proof. じっさい，ある End(X) の従属表現 ρX が非自明な部分表現 W ⊂ ρ(X) を持ったとすると，

その cyclic span A は ρ の非自明な部分表現となる．
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定義 3.6 (絡作用素と表現の同値). 圏 K の二つの表現 ρ, ρ′ に対して，線型作用素の族

T =
{

Tσ : ρ(Xσ) → ρ′(Xσ)
∣∣ σ ∈ Σ

}
⊂ Mor(A)

であって，任意の α, β ∈ Σ および任意の P : Xα → Xβ に対して

ρ′(P )Tα = Tβρ(P )

が成り立つとき，T を ρ と ρ′ の絡作用素 (intertwiner)と呼ぶ．絡作用素 T は，ρ(Xσ) ̸= 0 であ

る限り Tσ が可逆な作用素であるときに可逆であるといい，二つの表現 ρ, ρ′ は可逆な絡作用素を持

つときに同値であるという．(対合的)圏 K の (∗-)既約表現の同値類全体を K̂ で表す．

4 順序圏の表現論

ここでは，はじめに述べたように，順序圏 K の表現は自己準同型半群 EndK(X)たちの表現によっ

て決まっている様子を見る．

α ≤ β に対して，ϑ
(α)
β ∈ End(Xβ) を ϑ

(α)
β := λβαµαβ で定義する．

(ϑ(α)
β )2 = ϑ

(α)
β , µαβϑ

(α)
β = µαβ, ϑ

(α)
β λβα = λβα

などが簡単に分かる．また α′ ≤ α に対して

ϑ
(α′)
β ϑ

(α)
β = ϑ

(α)
β ϑ

(α′)
β = ϑ

(α′)
β

である．

補題 4.1. α′ ≤ α，β′ ≤ β とする．このとき，任意の P ∈ Mor(Xα′ , Xβ′) に対して，P = µβ′βQλαα′

となるようなQ ∈ Mor(Xα, Xβ) が存在する．つまり Mor(Xα′ , Xβ′) = µβ′βMor(Xα, Xβ)λαα′．

Proof. じっさい，Q = λββ′Pµα′α とすればよい．

補題 4.2. ρ を順序圏 K の表現とする．もし，ある β ∈ Σ に対して ρ(Xβ) = 0 ならば，任意の

α ≤ β に対して ρ(Xα) = 0 である．

Proof. 射影表現の場合に，断面関手で考えればよい．ρ(Xβ) = 0 の仮定より，特に ρ(1β) = 0 であ

ることに注意して，

ρ(1α) = ρ(µαβ1βλβα) = cρ(µαβ)ρ(1β)ρ(λβα) = 0
(
c ∈ C×)

なので，ρ(Xα) = im ρ(1α) = 0 である．

補題 4.3. ρ を順序圏 K の表現とする．このとき，次の二つは同値である．
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(a) ρ は既約表現．

(b) ρ の従属表現 ρσ := ρEnd(Xσ) (σ ∈ Σ) がすべて既約表現．

Proof. (a) ⇒ (b) は補題 3.1 で示した．(b) ⇒ (a) を示そう．ρ の勝手な部分表現を M とし，

N := ρ/N を商表現とする．従属表現の既約性の仮定から，任意の Xσ ∈ Σ に対してM(Xσ) = 0 か

N(Xσ) = 0 のいずれか一方が成り立つ．勝手に α, β ∈ Σ をとると，α, β ≤ σ なる σ ∈ Σ が存在す

るので，補題 4.2 より「M(Xα) = 0 かつ M(Xβ) = 0」または「N(Xα) = 0 かつ N(Xβ) = 0」の

どちらか一方が成り立つ．従って，一斉に M(Xσ) = 0 か N(Xσ) = 0 ということになり，M は自

明な部分表現でなくてはならない．つまり，ρ は既約である．

µαβλβα = 1α に注意すれば，P ∈ End(Xα) に対して，Uβα(P ) := λβαPµαβ ∈ End(Xβ) と定めこ

とにより，Uβα : End(Xα) → End(Xβ) は半群の埋め込みを与える．このとき，次の同値が成り立つ．

命題 4.4. ρ を順序圏 K の表現とし，α ≤ β とする．このとき，im ρ(ϑ(α)
β ) は ρ(Uβα(P )) (P ∈

End(Xα)) たちの作用で不変である．半群 End(Xα) の二つの表現 (ρ, ρ(Xα)) と (ρ◦Uβα, im ρ(ϑ(α)
β ))

は同値である．

Proof. im ρ(ϑ(α)
β ) の ρ(Uβα(P ))-不変性は，交換関係 Uβα(P )ϑ(α)

β = ϑ
(α)
β Uβα(P ) から分かる．また，

ρ(λβα) : ρ(Xα) → im ρ(ϑ(α)
β ) が，二つの表現 (ρ, ρ(Xα)) と (ρ ◦ Uβα, im ρ(ϑ(α)

β )) の絡作用素を与え

る．これは逆作用素 ρ(λβα)−1 = ρ(µαβ) を持つので，たしかに同値である．

命題を述べるために必要な言葉を用意しておこう．

定義 4.1 (下降関手). α ≤ β とする．半群 End(Xβ) の表現 τ に対して，半群 End(Xα) の表現

lowα
β(τ) := τ ◦ Uβα を対応させる操作 lowα

β を下降関手 (lowering functor)という．

定義 4.2 (互換系). K を順序圏とし，各 σ ∈ Σ に対して半群 End(Xσ) の既約表現 ρσ が与えられ

ているとする．このとき，表現の族 {ρσ}σ∈Σ が互換系 (compatible system)であるとは，任意の

α ≤ β に対して lowα
βρβ

∼= ρα となることをいう．

表現の “上げ下げ”に関する次の命題が順序圏の表現論を統制するもっとも基本的な命題の一つで

ある．

命題 4.5. K を順序圏，{ρσ}σ∈Σ を互換系とする．このとき，K の表現 ρ であって，ρ(P ) = ρσ(P )

（σ ∈ Σ, P ∈ End(Xσ)）を満たすものがただ一つ存在する．

Sketch of proof. 順序圏 K の射の全体 MorK は，End(Xσ)（σ ∈ Σ）および λβα, µαβ（α ≤ β）た

ちによって生成される．じっさい，P ∈ Mor(Xα, Xβ) のとき，Xα, Xβ ≤ Xσ なるXσ をとれば

P = µβσ(λσβPµασ)λσα, λσβPµασ ∈ End(Xσ)

である．このことを用いて，{ρσ}σ∈Σ から具体的に ρ を構成することが出来る．
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5 正則表現の分解

K を対合的順序圏とし，その添え字集合を Σ とする．以下では，射の個数 #MorK(X, Y ) が有限

の場合について議論する．また簡単のため Γα := EndK(Xα) とおく．

α, β ∈ Σ とし，Γα × Γβ の表現
(
R, L2(MorK(Xβ , Xα))

)
を

L2(MorK(Xβ, Xα)) := {f : MorK(Xβ , Xα) → C} ,

{R(a, b)f} (P ) := f(a∗Pb) (a ∈ End(Xα), b ∈ End(Xβ))

によって定義する．有限群 G の正則表現 L(G) の（G × G-加群としての）分解

L(G) ∼=
∑

π∈ bG

π∗ £ π(5.1)

の類似として，α と β が比較可能であるときに L2(MorK(Xβ , Xα)) の分解を与える．

命題 5.1. K を対合的順序圏とする．α, β ∈ Σ に対して，α ≤ β かつMorK(Xβ, Xα) が有限である

とする．このとき，Γα × Γβ-加群としての分解

L2(MorK(Xβ , Xα)) ∼=
∑

ρ∈ bK

ρ∗α £ ρβ(5.2)

が成り立つ．

Proof. 略記号として M := MorK(Xβ , Xα) としておく．まず，左辺を Γβ-加群として次のように分

解する：

L2(MorK(Xβ , Xα)) ∼=
∑

π∈bΓβ

HomΓβ
(Wπ, L(M)) ⊗ Wπ.(5.3)

ただし，Wπ は π に対応する Γβ-加群とする．以下，各 π 成分ごとに議論する．

既約表現 π ∈ Γ̂β を固定しよう．このとき，従属表現の同値 ρβ
∼= π を満たすような圏 K の既約

表現 ρ がただひとつ存在する．そこで，HomΓβ
(Wπ, L(M)) と ρ∗α の Γα-加群としての同値を示せば

よい．下降関手と互換系の定義から，従属表現 ρα は imπ(θα
β ) ⊂ Wπ 上の表現 lowα

βπ と同値である

ことに注意する．

HomΓβ
(Wπ, L(M)) と (lowα

βπ)∗ （∼= ρ∗α）の同値を示すために，以下のように具体的に絡作用素を

作る：ψ ∈ HomΓβ
(Wπ, L(M)) に対して

(Tψ)(x) := (ψx)(µαβ)
(
x ∈ imπ(θα

β ) ⊂ Wπ

)
.(5.4)
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これは確かに絡作用素を与える．じっさい，

((lowα
βπ)∗(a)Tψ)(x) = (Tψ)(lowα

βπ(a∗)x)

= (ψπ(λβαa∗µαβ)x)(µαβ)

= ρ(1, λβαa∗µαβ)(ψx)(µαβ) (∵ ψ は Γβ-絡作用素)

= (ψx)(µαβ · λβαa∗µαβ)

= (ψx)(a∗µαβ) (∵ µαβλβα = 1α)

= (R(a, 1)ψx)(µαβ)

= (TR(a, 1)ψ)(x)

となっている．

有限次元で考えているから，あとは T が単射であることを示せば良い．ψ ∈ HomΓβ
(Wπ, L(M))

に対して，

Tψ = 0 =⇒ (ψx)(µαβ) = 0
(
∀x ∈ imπ(θα

β )
)

=⇒ (ψx)(µαβb) = 0
(
∀x ∈ imπ(θα

β ),∀b ∈ Γβ

)

であるが，簡単に分かるようにMor(Xβ , Xα) = µαβΓβ であるから，これは ψ ≡ 0 を意味する．従っ

て T は可逆な絡作用素で，目的の同値性が示された．

6 ラプラシアンの正値性問題

6.1 圏のラプラシアン

有向グラフのラプラシアン (隣接行列)の類似として，圏 K のラプラシアン ∆K が

∆K := (#MorK(X, Y ))X,Y ∈Obo(K) .(6.1)

によって定義される．ただし，Obo(K) ⊂ Ob(K) は条件「X, Y ∈ Obo(K) ならば #MorK(X, Y ) <

∞」によって定める．
圏のラプラシアンを考える主な動機の一つは，無限次元の対象におけるセルバーグゼータ関数の類

似物の構成である．はじめに述べた圏論的拡大の原理の示唆する「無限次元群そのものよりも付随す

る圏を見よ」という哲学に従って，たとえば無限次元群のセルバーグゼータ関数を付随する圏から作

ろうということを考える．オリジナルのセルバーグゼータ関数 ZΓ(s) がラプラシアン ∆Γ による行

列式表示を持つのだった．そこで，圏 K のゼータ関数 ζK(s) を，いわばスペクトル側からラプラシ

アン ∆K を用いて (正規化)行列式として導入するという道筋を考えるのである．そのために，ラプ

ラシアンのスペクトルゼータ関数

ζ∆K
(s) :=

∑

λ∈Spec(∆K)

λ−s(6.2)
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の解析的な性質を調べることになるが，まずは次の問題が基本的である．

問題 6.1 (正値性 [KuST]). “良い”圏 K に対して，ラプラシアン ∆K の正値性を示せ．

これに対して，正則表現の分解 (5.2) を利用することによって，K が対合的全順序圏の場合に一般

的に∆K の正値性を示すことができる．

なお，この問題の弱い場合（2次の小行列式の場合に相当する）であるコーシー・シュワルツ型不

等式については，[KuW, I] においていくつかの具体的な圏の場合に成立が示されている：

問題 6.2 (コーシー・シュワルツ型不等式 [KuW, I]). “良い”圏 K において，次の不等式

#MorK(X, Y )#MorK(Y, X) ≤ #MorK(X,X)#MorK(Y, Y )(6.3)

が成り立つか？

[KuW] は本講演と同様の動機（圏のラプラシアンを用いたゼータ関数の行列式表示の模索）に基

づくものであり，[I] は圏という代数的な構造がどのような量的関係を規定するかという興味を動機

とした研究である．

6.2 ラプラシアンの正値性

正則表現の分解 (5.2) において，両辺の次元を比較することによって次を得る．

系 6.1. K を対合的順序圏とし，Σ をその添え字集合とする．α, β ∈ Σ が比較可能のとき，

#MorK(Xα, Xβ) =
∑

ρ∈ bK

dim ρα dim ρβ(6.4)

が成り立つ．

ラプラシアンの正値性は，この直接の帰結である．

定理 6.2 ([Ki1]). 対合的全順序圏 K に対して，そのラプラシアン ∆K は正値である．

Proof. コーシー・ラグランジュの恒等式

det




〈a1, a1〉 . . . 〈a1, am〉
...

. . .
...

〈am, a1〉 . . . 〈am, am〉


 =

∑

1≤i1<···<im≤n

det




ai11 . . . ai1m

...
. . .

...
aim1 . . . aimm




2

（ai = (ai1, . . . , ain), m ≤ n）を思い出せば，∆K の任意の主小行列式が正になることが分かる．

系 6.3. 対合的全順序圏 K はコーシー・シュワルツ型不等式(6.3) を満たす．

注意. たとえば Abfin は束順序圏であるが全順序圏ではないので，上の結果は適用できない．（つま

り上の議論ではコーシー・シュワルツ型不等式の成立も言えない．）なお，Abfin に対するコーシー・

シュワルツ型不等式は [KuW] で示されている．
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6.3 例：圏 PB

等式 (6.4) を直接確認できる例として，全対称群 Sω に付随する圏 PB の場合を挙げる．

圏 PB は，有限集合 [n] = {1, 2, . . . , n} を対象とし，partial bijection と呼ばれるものを射とする

圏である．ここで [m] から [n] への partial bijection とは，同じ濃度を持つ定義域 Dϕ ⊂ [m] と値

域 Rϕ ⊂ [n] およびその間の全単射 ϕ : Dϕ → Rϕ からなる三つ組 (ϕ,Dϕ, Rϕ) のことである．二つ

の射 ϕ : [l] → [m], ψ : [m] → [n] に対して，その合成 ψϕ : [l] → [n] はDψϕ := ϕ−1(Rϕ ∩ Dψ) か

ら Rψϕ := ψ(Rϕ ∩ Dψ) への全単射として定義される．順序圏の構造を定める射 λnm[m] → [n] と

µmn : [n] → [m] は

λnm : [m] ∋ x 7→ x ∈ [m] ⊂ [n],

µmn : [n] ⊃ [m] ∋ x 7→ x ∈ [m]

によって定義される（ただし n ≤ m）また，与えられた射 ϕ : Dϕ → Rϕ に対して ϕ∗ は ϕ∗ : Rϕ ∋
x 7→ ϕ−1(x) ∈ Dϕ. によって定義される．これらによって PB は対合的全順序圏になる．簡単に分

かるように，射の個数は

#MorPB([m], [n]) =
min(m,n)∑

k=0

(
m

k

)(
n

k

)
k!(6.5)

によって与えられる．

PB の既約表現はヤング図形によってパラメトライズされることが知られている [Ne]．ヤング図

形 λ に対応する PB の既約表現を ρλ とし，Γn = EndPB([n]) への従属表現を ρλ
n とする．

命題 6.4 ([Ne]). 任意のヤング図形 λ に対して，従属表現 ρλ の次元は

dim ρλ
n =

(
n

|λ|

)
dimλ(6.6)

となる．ここで dimλ は λ に対応する対称群 S|λ| の既約表現の次数であり，|λ| は λ の箱の個数と

する．

よく知られた等式 ∑

λ⊢k

(dimλ)2 = k!

に注意すれば，たしかに
∑

λ∈dPB

dim ρλ
m dim ρλ

n =
∑

λ

{(
m

|λ|

)
dimλ ×

(
n

|λ|

)
dimλ

}

=
min(m,n)∑

k=0

(
m

k

)(
n

k

)
k!

= #MorPB([m], [n]).

(6.7)

となっている．
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